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CAMPUL ELECTROMAGNETIC

Cuprins:

5.1. Inductia electromagneticd

5.2. Curentul de deplasare

5.3. Ecuatiile Maxwell

5.4. Energia campului electromagnetic si vectorul lui Poynting
5.5. Aplicatii si probleme

5.1. Inductia electromagnetica

in capitolele anterioare am studiat fenomene statice in care campurile
electrice si magnetice nu se schimbi in timp. In acest capitol vom analiza situatiile
in care distributiile de sarcind si/sau curent sunt variabile 1n timp. Vom constata ca
in acest caz cadmpul electric se cupleaza cu campul magnetic si nu mai pot fi studiate
separat. Campurile electrice si magnetice variabile in timp formeaza campul
electromagnetic cu unele proprietati care nu le Intalnim in cazul campurilor statice.
Pentru inceput sd consideram circuitele electrice din figura 5.1.
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Figura 5.1: a) Circuit electric inchis format dintr-o sursa de tem i o rezistentda R.
b) Circuitul din cazul a) cu portiunea ab care se misca perpendicular pe un camp

magnetic cu inductia B
In cazul circuitului din figura 5.1.a energia debitati de sursa in timpul dt
este ¢/ dt. Aceastd energie se transforma in caldura in rezistentele R si » si legea de
conservare a energiei se scrie:
eldt=RI*dt+rl’dt (5.1)
Daca simplificdm cu / dt obtinem legea lui Ohm pentru un circuit inchis:
€
CR+r

(5.2)
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Sa analizim acum circuitul din figura 5.1.b in care portiunea de conductor
ab cu lungimea / se deplaseazd pe distanta dx in timpul d¢ sub actiunea fortei
magnetice F, = Bil orientatd ca In figura 5.1.b. Legea conservarii energiei in acest
circuit se scrie:

eldt = Ri*dt +ri*dt +dL (5.3)
unde primii trei termeni au semnificatiile din ecuatia (5.1) iar dL este lucrul mecanic
efectuat de forta magnetica pentru deplasarea conductorului ab, prin care trece
curentul 7, pe distanta dx.

Adica:

dL=F,dx=Bildx 54

Introducem ecuatia (5.4) in (5.3), simplificim cu i si impartim cu df pentru a
obtine:

g:Ri+ri+Blﬂ (5.5
dt
Aceasta mai poate fi scrisa sub o forma analoaga cu ecuatia (5.2) astfel:
e—Bl %
j=—" 5.6
R+7r (56)

Dacéd comparam ecuatia (5.2) cu ecuatia (5.6) observam ca In aceasta din urma a
aparut un termen suplimentar care se scade din tensiunea electromotoare € a sursei.
Este evident ci acest termen este tot o tensiune electromotoare, adica:
dx
-Bl—=¢, (5.7)
dt
Aceasta tensiune electromotoare se numeste de inductie deoarece ea a aparut in
circuit indusa de migcarea conductorului in cAmp magnetic.
Daca definim fluxul inductiei magnetice B printr-o suprafatd S prin
integrala de suprafata:

® =H1§d21 (5.8)
S

atunci produsul B/dx = BdA = BdA din ecuatia (5.7) reprezinta fluxul magnetic prin

suprafata /dx =dA, maturatd in timpul df de conductorul ab. Deci, relatia (5.7) se

mai scrie sub forma mai generala:
dd

’ dt

Aceasta relatie este cunoscutd sub numele de legea lui Faraday pentru inductia

electromagnetica. Observam ca in (5.9) @ este fluxul magnetic si este un scalar. De

asemenea, in (5.9) tensiunea electromotoare &, se mdsoard in volti iar fluxul

(5.9)

magnetic Tn Wb (weber = unitatea de flux magnetic in SI).

Legea lui Faraday este o lege globala (integrald) si ea este valabila nu numai
in cazul miscarii conductorilor in cAmp magnetic stationar, ci este aplicabila in toate
cazurile in care avem un flux magnetic variabil in timp. In conformitate cu relatia de

definitie (5.8) fluxul magnetic variaza in timp cand: 1) B variazi in timp ca
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marimea sau/si sens; 2) aria S Inchisd de curba C in care se induce g; variazd in

marime si/sau sens (orientarea normalei); 3) variaza atdt B cat si S in timp.
Sa consideram acum cazul mai general in care o suprafatd S deschisa
limitatd de o curba C se afld intr-o regiune unde exista un camp magnetic cu inductia

B. Presupunem ca S, C si B depind fiecare de timp (variaza in functie de timp).

Daca notam cu £ intensitatea campului electric dintr-un punct oarecare de pe curba
C atunci, prin definitie, tensiunea electromotoare de inductie in circuitul C inchis are
expresia:

g =§Ed§ (5.10)
C

unde ds este un element de lungime din circuitul C (acesta poate fi, de exemplu,
circuitul din figura 5.1.b).
Din ecuatiile (5.9) i (5.10) obtinem:

§Ed§=—%”éd2 (5.11)
C S

Daca alegem un sistem de referinta (inertial) in care S sa nu depinda de timp
atunci 1n ecuatia (5.11) putem sa introducem derivata temporald sub integrala si sa
scriem:

- OB -
iEdE:—JSIEdA (5.12)

unde sub integrald am scris derivatd partiala in raport cu timpul deoarece B este
functie de pozitie (coordonatele spatiale) cat si de timp.
Din teorema lui Stokes partea stanga a ecuatiei (5.12) se scrie:
§Ed§=ﬂrot£‘d/] (5.13)
c s

Din cauza ca relatiile (5.12) si (5.13) sunt valabile pentru orice suprafata de

integrare S rezulta:
rotE=-28 (5.14)

ot

Aceasta este forma locala (diferentiald) a legii lui Faraday si este considerata ca o
lege fundamentald a electromagnetismului. Ea exprima faptul general ca un camp
magnetic variabil in timp produce un camp electric. Cu alte cuvinte, campul
magnetic variabil in timp este o sursd de camp electric in orice punct din spatiu.

Astfel avem doua surse de camp electric, sarcina electrica (divE = ﬂj si campul
€
magnetic variabil in timp (ecuatia (5.14)).
Remarcam ca acest camp electric £ generat de campul magnetic nu este in
general un camp conservativ deoarece

§Ed§¢o (5.15)
C
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ca urmare, rezultd ecuatia (5.14) cu rotE+0 si E nu poate fi gradientul unei

functii scalare. In cazul special in care B este constant in timp, cAmpul E este

conservativ analog cu campul electrostatic E , generat de sarcina ¢ (divE zﬂJ
€
pentru care E g =—gradV .

Din cele de mai sus rezultd ca un camp electric £ poate fi descompus in
doud componente £, si E; In care prima componenta este conservativa in timp ce a
doua nu este conservativd. Componenta neconservativd care rezultd din camp
magnetic variabil in timp (in conformitate cu ecuatia (5.14) este numitd componenta

solenoidala (care semnificd ca are divergenta zero). Pentru aceastd componentd
putem scrie ca:

B=rot A (5.16)
in care A este un potential vectorial. Introducem ecuatia (5.16) in (5.14) si obtinem:
rotE=—£(rotgl)=rot _8_A (5.17)

ot ot

Aceasta relatie este echivalenta cu:
rot(E+a—AJ=0 (5.18)
ot

Dar rotorul unui vector este zero daca acest vector este un gradient al unei functii
scalare:

E+% =—grad ¢ (5.19)
unde ¢ este un camp scalar. Deoarece grad ¢ este un camp vectorial conservativ si

0A .
—— satisface:
ot

ro{— —j =——=0 (5.20)

putem descompune campul E sub forma:
E= —‘Z—f— grad ¢ (5.22)

Cantitatea ¢ este o functie scalard care este diferitd de potentialul electrostatic, V,
introdus in pagina 8. Prin urmare putem scrie:

E=E +E, (5.23)

unde

N
E, :—5 st E, =—grad ¢ (5.24)
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Campul Ei este indus de cAmpul magnetic si el este solenoidal (neconservativ) in
timp ce cAmpul E , rezultd din sarcini electrice §i este nesolenoidal si conservativ.

In finalul acestui paragraf si analizim prezenta semnului minus din relatia
integrala (5.9) si din cea diferentiala (5.14). Acest semn poate fi considerat ca un
“feedback negativ” care asigura tendinta de stabilizare a sistemului, spre deosebire

de un feedback pozitiv care ar putea avea ca rezultat generarea unui camp B infinit
de intens. Semnul minus asigura cd pe baza acestui fenomen de inductie
electromagnetica sd nu se poata construi un perpetum mobil. Astfel, dacd avem un
circuit C format dintr-un conductor, tensiunea electromotoare indusa va da nastere
unui curent in conductor care se opune variatiei fluxului magnetic prin C. Daca
semnul minus ar fi absent ar rezulta o crestere nelimitatd a fluxului pe seama
curentului indus. Semnul minus in relatiile (5.9) si (5.14) exprima legea cunoscuta
sub numele de legea lui Lenz. Aceastd lege este exprimatd adesea sub forma poetica
“eu curentul cel indus, totdeauna m-am opus, cauzei care m-a produs”. Pentru a
intelege aceastd exprimare
prezentam 1In figura 5.2.
sensul curentului de
inductie intr-un  contur
inchis C pentru doua
c cazuri: fig 5.2.a pentru
cazul cand fluxul campului
magnetic exterior creste
dF
-Et—ii 0 £ >0

dF
—>0 1 fig. 52b
NN

b) pentru cazul cand acesta

Figura 5.2: Sensul curentului indus intr-un contur  y.gde (d_F<0j. in aceasti
inchis C si fluxul magnetic prin suprafata S inchisa de

conturul C figura se prezinta si directia
momentului magnetic m al buclei C de curent indus care in figura 5.2.a este opus
liniilor de camp magnetic extern (deci duce la scaderea fluxului total), iar in figura
5.2.b este in acelasi sens cu campul magnetic extern (adica conduce la cresterea

fluxului total).

5.2. Curentul de deplasare

In paragraful 5.1. am aritat ca un cAmp magnetic variabil in timp genereaza
un camp electric (legea lui Faraday). Acum ne punem intrebarea: oare un camp
electric variabil in timp genereazi un cdmp magnetic? Rispunsul este da. in
continuare vom justifica acest raspuns.

Mai intdi vom observa ca legea generald a magnetostaticii

rot H =Je (5.25)
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este in contradictie cu ecuatia de continuitate
-~ 0
divi.+P =0 (5.26)
ot
in cazul regimului variabil in timp.
Intr-adevar daca aplic divergenta la ecuatia (5.25) obtin:

div(rotlrl)z div}'c (5.27)

Dar div(rot H )= 0 pentru orice vector H (acestd expresie este identic nuld pentru

orice vector H ) si deci rezulta:
divj. =0 (5.28)

in regim variabil in timp, % #0 si din (5.26) rezulta div]’c #0. Adica

avem o contradictie intre legile generale (5.25) si (5.26). Aceasta contradictie nu

en . . ... 0 S =
existd in magnetostatica unde regimul static implica 6_p =0 sideci divj.=0.
t

Pentru a elimina aceastd contradictie vom mai adduga un termen la ecuatia
(5.25). Adica scriem sub forma:

rotH =j.+ ], (5.29)
unde jd este o densitate de curent care apare numai in regim variabil in timp. Ne

punem problema si aflim expresia lui j, intr-un
I?/A caz simplu, reprezentat in figura 5.3. Circuitul
£

din figura 5.3. este format dintr-o sursa de
tensiune, S, si un condensator plan, vidat legat la
bornele sursei. Dacd S este o sursd de curent
5 continuu, constatdim cad prin circuit nu trece un
curent electric. Daca sursa S este o sursd de
Figura 5.3: Un condensator  curent alternativ de frecventd v, in circuit apare
plan vidat —asezat infr-un  yp curent cu intensitatea / care creste cu cresterea
circuit cu o sursd de curent S lui v, la o tensiune efectivd U constanti a sursei.
Adica curentul / depinde de variatiile temporale ale tensiunii U (t) aplicata la placile

o

condensatorului. Aceasti tensiune U(¢) este legata de sarcina electrica Q(¢) de pe o
placd a condensatorului prin relatia:

o(t)=U(r)c (5.30)
unde C este capacitatea condensatorului cu aria unei placi 4 si distanta d dintre placi.
Adica:

g,4
C =20 5.31
y (5.31)
Intensitatea curentului prin circuit este:
1(t)= di—t(t) (5.32)

Pe baza relatiilor (5.30) si (5.31) ecuatia (5.32) devine:



94

7 EAdU()
d dt

Dar tensiunea la bornele condensatorului U(t)= E(t)d , unde E(t) este intensitatea

(5.33)

campului electric intre placile condensatorului. Deci ecuatia (5.33) devine:

dE(r)
I=¢g)A—~ 5.34
A= (5.34)
. . . . . 1
Daca avem in vedere cd inductia electricd in vid D(t): SOE(t) si ca Ve Jq este
densitatea curentului dintre placile condensatorului ecuatia (5.34) devine:
dD(t)
j,=— 5.35
Ja dt ( )

Aceasta expresie reprezintd densitatea curentului de deplasare dintre placile
condensatorului vidat. In cazul mai general cand inductia electricd depinde si de
coordonatele spatiale relatia (5.35) se scrie:
j oD
o

Adica vectorul densitate de curent de deplasare jd este dat de variatia

(5.36)

temporald a vectorului inductie electricd D(t). Cu alte cuvinte, un camp electric
variabil in timp genereazad un curent electric de deplasare cu densitatea datd de
ecuatia (5.36):

Daci introducem ecuatia (5.36) 1n ecuatia (5.29) obtinem:

rotH = j,. +aa_lt) (5.37)

Aceasta relatie ne spune ca sursa de cdmp magnetic poate fi formata dintr-un curent
de conductie cu densitatea j. si/sau dintr-un cAmp electric variabil in timp care
generaza curentul cu densitatea j,.

Astfel ecuatia (5.37) rezolva contradictia dintre ecuatia de continuitate
(5.26) si ecuatia generald a magnetostaticii (5.35). In sensul cd dacd aplicim
divergenta la ecuatia (5.37) obtinem:

div(rot H) =div ]c + div(%] (5.38)
Cum div(rot H ) =0 rezulta
div j. = - % (d@iv (D)) (539)

Din legea lui Gauss divD = p si ecuatia (5.39) devine tocmai ecuatia de continuitate

(5.26). Deci, ecuatia (5.37) este corecta in cazul regimului variabil in timp si contine
ca un caz particular ecuatia (5.35) pentru regimul stationar.

In concluzie, putem observa ci legea lui Faraday arati ci un cAmp magnetic
variabil in timp genereaza un camp electric si legea lui Maxwell (5.37) aratd ca un
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camp electric variabil In timp genereaza un camp magnetic, care se adauga la cel
creat de curentul electric de densitate j..

5.3. Ecuatiile lui Maxwell

Ecuatiile lui Maxwell sunt legile de baza ale cAmpului electromagnetic in
teoria clasica. Ele leaga vectorii E,D,B si H, care reprezintd campul
electromagnetic, de sursele sale si de caracteristicile mediului in care se gaseste
campul electromagnetic. Aceste ecuatii sunt:

DdivD =p 2)divB=0
B D (5.40)

3)r0tE=—a—B 4)rot[:I :j+a—D
ot ot

Prima ecuatie a lui Maxwell exprima faptul cd un camp electric, cu inductia
electrici D, este generat de o sarcind electrica, cu densitatea p. Aceastd ecuatie

reprezintd de fapt legea lui Gauss sub forma locald pe care am studiat-o anterior.
Ecuatia a doua a lui Maxwell, care este de aceeasi forma cu prima, exprima
faptul cd nu exista “sarcini magnetice”, analoge celor electrice, care sa genereze
camp magnetic. A treia ecuatie a lui Maxwell este de fapt legea lui Faraday sub
forma locala si exprima faptul cd un camp magnetic variabil in timp genereaza un
camp electric. A patra ecuatie este identica cu ecuatia (5.37) din paragraful anterior

(In care am omis indicele ¢ de la densitatea de curent ;). Ea aratd ca un camp

magnetic de intensitate H este generat de un curent de conductie cu densitatea ; si

. - oD . - <
de un curent de deplasare cu densitatea data de 8_; adica de variatia temporala a
t

inductiei cAmpului electric.

Cele patru ecuatii ale lui Maxwell sunt scrise sub forma vectoriala si au in
partea stanga expresii dependente de vectorii E,D,B si H, care reprezintd campul,
iar in partea dreaptd marimile care reprezinta sursele de camp situate intr-un mediu.
Ele sunt scrise intr-un sistem de referinta inertial in care mediul este in repaus. Intr-
un astfel de mediu sunt valabile relatiile:

D=g,E+P si H=—B-M (5.41)
Ho
Aceste ecuatii se numesc ecuatiile de material fiind exprimate in functie de
polarizarea electrica, P, a mediului si de magnetizarea sa, M. Ecuatiile de material
se mai scriu si sub forma
D=¢E, B=pH si j =cE (5.42)
in care mediul este reprezentat prin permitivitatea €, permeabilitatea, p si

conductivitatea electrica, . Ultima ecuatie din (5.42) este forma locald a legii lui
Ohm. Mediile in care sunt valabile relatiile de material (5.42) sunt medii liniare,
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omogene si isotrope. in mediile anizotrope €, p si 6 nu mai sunt marimi scalare, ele
devin marimi tensoriale. In mediile liniare si neomogene constantele €, p1 si ¢ sunt
functie de coordonatele punctului. in sfarsit, mediile neliniare sunt cele in care
relatiile (5.42) nu mai sunt liniare si ele devin de forma unor polinoame de grad doi
in E, pentru mediile neliniare patratice si polinoame de ordinul trei pentru mediile
neliniare de ordinul trei.

Mentiondm ca legea lui Ohm este o lege de material ca si ecuatia de
continuitate:

. ap
divj+—=0 543
I+ (5.43)

Pe baza ecuatiilor de material, putem arata ca ecuatiile lui Maxwell nu sunt
independente. De exemplu, daca aplicdm la ecuatia a patra divergenta obtinem

div(rotﬁ)z divj+ divaa—lt) (5.44)
Cum div(rot H ) =0 pentru orice H rezultd
divj + %(div D)=0 (5.45)

Comparam ecuatia (5.43) cu ecuatia (5.45) si ajungem la prima ecuatie a lui
Maxwell. Adica am pornit de la ecuatia a patra i am ajuns la prima ecuatie. Deci
ecuatia de continuitate face ca aceste ecuatii sa nu fie independente.

Campul electromagnetic caracterizat de ecuatiile lui Maxwell se afld intr-un
mediu de volum ¥ inchis de o suprafatd S. Pe aceasta suprafatd de granita campul
electromagnetic satisface anumite conditii la limitd ca si in cazul particular al
campului electrostatic. Aceste conditii la limita dintre doud medii 1 §i 2 se scriu

Dy, =D, =cs, E,=Ey, B,=B8,, st H,~H, =] (5.46)
unde indicele n se referd la componenta normald a vectorului si indicele 7 la
componenta tangentiald; o este densitatea sarcinei libere pe suprafata de separare .S

In

a celor doud medii 1 si 2, iar js este densitatea de curent pe suprafata de separare S a
celor doud medii. Vectorul j, este orientat in lungul suprafetei in sensul curentului

care curge prin acea suprafatd. Se Intelege In anumite cazuri G si js pot fi si zero.

Cunoscand conditiile la limitd (la granitd), (5.46) si vectorii E si H in
momentul initial £ =0 sistemul de ecuatii Maxwell pot fi rezolvate si se obtine o
solutie unica. Aceasta solutie reprezinta campul electromagnetic din volumul ¥ bine
determinat .

Ecuatiile lui Maxwell sunt ecuatii diferentiale cu derivate partiale si
reprezintd legi locale. Formele globale (sau integrale) ale legilor locale date de
ecuatiile Maxwell se deduc din acestea si sunt urmatoarele:

10)§f DdA = 0, ; 2i) ff Bdd = 0;
S S
B PR B L (5.47)
3i)§Ed§=——”BdA; 4i)j§Hd§=”jdA+”DdA
C at S C S S

Dacd comparam forma diferentiald (5.40) a ecuatiilor Maxwell cu forma
integrala (5.47) a acestora observam ca in locul divergentei unui vector a aparut
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fluxul acelui vector prin suprafata inchisa S iar in locul rotorului a aparut integrala
curbilinie pe o curba C inchisa care se sprijind pe suprafata S.

Prima ecuatie /i este de fapt forma integrala a legii lui Gauss care spune ca
liniile cdmpului electric sunt linii deschise care pornesc, sau vin, la sarcinile
electrice Qi din interiorul suprafetei inchise S.

Ecuatia 2i aratd ca liniile cdmpului magnetic care intra intr-o suprafatid S
inchisa ies totdeauna din acea suprafatd. Acest lucru se intdmpld dacd aceste linii
magnetice sunt linii (curbe) inchise.

Ecuatia 3i este legea inductiei electromagnetice §i aratd cd tensiunea
electromotoare in circuitul C este datd de variatia temporald a fluxului campului
magnetic printr-o suprafata S care se spijina pe curba C.

in mod analog, ecuatia 4i arati ca tensiunea magnetomotoare din circuitul
inchis C este datd de intensitatea curentului (sau fluxul densitatii de curent) de
conductie prin suprafata S si de variatia temporald a intensitdtii curentului de
deplasare prin suprafata S.

O dezvoltare a teoriei lui Maxwell asupra campului electromagnetic o
reprezinta teoria electronica clasica a lui Lorentz. Aceasta teorie are la baza ecuatiile
Maxwell-Lorentz si porneste de la structura microscopica a mediului. Intr-un punct
oarecare din spatiu microscopic existd un camp electric microscopic cu intensitatea

€ si un cAmp magnetic cu intensitatea & care rezultd din sarcinile si curentii
microscopici (atomii). Aceste cdmpuri microscopice satisfac ecuatiile Maxwell-
Lorentz care conduc la ecuatiile lui Maxwell daca trecem la scard macroscopica prin
medierea marimilor microscopice. De exemplu, cAmpurile macroscopice E si B se
obtin prin medierea celor microscopice: E = <E> si B= u0<h> .

Am afirmat mai sus cd ecuatiile lui Maxwell sunt scrise intr-un sistem de
referinta inertial, S, in care mediul este in repaus. Adicd marimile fizice care intra in
aceste ecuatii sunt masurate de un observator aflat in repaus fatd de mediul in care
scriem ecuatiile. Ce se intdmpld cu aceste ecuatii ale lui Maxwell cand trecem la un
alt sistem de referintd inertial S’? Réspunsul este: ecuatiile lui Maxwell sunt
invariante la transformarea Lorentz care face trecerea de la un sistem de referinta

inertial S la alt sistem de referinta inertial S”. Insd, componentele vectorilor E,D, B

si H , se schimba la trecerea de la un sistem S la altul S”. De exemplu, daca S’ se
miscd cu viteza v in directia axei Ox = O'x' fatd de sistemul S (care este In repaus
fatd de mediu) componentele campurilor se schimba in conformitate cu ecuatiile:
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E -E s E,—vB, g E. +vB,
) v g V1=v?/c? ' : V1=v?/c?
% %

5 g 5 By+c—2Ez 5 BZ—C—ZEy
* v g l—Vz/C ' : Vl_Vz/Cz (548)

D, - H, D+ H,

D)'C,:Dx, D =——Cc D;,:+'

g 1-v* /¢ V1=v?/c?

H, +vD, . H,-vD,

H.=H_, 2 2

: ot V1-v? /e e V1=V /c?
Din aceste ecuatii observam cd unul si acelasi camp -electromagnetic are
componentele vectorilor E,D.B si H, perpendiculare pe directia vitezei
(componentele pe axele Oy si Oz in exemplul nostru) diferite in cele doua sisteme
inertiale, iar componentele paralele (dupa axa Ox) sunt invariante fatd de alegerea
sistemului de referintd inertial. Aceste relatii aratd ca atunci cind intr-un sistem

inertial avem numai camp electric (E #0 B= 0) in celalalt sistem inertial avem si
camp electric si cdmp magnetic (E '%£0, B'#0 ) care sunt reciproc perpendiculari.
Pornind de la relatiile (5.48) putem arita ca produsul scalar dintre Esi B
este invariant fata de transformarea Lorentz. Adica
E-B=E'B (5.49)
De asemenea, raméan invariante fata de transformarea Lorentz expresiile:

12 2
H-D=H'D'; E*-c*B*=E*-c*B*si D’2—H—2 =D? —H—2 (5.50)
C C

Aceste expresii sunt utile in exprimarea energiei campului electromagnetic.

5.4. Energia campului electromagnetic si vectorul lui
Poynting

Fie un camp electromagnetic in volumul V inchis de suprafata S. Vom
presupune ca acest camp are o densitate de energie u si o energie totald in volumul V'
datd de relatia

UzmudV (5.51)
V

De asemenea, vom presupune ca o parte din aceastd energie se scurge prin
suprafata S in afara lui V. Aceasta scurgere de energie este data de fluxul de energie

= ﬁﬁdﬁ (5.52)
S
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unde S este un vector care da directia de scurgere a energiei precum si marimea
acesteia,care se scurge prin unitatea de suprafata.

. dL . . A .
Sa notdm cu T rata lucrului mecanic executat de campul electromagnetic

din interiorul lui V, asupra sarcinilor electrice din V. Acest lucru mecanic este
transferat sarcinilor electrice prin cresterea energiilor lor cinetice sau transferat
mediului sub forma de energie cinetica a particulelor sale (incalzirea mediului) sau
sub formd de energie chimica, etc. Aceastd putere dezvoltatd de campul
electromagnetic duce la formarea unor curenti electrici in ¥ cu densitatea ; .

Adica

& [ffiEar (5.53)
4

unde produsul scalar ]E =p,Jj ? este puterea transformata in cildurd prin efect Joule

in unitatea de volum. p, este rezistivitatea mediului care rezultd din forma locala
E= p(j a legii lui Ohm.
Legea conservarii energiei implica
dU dL

- {;}SdAJr o

= (5.54)

Adicd scaderea (semnul minus) energiei campului electromagnetic din V' este
datorata scurgerii sale in afara lui V prin suprafata S si lucrului mecanic executat
pentru formarea unor curenti electrici 1n interiorul lui V. Ecuatia (5.54) in
conformitate cu (5.51) si (5.53) mai scrie:

~[[[%4av = ff5ai+[[[ jEav (5.59)
v ot s v
Din teorema lui Gauss avem
ﬁfd?l = ”jdivEdV (5.56)
s 14

si ecuatia (5.55) devine
jjj[a—”+div§+jéjd1/ =0 (5.57)
ot
Cum (5.57) este valabila pentru orice volum V rezultd forma diferentiald a
principiului conservarii energiei
~-  ou -
E=———divS 5.58
J p (5.58)
Aceasta forma diferentiald este cunoscuta sub numele de teorema lui Poynting, iar

vectorul S este numit vectorul lui Poynting.

In conformitate cu ecuatia sa de definitie (5.52) vectorul S reprezinta
densitatea fluxului de energie electromagnetica prin suprafata S care inchide pe V.
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5 . . G .. Ou . e
In continuare, vom exprima pe S si pe m in functie de vectorii E,D,B si
t

H care reprezintd campul in V. Din ecuatia a patra a lui Maxwell rezulta

}E:[rotﬁ—a—DJ-E:E-rotﬁ—Ea—D (5.59)
ot ot
Din identitatea vectoriala

div(Ex )= rot E - Erot il (5.60)
si din (5.59) rezulta

]E‘:—div(E‘xH)JrHrotE—Eaa—l:. (5.61)
Daca comparam ecuatiile (5.58) si (5.61) obtinem
S=ExH (5.62)

ou ~0B -0D
—=H—+E—.

ot ot ot
Se observa din ecuatia (5.62) ca vectorului Poynting care reprezintd
densitatea fluxului de energie al campului electromagnetic este orientat in directia

(5.63)

perpendiculara pe E si pe H . Vectorul lui Poynting ne spune cd dacd intr-un
volum ¥ inchis de suprafata S avem un cdmp electromagnetic atunci acest cdmp se
propaga si in afara volumului V' cu o densitatea de flux de energie datd de vectorul
S . Aceasti propagare a campului electromagnetic in afara volumului de generare a
sa constituie o unda electromagnetica.

Din cauza propagarii campului electromagnetic densitatea de energie a
campului scade in timp in conformitate cu ecuatia (5.63). Aceastd expresie a
variatiei temporale a densitatii de energie in cazul unui mediu liniar, omogen s§i
izotrop (l;’ = uﬁ ,D=¢E ) se scrie:

ou ~0B =0dD
—=H—+F—=
ot ot ot ot ot

2 2
_O(uH"), 0(E” :2(1;1.§)+2(11§.5j
al 2 JTal 2 )Tal2 a2

. 1 =
lE'D:ue si—H-B=u
2 2

T
N
5
N —

+

ty
N

&
N —
|

(5.64)

Cum

(5.65)

m

reprezintd densitatea de energie a campului electric §i respectiv, densitatea de
energie a campului magnetic rezulta

U

u=u,+u, :%ED—i-EHB (5.66)

Totusi relatia (5.63) este mai generald decat cea din (5.66). Astfel ca pe baza ei

putem identifica (au" j =E D si
ot ot
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Et 61,{ P a" E o

uezj e dt = jE-—dtzj d (5.67)
0,0 at 0,0 at 0

In mod analog avem (au—”‘j = ﬁ(a—J si
ot t

B B
j 2 a—d j H-dB (5.68)
0 0

In ecuatiile (5.67) si (5.68) vectorul D este considerat o functie de E si

timp, iar vectorul H este functie de B si timp.
Daca v este viteza de propagare a campului electromagnetic atunci

densitatea fluxului de energie, S se leaga de densitatea de energie u prin relatia

S=u-v (5.69)

Media temporala a lui S , 0 notam <S > si o numim intensitatea radiatiei
electromagnetice. Aceasta se leaga de densitatea de energie mediata in timp <u> prin

(8) = (u)y (5.70)
Mentiondm cd in relatiile (5.62) si (5.63) vectorii care definesc campul

electromagnetic sunt marimi reale. Totusi, iTn multe cazuri campurile £ §i B sunt
consdierate marimi complexe. In aceste cazuri

(5) =%Re(]§“* < H) (5.71)
si
(u) :iRe(E-f)* VA B (5.72)

< . . e . L1 ]

unde semnul * inseamna conjugata complexd a marimii respective. Factorii 5 si 2
. . - - 1 *
provin din faptul cd Re 4 = 3 A+ A4

In finalul acestui paragraf mentionim ci intensitatea radiatiei <§> se

. W . . - J .
masoard in — iar densitatea de energie in <u> in — inS.L
m

m

5.5. Aplicatii si probleme

P5.1. Si se demonstreze egalitatea div(E x H )= HrotE—ErotH
folosind metoda proiectarii vectorilor pe un sistem de axe xyz.
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Rezolvare:

Produsul vectorial Ex H proiectat pe axe duce la

X

:;(Esz _EzHy)—i_j(Esz _Etz)+ ( )
1

y z

T e T
T oo

i
ExH=|E
H X y z
+k(EH, ~EH.)
Din expresia divergentei unui vector V rezulti

oV
divV = Ll +—=+ .
ox Oy Oz
si deci
div (E x H ): i
Ox
Dupa derivare egalitatea (2) devine

0 (E.H, —E.H.)+ 9 (E.H, -EH) @

5 oz

(E,H.-E.H, )+

- - OE OH
dilExi)=p, > g, e g % g Ty OE g O
Ox T Ox Ox Ox oy oy
OH OFE
+HZ%—E)C6HZ+H aE)‘+E)c y—Hx—y+%:
oy oy Y 0z 0 0z Oz

oy oz

0
(6H OH j OH
+E el B X
ox o oz dy

Din definitia rotorului avem

Z
3)
OE oH
(aEx _aij—i_Hz _y_% +Ex y_% +
z  Ox ox oy oz Oy
oH
ox

:

+Hy
EZ

ik
- . OE - ~( OF
ro[E:i i i:l aEZ ) +](%_%j+k _y_aEX
Ox Oy Oz Oy 0z oz ox ox oy | (4)
EE ) E,
Produsul scalar H rot E devine:
~ - OE OE
HrotE=H, OB, %y +H(6Ex - aEZj+HZ o8, OE,
oy Oz oz  ox ox Oy ®)
In mod analog avem
- _ oH oH
ErotH=E, aHZ— LI+ E (aHX—aHZ)+EZ y—aHX
Oy Oz "oz ox ox Oy 6)

Daca scadem ecuatia (6) din (5) obtinem tocmai ultima parte a ecuatiilor (3). Deci
div\ExH )=H rot E—E rot H
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P5.2. a) Sa se scrie ecuatiile lui Maxwell intr-un mediu liniar, omogen si
izotrop, fard sarcini electrice libere si fara curent de conductie, In cazul in care
campul electric este orientat tot timpul dupa axa Ox si cdmpul magnetic este orientat
dupd axa Oy b) Care sunt marimile vectorului lui Poynting si ale densitatii de
energie a campului electromagnetic?

Rezolvare:
Forma generala a ecuatiilor lui Maxwell se exprima prin
divD = p divB=0
rotE:—a—B rotI:I:j—i-a—D O
R ot ot
In cazul mediului liniar, omogen si izotrop avem
D=¢E, B=pH )
Deoarece mediul nu are sarcini libere si curent de conductie rezulta
p=0si /=0 3)
Daca introducem ecuatia (2) si ecuatia (3) in ecuatia (1) obtinem ecuatiile vectoriale
divE=0  divH=0_
rotE = —uaﬂ rotH = sa—E @
Ot ot
Aceste ecuatii vectoriale scrise cu proiectiile vectorilor pe axele unui sistem
de referintd Oxyz devin
OE, OE, OF
ot SR et

Z

oH, ©OH, oH.
Ly —r 4

ox oy Oz ox oy oz
ik
K =—ug(Hj+HV]+Hzl€)
ox Oy Oz ot ’
E, E, E.
e - " (5)
i j ok
o o0 0

- = —=s§(Ej+Eyj+EZ/€)
ox Oy Oz ot
H, H, H,

unde 7,/ si k sunt versorii celor trei axe.
Din datele problemei rezultd E_ #0, Ey =0, £E. =0 si H =0, H, #0,

H_=0. Avand in vedere aceste date in ecuatiile (5),acestea devin
OE OH,

et
ox Oox

B . oH. ( oH.\ - oH B} (©)
j(aExj+k _%, =-u—= Q| ——L|+k|-—2 28%1'
oz ay or oz ox ot
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Ultimile doud ecuatii vectoriale sunt echivalente cu urmatoarele ecuatii scalare
(egalam proiectiile)
OE,  OH, 0E
oz " a

X

b

o 7)
OH, 0E, OH, 0
oz ot ox

Deci, in acest caz, cand E este orientat dupa axa Ox si H orientat dupa axa Oy, din
ecuatiilea (6) si (7) scriem ecuatiilea lui Maxwell

OE, _, OE _ OH, OE

X X

> e Ta oy ®
oH, ., OH, OB, OH, .
— = = —g , — =
2z t X
dy d d d

Am obtinut sase ecuatii cu derivate partiale. Daca vectorii E si H ar fi avut
componente diferite de zero dupa toate cele trei axe am fi obtinut opt ecuatii scalare.

b) Vectorul lui Poynting S este definit prin relatia
S=ExH €))
Aceasta relatie se scrie i sub forma

T Y A
Si+S,j+Sk=|E, E, E, (10)
H, H, H,
Cum E, =E =H, =H, =0 rezulta din (10)
S.i+S,j+S.k=EH}k (11)

Din aceasta egalitate vectoriala rezulta

S,=0 S§,=0 S.#0

si marimea lui S este

S=\SI+S;+58. =S} =S.=EH, (12)

Deci, vectorul lui Poynting in acest caz este orientat dupd directia oz
perpendiculara pe directiile lui £ (axa Ox) si H (axa Oy). El are marimea data de
ecuatia (12).

Densitatea de energie a cdmpului electromagnetic este datd de expresia

u=LED+L B (13)
2 2

Pe baza ecuatiilor (2) i a datelor problemei ,din ecuatia (13),rezulta

l 7o 1 =0 1 . 1 .0
u=—ekE" +— =—¢eE  +—
2 2MH 2 ° ZHHy



