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2. Sisteme de ecuatii neliniare

In acest capitol aborddm problema rezolvarii numerice a sistemelor de
ecuatii algebrice neliniare.
Consideram urmatorul sistem de ecuatii

S1(a,x0,...%,) =0

............................. ()

S @131, = 0,
in care cel putin una din functiile f; , i=Ln nu este liniard. Sub forma
vectoriala sistemul se scrie

F(x)=0, )
unde
— T _ T
x= (XX 0xy) st F ) = [f00X )mens S (K1)

Daca adundm x in ambii membri si notdim cu G(x)=x+ F(x), sistemul (2) se

poate pune sub forma echivalenta
x=G(x) (3)
Evident, exista si alte metode de a pune sistemul (2) sub forma (3).

Exemplul 1.
fl(xl,xz) = 2x21+x% —-5=0 “
o5 ) = x+2x7 =3=0

Se observa ca prima ecuatie nu este liniard. Acest sistem se poate pune sub forma
echivalenta
{xl = 2x21+x% =54+ x = g1(x1.%2) ' @)
Xp=x1+3x) =3=go(x,%2) )
Sistemul fiind foarte simplu se poate rezolva cu metoda substitutiei. Inlocuind
x; =3-2x, 1n prima ecuatie obtinem 9x% —24x, +13=0, ecuatie care admite

4443

radacinile x, = 3
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Asadar solutiile exacte ale sistemului sunt

M1[1—2ﬁ34+3«/§J i M{ﬁ,ﬂ}

3 3 3

Fie D= [1,2]>< {%,%} o vecinatate a punctului M,. In aceastd vecinitate

sistemul (4) se poate pune sub forma echivalenta

2
5—-x _
xlz\} 5 2 =51 (x1,x7) @

1 -
X =5(3—x1) = g5 (x1,X7)

(4°) si (4”) sunt variante echivalente (de tipul (3)) ale sistemului (4), in vecinitatea
punctului M.

In continuare prezentim doud metode numerice de rezolvare aproximativi
a sistemelor neliniare.

§2.1. Metoda aproximatiilor succesive

Fie DcR™ o multime convexa, marginitd si Inchisa si fie sistemul
x=G(x), xeD.

Presupunem de asemeneaca GeC 1(D) . In aceste conditii exista

i

m;; =sup ()| ,i=,Ln j=,n
xeD|“* j
Notam cu
mll m12 mln
M=|.
mnl mn2 m,m

Teorema 1. Daca GeCl(D), G(D)cD i ||M||OO <1, atunci sistemul

x=G(x) admite o singura solutie in domeniul D, care se afld cu metoda

aproximatiilor succesive.
Demonstratie. Fie xeD si ye D oarecare. Din Teorema lui Lagrange pentru

functii de mai multe variabile, rezulta ca pentru orice i=1,n, existd
gl' =x+¢9i(y—x),0<9i <1,
astfel incat
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(D) - g1 (») =%"(§,-)(xl —y1)+...+%(§,-)(xn )
Tinand seama ca

fj’ (0)|<m

l'ja(v)xe D)

rezulta

n
() = g [ S malxy = |+t my ey = | <[ =], 2omy
Jj=1
si mai departe
[6G) =G, =max|g; () ~g;(»)| <[], maXZmy e =[], -

1<i<n

Cum ||M ||OO <1, rezultd cd aplicatia G:D — D este o contrac‘;le.

Conform teoremei de punct fix a lui Banach rezulta ca existd x* e D, unic,
astfel incat x*=G(x*). Asadar x* este solutia unicd a sistemului (3) din
domeniul D. Aceastd solutie se afla cu metoda aproximatiilor succesive. Fie
xX9eD oarecare si fie sirul aproximatiilor succesive

x5 — Gy k> 0.
Acest sir este convergent in R” si limita sa x* =klim x5 este solutia sistemului
—>00

(3) si deci a sistemului echivalent (1), respectiv (2). Teorema lui Banach ne da si
evaluarea erorii si anume

Lefbool e e

H"(k) _
L[],

Observatia 1. Teorema ramdne valabila §i daca norma ||M ||oo se inlocuieste cu

alta norma de matrice, de exemplu ||M ||1 sau ||M ||2

Consideram din nou sistemul (4) din exemplul 1. in domeniul D =[1,2]x B ﬂ,

acest sistem este echivalent cu sistemul

S—x%
2

x| = = g1(x1,x2)

1
X =5(3—x1) =g, (x1,X7)

In acest domeniu, sistemul admite o singura solutie si anume
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14243
3
4-43

3

~1.4880338

X1

~(0.7559831

Xy =

. 1
Deoarece x; €[1,2] si x, 6[5,%} rezulta

1 _3-x 30 . 11 [5-x2 19
—< = <> ‘/—s,/ = g1(x1,22) < o[ —,
) g2 (x1,x7) 5§ g 5 g1(x1,x2) 2

deci 1< gi(x,xp)<2.

Asadar, daca (x;,x;)e D atunci (g;(x,x5).22(x1,x2))eD.
In continuare avem

Bi_g B____ X &1 &

& & oo A 2

mi=my=0; m —i' m _l
11 =mpp =Y, 12_@’ 21_2
3 ) 29

il =il =2t i il =2 <t

Alegem xl(o) =1.5 si ng) =1 (centrul dreptunghiului).

Se obtin urmatoarele valori pentru sirul aproximatiilor succesive

Nr. de iteratii 0 1 2 3 4 5 6
X 1.5 1.414 1.490 1.478 1.488 1.487 1.488
X 1.0 0.750 0.793 0.755 0.761 0.756 0.756

In continuare prezentim metoda aproximatiilor succesive pentru o singura
ecuatie neliniara.
Fie deci ecuatia
f(x)=0, xela,b].
Aceastd ecuatie se pune sub forma echivalenta
x=g(x), xe[a,b].
Din Teorema 1 rezulta ca daca
geCl[a,b] , g:[a,b]—)[a,b] si ||g'||=sup{|g'(x)

VVVVV

; xe[a,b]}<1

x*=lim x; , unde x4, =g(x;), k>0, iar xqela,b] este arbitrar.
k—©

Exemplu 2. Fie ecuatia
XX —x-02=0; xe[-03;-02] .
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Forma echivalenta este
x=x>-0,2=0, xe[-03;-0,2] .
Avem g'=5x* si |g'|=0.0405<1.

Se poate alege xo=-0.3 . Sirul aproximatiilor succesive este
{xkﬂ = xi -0.2

Xo = -0.3
Se obtin urmatoarele valori pentru sirul aproximatiilor succesive
Numarul 0 1 2 3 4 5
iteratiei
X —03 | -0.20243 | -0.20034 | —0.20032 | —0.200322 | —0.20032

§2.2. Metoda Newton - Raphson

Fie DcR" o multime convexa, marginita si inchisa si fie sistemul neliniar

S1(x1.x2,...%,) =0
............................. ) 0

fn(xl,XZ,...,xn) = 0,

Presupunem ci  a =(ay,...,a, )T €D este o solutie izolata a sistemului

.....

a ( adica Ha—x(o)u << 1). Presupunem, de asemenea, ca functiile f;,i=1,n

sunt de clasi C' pe D. In aceste conditii, daci xe D se afld intr-o vecinitate
suficient de mici a punctului x© avem
L= fi N+ df, Oy -x©), i=1n.
Rezulta ca sistemul (1) se poate inlocui cu sistemul liniar apropiat
A +dh N -xD) =0

........................................ . )
S+ df, =) =0
Sub forma vectoriala sistemul (2) se scrie
FG Y+ arx@)x-xP)=0 3)

unde
F=(fi.frunf) st dF =(dfi...df,)" .

Deoarece sistemul (3) este “apropiat” de sistemul (1), ne asteptdm ca solutia
sa, x\", si fie “apropiatd” de solutia « a sistemului (1).
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Asadar xV verifici relatia
FxOy+ar(x)x® —x@y=0.
In continuare consideram sistemul liniar
FO Dy +drxMyx-xD)=0
si ne asteptam ca solutia sa, x?, s se “apropie” mai mult de . Asadar x
verifica relatia

(2)

FxWy+arxW)x® —xMy=o.
In general, considerdm sirul de vectori {x(p )} cu proprietatea:
F(x(p)) n dF(x(p) )(x(PH) _ x(P)) -0 (4)
si ne asteptam ca {x(p )} sd conveargi la a.
Reamintim ca pentru orice ae D si orice

h= (hl,...,hn)T eR", dF(a)(h)= Jp(a)h,
unde

i T

—(a) .. —(a)

03(1 ékn
JF((J)Z @r @r
“(a) .. —(a)
é}cl ékn

Daca presupunem cd Jr(a) este nesingulara, atunci, din continuitate,

rezultd ca existd o vecinatate » a punctului x =a, astfel incat Jp(x) este

nesingularad pentru orice xe/l .
In aceastd conditie, din (4) rezulta

AP = x(2) _ (D) p(x(P)), p> 0 (5)

Teorema 1. Fie DcR"™ o multime convexd, marginita §i inchisda, aeD o
solutie izolatd a sistemului F(x)=0 gifie r> 0 astfel incdt bila

B, (@)={xeR" ; |x—a|_ <r}cD.
Presupunem ca
@) FeC*(D)
(i1) Exista M\>0 astfel incat HJIF1 (x)”Oo <M, xeB.(a)

2
é’gf(x)

(iii) Exista M,>0 astfel incdt

<M,, xeB,(a),

i“*j

oricarear fi i,j,k=1n.

Atunci sirul {x(p )} definit de (5) are proprietdtile:
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2
o o] <o
o 2 0
2
b) Daca %nleMzux(o)—aH <1, atunci sirul {x(p)} este
o8]

convergent §i. lim x(p) =a .

p—>®

Demonstratie. Din formula Taylor rezulta ca pentru orice k=1,n siorice p € N,
exista un punct f,gp ) pe segmentul de dreapti deschis de capete o si x? astfel
incat
fe@= fi ) =d ) @)+ a2 =)
Tinand seama ca ‘
P Vo)=Y Y o rae G =" =)

i=1j= 1
si de ipoteza (iii), rezulta

(p)Haj _xﬁp)‘ <

(@) = fe P = e (P~ (P <

2 —
Slenz ‘a—x(p)H , Mk=1Ln.
2 o

In continuare, avem

2
|F@- ) -ar - = Lan?fa—xP| 6

Pe de alta parte din (4) rezulta
—F(x(p)) + dF(x(p) )(x([?)) - dF(x(p) )(x(lﬂ‘l)) (7)
Cum F()=0, din (6) si(7) obtinem

2
Ha’F(x(p))(x(pH) —a)H < lnzMZHa—x(p)H sau

HJ (x(P))(x(PH) a)‘

2M Ha x(p)H (8)

In sfarsit, tinind seama si de ipoteza (11) avem
‘(X(PH) _ a)‘ _ HJ;_I (X(P) ) r (X(P) )(x(P+1) _ 0{)” <
[e0] [e¢]

< HJ;‘(x(P))H : HJF (xP)y(x(P+D _ a)H < My S Myn

2
2 ‘a _x(p)“
2

Asadar, am demonstrat afirmatia a).
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1 . <
Daca notam cu c=5n2M 1M, , din a) rezulta

(x(PD _ a)‘

< —a)”i ©)

Particularizand indicele p, obtinem succesiv

o,

o ef s, sea e

Daca cﬂ(x(o)—a)u <1, atunci  lim
o p—>®©

‘(x(pJ’l) —a)” =0, deci { x(P) } este
0

convergentsi  lim x(P) = ¢ . Cu aceasta teorema este demonstrati. O
p—®©

Exemplu. Reluam sistemul (4) din §1
f1x7,%2) = 2x7+x3 =5=0
Sfo(xpxz)=x+2x;-3=0

- . 1 . . . .
In domeniul D = [1,2]>< [5,%} sistemul admite o singura solutie si anume

o = ”‘;‘5 ~1.4880338
a, = 4_3‘5 ~0.7559831
O®_3 & O_. (4 23
X > 51 Xy ;s Jr(x,x2) 1 K
11
3 6 2 -1 3 5 5
Jp(=)= c JR 2=
RNt 2j G E
10 5

Conform (5) avem
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99
6] 3 l _l l 3 0 3
I 3 1- 5 50122 211 = 2
1 —
N I I B s I
10 5)\2 4
Primele 3 iteratii sunt prezentate in tabelul urmator
Numadrul iteratiei 0 1 2 3
X1 1.5 1.5 1.488095 1.488034
X2 1.0 0.75 0.755952 0.755983
1 —X)
-1 _ 4x1 — X 4X1 — X2
Tr (0= 1 4x)

2(4x -x3)  2(4x—xy)

x| € [1,2] ; Xp € [%,E}

2

HJEI(X)H =max{ I+ Lt+dx }Sg .
© 5

4x1 — X ’ 2(4X1 - X2)

Asadar, putem lua M, :%

O’fi iy OPhi_y. P, Pf_h O _

at | Axy &b LAl didn a3
sideci M,=4.
3
3 1,488 2
X0 = 20, a= s ‘x(o) —aH ~0.06
1 0,756 0
2
L Mon? ‘x(o) —aH ~1.2.4.4.006=03864<1
2 w 25

Rezulta ca algoritmul Newton —Raphson este convergent in acest caz.

Observatia 1. Metoda Newton expusd aici are un inconvenient major §i anume
faptul ca la fiecare pas trebuie calculata inversa Jﬁl (x(p )) . Din motive de
continuitate, putem presupune ca intr-o vecindtate suficient de mica a punctului
X avem J ﬁl(x(p )) = Jﬁl (x(O)) . Se obtine astfel metoda Newton modificata
v () 0 p By s
(10)
0 _.0

Observam ca vV=x"" dar, in general v¥’'=? pentru p>1.

L. Kantorovici a studiat metoda Newton modificatd si a dat conditii
suficiente care asigura convergenta algoritmului (10).
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In continuare sa analizim metoda Newton—Raphson pentru o singura
ecuatie neliniara.

F(x)=0 , xe€la,b] . (11)
Presupunem cad ecuatia (11) admite o singurd rddicind ae[a,b].
Algoritmul (5) revine la
NN/ C I
1= . > =
PR f(xy) (12)
Xy €la,b]

o
X2 X xo b X

Din punct de vedere geometric, x,:; reprezintd abscisa punctului in care tangenta
la graficul functiei / in punctul M,[x,, f(x,)] intalneste axa Ox.
Intr-adevar, ecuatia tangentei la grafic in punctul Mg[x, f{xo)] este

¥y = fxo) = (x0)(x — xo) .

Fie x; abscisa punctului in care aceasta tangenta intalneste axa Ox.

Avem

0 — flxo) = f"(x0)(x1 — Xo)

_ f(xp)
S'(x0)

si mai departe
X1 =X
adica prima iteratie din (12).

. 1 .
f ()| ; xelab]} . Atunci putem lua M; =— . Evident

m

Fie m; = inf{

my=sup{ | /"(x)

; x€la,b]} . Algoritmul este convergent daca

%M1M2|X0 —a|2 <1.
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Exemplul 2. Fie ecuatia F(x)=x"-2x-5=0; xe[2,3]. Ecuatia admite o

F2)=-1<0;F3)=16>0.
Algoritmul este
3
x5 —2x,—5
Xp+s1 =Xp — L ) L
3xp—2

xo €(2,3) arbitrar

>
> P20 (13)
) =3x"-2; M1=% ; fl(x)=6x; M,=18

1 29
5M1M2|x0—a| <E<1 ,

de unde rezultd convergenta sirului {x,} definit de (13). Valorile obtinute dupa
primele 5 iteratii sunt trecute in tabelul de mai jos.

Numarul 0 1 2 3 4 5
iteratiei
X 2.5 2.16418 | 2.09714 | 2.09456 | 2.09455 | 2.09455
Exercitii
1. Sa se gaseasca solutia aproximativa a sistemului
y3 —-20x-1 =0
X 4xy-10y+10 =0
situatd in dreptunghiul D =[-1, 1]x[0, 2], folosind metoda aproximatiilor
succesive.
y -1
20
X,
R. Consideram G : D — D unde G(x, y)=(g1( y)jz
gZ(x’y) 3
x +xy+10
10
3
M =(mj)i<; j<o = sup@— =1 1 , lar ||M||OO =§ , deci G
xeD|OX 1<i, j<2 -
2 10
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este o contractie si sirul aproximatiilor succesive x”*" = G(x*)) converge la
solutia sistemului.
Valorile obtinute dupé primele 3 iteratii sunt trecute in tabelul de mai jos.

Numarul iteratiei 0 1 2 3
X 0.5 -0.0437 0.00583 -0.000679
y 0.5 1.0375 0.99545 0.99993
2. Sa se gaseasca solutia aproximativa a sistemului

x3+y3—6x+3 =0
x3—y3—6y+2 =0

situatd in dreptunghiul D:{%,%}{é,%} folosind metoda aproximatiilor

succesive.
3 3
_X +y +l
R. Punem sistemul sub forma 3 6 3 2 si atunci
_x-y 1
U6 T3
3 3
x” + 1
Qi) =" :
G(x,y)= 30 3 este o contractie a lui D. Intr-adevar,
X -y
X,y)= +=
g2(x,) p 3
(2)2 ! @2 1
0g; 6) 2 \2) 2 .
M = (myj)i<i j<a =| sup| oL = , iar
o ox YY1 (1)1
DT g |12] .2 (2] .2
6) 2 \2) 2

||M ||OO =0.47222 , deci G este o contractie si sirul aproximatiilor succesive

x? = G(x")  converge la solutia sistemului. Considerand x¢=0.5 si  ,=0.5
avem:
Numarul iteratiei | 0 1 2 3
X 0. | 0.54167 | 0.53266 | 0.53256
5
y 0. [0.33333 | 0.35365 | 0.35115
5
3. Sa se gaseasca solutia aproximativa a ecuatiei e"+10x-5=0

situatd in intervalul [0, 1], folosind metoda aproximatiilor succesive.
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10
contractie si sirul aproximatiilor succesive x = @ (x) converge la solutia ecuatiei.
Valorile obtinute dupd primele 5 iteratii sunt trecute in tabelul de mai jos.

R. Ecuatia se poate pune sub forma x= =@(x) ,unde ¢@(x) este o

Nr. deiteratii | 0| 1 2 3 4 5
X 0| 0. | 043297 | 0.43514 | 0.43528 | 0.43529
4

—_—

Gl
|x) —x0|=0.00525 .

1y = [013672 0.1773

‘xs —x|<
b
3
4. Sa se gaseasca solutia aproximativa din cadranul intai pentru sistemul
x1+3lgx1—x§ =0
2x12 —-x1xp =5x+1 =0
folosind metoda Newton.
R. Sirul aproximatiilor succesive P (P) —J}l xPHFP)y | p=0
unde:
) L/ RC/
x; +31gx; —x3 (p) Ox;  0Oxp
F(x,y)= ! > JF(xp):
[2x12 —x1xy = 5x1 +1 5f_2 af_z
axl GX2
Se obtin:
= (x(o) -0.19112 0.25482 a _ 3.59209
-0.31853 0.09137 2.32015
-0.12916 0.16685 3.49059
gl (x(l)) . XD =
-0.25343 0.049 2.26341

NE) 3.48745
-0.26238 0.05379 2.26163
-1 (x(3) _(- 0.13697 0.17765 @ 3.48744
-0.26267 0.05395 2.26163
Ty -0.13697 0.17765 ) _ 3.48744
(x = ; s.a.m.d.
-0.26267 0.05395 2.26163
5. Sa se gaseasca solutia aproximativa (x>0, »>0) pentru sistemul
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xz—y =0
x2+y2—3x =0

folosind metoda Newton.

R. Sirul aproximatiilor PAvAR ) —J;l(x(p))F(x(p)) , p=>0 unde:
, 9 9
— X =Yy (p)y _ 8x1 8x2
F(x,y)= , Jr(x =
(o) (x2+y2—3xJ re ) 9 9
Oxl 8x2

1
Se obtin urmatoarele rezultate daca se porneste cu x© :( j

1
0.66667 0.33333 1.33333

7 )2 RO
0.33333 0.66667 1.66667
iy (038961 011688 ) (122511
0.03896 0.31169 1.48918

S 2(0.44138 01482 ) (5 (121353

0.08148 0.36311 1.47253

1 . (0.44792 0.15209 o (121341
T ®) = @ _
0.08714 0.36914 1.47237

J—l(x(4))=(0‘44799 0.15213} , x(5)2{1.21341j '

0.0872  0.3692 1.47237
6. Folosind metoda Newton sa se aproximeze solutia pozitiva a sistemului de
ecuatii neliniare
x2 +y2 +z2 =1 0.5
252 2 - ‘dera 0) _
x° +y° -4z =0, considerand X“/ =|0.5
3x2 —4y +z2 =0 0.5
R.  Sirul aproximatiilor xP™ =x(® _ jZlcPHYFP)y | p>0 , unde:
X2+ y2 +z22 -1 X
F(X)=|2x> +y* -4z - x=|y|;
3x? - 4y + z? z
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N h N
ox Qy O 2x 2y 2z
Jen= 92 P Do\ 4 0y 4
F o oy o

o oy o | O 4 2
R
0.5
Se obtin urmatoarele rezultate daca se porneste cu X O =los
0.5
0375 0.125 0.125 0.875
JAx=l035 005 -015]; xD=| 05
0275 —0.175 0.025 0.375
0.23552 0.05792 0.07336 0.78982
JAxWy=|0.36486 0.04054 -0.14865 | ; X =|0.49662
0.2973 -0.18919 0.02703 0.36993
0.26276 0.06359 0.08104 0.78521
JA (X Py =|0.36652 0.04023 0.149 |; X =|0.49661
0.29855 -0.18978 0.02701 0.36992
7. Sa se gaseasca solutia aproximativa (x>0, y>0) pentru sistemul

xz—y =0
x2+y2—3x =0

folosind metoda Newton modificata.

R. Sirul aproximatiilor succesive P - GO E(P)y | p>0
unde:
, N N
— X =y (p) _ 8x1 8)(,'2
F(x,y)= , Jr(x =
(o) (x2+y2—3xJ Pl ) 9 9
axl 8)62

1
Se obtin urmatoarele rezultate daca se porneste cu X = (J



106 Bazele Analizei Numerice

_ 0.66667 0.33333 1.23077
J 1(x(0)): +D —
0.33333 0.66667 | ’ 1.46154) °

(@ _(120791) ) (121586) (4 (121217
146908 ) 1.47494 ) 1.47093 )

Ly _[121341)
1.47237
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