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I. Introducere

Scopul acestei lucrari este de a prezenta doud demonstratii ale teoremei urmatoare:
orice algebra Boole este izomorfa cu o algebra Boole ale carei elemente sunt parti ale unei
multimi. Acest rezultat, obtinut de Marshall H. Stone, in anul 1936, a fost considerat decisiv
pentru dezvoltarea matematicii secolului trecut.

Teorema a putut fi enuntatd abia dupa ce, la sfarsitul secolului al XIX-lea, cercetarile
privind teoria grupurilor au evoluat, in conditiile unui interes crescut al matematicienilor
pentru abstractizarea algebrei. Probabil ca teorema de reprezentare a lui Cayley, publicata in
1878, care ardta ca orice grup abstract este abstract izomorf cu un grup ,,concret” de substitutii
(permutari), a fost premisa de la care a pornit si Stone.

Dar teoriei grupurilor, cea mai veche ramurd a algebrei abstracte, i-a urmat firesc,
teoria algebrelor booleene.

Teorema de reprezentare a lui Cayley a reusit sa stabileasca axiomele teoriei
grupurilor abstracte, demonstrand ca ele erau suficiente pentru a enunta proprietatile ,,algebrei
substitutiilor”. In algebrele booleene, era intr-adevir necesara o teorema de reprezentare care
sd arate ca axiomele inglobeaza ,,algebra claselor”. Dar asa cum nici in teoria grupurilor
proprietatile referitoare la permutéri nu se puteau aplica tuturor grupurilor, nici in algebrele
booleene nu putea aparea un rezultat care sd demonstreze ca orice algebra Boole este
izomorfa cu toate submultimile unei multimi. Clasa algebrelor Boole cu aceasta proprietate
este caracterizata de urmatoarea teorema: o algebra Boole este izomorfa cu algebra tuturor
submultimilor unei multimi daca §i numai daca este completa si atomica.

Prin demonstrarea ei, logicienii A. Lindenbaum si A. Tarski, i-au creat lui Stone o
premisd importantd in descoperirea teoremei sale de reprezentare. Ei nu s-au referit insa la
algebrele Boole neatomice, structuri pe care Stone le-a aprofundat. (Johnstone, 1982: vii-xvi)

In algebrd, teorema de reprezentare a lui Stone conceptualizeazi reprezentarea
structurilor prin obiecte mai simple. Ea este un caz particular al reprezentarii algebrelor
universale ca produs subdirect al unor obiecte dintr-o clasd fixatd, rezultat cunoscut ca
teorema lui Birkhoff: orice algebra dintr-o clasa ecuationala este izomorfa cu un produs
subdirect de algebre subdirect ireductibile. Eficienta aplicarii acestei teoreme depinde insa de
cunoasterea structurii algebrelor subdirect ireductibile. Cum 1n cazul algebrelor Boole, unicul
obiect subdirect ireductibil este L, = {0, 1}, se poate enunta cu usurinti teorema lui Stone.
Astfel se reduce verificarea identitatilor dintr-o algebra Boole oarecare la calculul in cea mai
simpld algebra Boole: L, .

In logica, s-a demonstrat legitura puternica dintre teorema de completitudine tare a
calculului propozitional si teorema de reprezentare a lui Stone, fiecare dintre aceste rezultate
conducand la o demonstratie a celuilalt. De aici poate fi extrasa ideea studierii relatiei dintre
completitudine si reprezentare pentru orice sistem logic. (Georgescu C, 2008: 6)

Din momentul publicarii ei, s-au propus numeroase demonstratii ale teoremei lui
Stone. Cele doua prezentate in continuare sunt, in opinia noastra, reprezentative pentru doua
domenii importante ale matematicii, care astfel se Intrepatrund: algebra si logica. Asadar,



pentru demonstratia algebrica, vom folosi teoria ultrafiltrelor in algebrele Boole, iar pentru
demonstratia metamatematica, vom aplica un alt rezultat important din logica: teorema de
completitudine a calculului propozitional.

I1. Preliminarii
Pentru inceput, vom continua enuntarea catorva definitii si rezultate preliminarii.
Fie B o algebra Boole.

Se numeste filtru o multime nevidd F < B pentru care:

i) pentruorice x,yeF, xAnyeF;

ii)daca x<y si xe F atunci ye F.

Daca F # B, F se numeste filtru propriu. Un filtru F este propriu dacd si numai
daca O ¢ F .

F se numeste filtru prim dacd xv y e F implicd xe F sau ye F.

Un filtru maximal propriu al lui B se numeste ultrafiltru.

Dacd X este o submultime a lui B, atunci filtrul generat de X este intersectia tuturor
filtrelor ce includ pe X . Cu alte cuvinte, filtrul generat de X este cel mai mic filtru (in sensul
incluziunii) ce include pe X . Vom nota cu [X ) filtrul generat de X (Georgescu A: 11).

Multimea filtrelor proprii ale lui B este ordonatd in raport cu incluziunea. Un
ultrafiltru este un element maximal al acestei multimi. Cu alte cuvinte, un filtru propriu U
este ultrafiltru daca si numai daca pentru orice filtru propriu F,din U c F rezulta U = F .

In cazul algebrelor Boole infinite, demonstrarea existentei ultrafiltrelor impune
invocarea axiomel lui Zorn: Orice multime inductiv ordonata admite cel putin un element
maximal.

Urmatorul rezultat poarta numele de teorema de existentd a ultrafiltrelor:

Teorema de existenta a ultrafiltrelor
Pentru orice filtru propriu F exista un ultrafiltru U astfel incat F c U .

Demonstratie
Fie £ multimea filtrelor proprii ale lui B ce includ pe F . Evident, F € £. Vom arata

ci (Z,2) este inductiv ordonata. Fie (F;)_, o familie total ordonati de filtre din X . Pentru

orice i,jel, F,c F; sau F, c F;. Notam G = UE. . Vom demonstra cd G este un filtru
iel

propriu. Dacd x,y € G atunci existd i, j € [ astfel inct x € F; §i y € F,. Putem presupune,

de exemplu, ca F, c F,. Atunci, x,y € F;, deci xnyeF, cG. A doua proprietate din

definitia filtrului se verifici imediat. Atunci G este un majorant al familiei (F, )Z.E, si (Z,2)

este inductiva. Aplicand axioma lui Zorn, rezultd existenta unui ultrafiltru U ce include
pe F.



Urmatorul rezultat poartd numele de teorema de caracterizare a ultrafiltrelor:

Teorema de caracterizare a ultrafiltrelor

Daca F este un filtru propriu al lui B, atunci sunt echivalente urmatoarele afirmatii:
i) F este ultrafiltru;

ii) F este filtru prim;

iii) pentru orice x€ B, xe F sau x e F'.
Demonstratie
i = ii: Presupunem prin absurd cd F nu este prim, deci exista x,y € B astfel incat

xvyekF,dar x,y¢ F. Atunci incluziunile stricte F C[F U {x}) si F C[F U {y}) arata ca

filtrele [F u{x}) s [F u{y}) nu sunt proprii, deci contin pe 0. Din O e [F U {x}) rezulta
existenta unui element a € F astfel incdt a Ax=0. Analog, exista be F astfel incat
bany=0. Atunci 0=(a/\x)v(b/\y)=(avb)/\(avy)/\(va)/\(xvy). Cum
avbavy,xvbeF (dn a,beF) si xvyeF (din ipotezd), rezultd ca OeF .
Contradictie, deci F' este prim.

ii=iii: xvx=1ekF.

iii = i: Presupunem prin absurd ca exista un filtru propriu G astfel incat ¥ —G .

Atunci exista xe€G si x¢ F. Folosind ipoteza, xeFc G, deci O0=xAXxeG.
Contradictie, deci F este ultrafiltru.

Pentru teorema de reprezentare a lui Stone exista doud forme:
Teorema 1. Pentru orice algebra Boole B exista o multime nevida X §i un morfism
boolean injectiv d : B — P(X).

Teorema Il. Pentru orice algebra Boole B exista o multime nevida X si un morfism
boolean injectiv d : B — L .

Observatii:

1. Prima forma a teoremei reduce calculul boolean intr-o algebrd Boole oarecare la
calcul cu multimi.

2. A doua forma a teoremei reduce calculul boolean intr-o algebra Boole oarecare intai

la calcul in L, iar apoi calculul in L] se reduce la calcul in L, (operatiile se fac pe
componente).

I11. Demonstratia algebrica a teoremei lui Stone

In aceastd sectiune vom prezenta o demonstratie a teoremei de reprezentare a lui Stone
pe baza proprietatilor ultrafiltrelor intr-o algebra Boole.

Vom nota cu X multimea ultrafiltrelor lui B sicu d: B — P(X ) functia definitd prin
d(x)={U € X:x €U}, pentru orice x € B. Pentru orice x,y € B si pentru orice ultrafiltru U
avem echivalentele:

Ued(x\/y) < xvyeU

< xeUsau yeU (U este prim)
o Ued(x)sau Ued(y)



o Ued(x)ud(y).

Ued(x/\y)<:> xAnyelU
< xeUsiyelU (U este filtru)
o Ued(x)siUed(y)
< Ued(x)md(y).

Ued(x) & xeU
< xeU (din teorema de caracterizare a
ultrafiltrelor, iii))
S Ug d(x)
o UeC ()

Am demonstrat ci d(xv y)=d(x)Ud(y), d(xa y)=d(x)nd(y), d(x)= Cy(x)» coca
ce aratd cd d este morfism boolean. Daca x # 0 atunci existd un ultrafiltru U astfel incat
xeU,deci U e d(x) s d(x);t@. Am aratat ca d(x)z@ implici x =0, deci d'(Q) = {0}
Deci d este injectiva.

IV. Sistemul formal al calculului propozitional

Sistemul formal al calculului propozitional este descris prin trei componente: sintaxa,
semantica si algebra Lindenbaum-Tarski.

Sintaxa calculului propozitional

Alfabetul sistemului formal al calculului propozitional este format din urmatoarele
simboluri:

1. variabile propozitionale, notate u, v, w..., eventual cu indici;

2. simboluri logice (conectori): — (simbolul de negatie) si — (simbolul de
implicatie).

3. parantezele: (,) [,].

Se va presupune ca multimea V' a variabilelor propozitionale este infinita.

Pornind de la aceste simboluri primitive, vom construi cuvintele (asamblajele). Prin
definitie, un cuvant este un sir finit de simboluri primitive, scrise unul dupa altul.

Se numeste enunt orice cuvant ¢ ce verificd una dintre conditiile urmatoare:

1) @ este o variabila propozitionala;

i1) existd un enunt y astfel incat ¢ = -y ;

ii1) exista enunturile y, 6 astfel incat p =y — 6.

Variabilele propozitionale se vor numi enunturi atomice (elementare). Vom nota cu E
multimea enunturilor. Pentru ¢, y € E introducem abrevierile:

vy =-¢—y (disjunctia)

¢ Ay =—(¢ = —y) (conjunctia)

QY= ((o - w) A (1// - go) (echivalenta).

In dezvoltarea sintaxei calculului propozitional vom urmari stabilirea unei notiuni care
sa reprezinte adevarurile formale ale sistemului §i a unei notiuni care sd spund ce este
inferenta sintactica.

O axioma a sistemului formal al calculului propozitional este un enunt care are una din
formele urmatoare:



Al -y > 0)

A2) (p—=> = 2)=>(e—>v)>(0— 1)

A3) (o= —y) > (v —9)

unde ¢, i, y sunt enunturi arbitrare.

O teorema formala este un enunt ¢ ce verifica una dintre conditiile urmatoare:

T1) ¢ este o axioma

v.y 2> ¢
@

T2) existd un enunt y astfel incat  si ¥ — @ sunt teoreme ( se numeste

deductie modus ponens).
Vom nota cu 7" multimea teoremelor, iar faptul ca ¢ este o teorema prin |—(/) .

O demonstratie formald a unui enunt ¢ este un sir finit de enunturi v, y,,..., ¥,
astfel incat y, = ¢ si pentru orice 1 <i < n se verifica una dintre conditiile urmatoare:

1) v, este o axiomd;

2) exista doi indici, k, j <i astfel incat v, =y, > y,.

Fie I' o multime de enunturi, si @ un enunt. Vom spune ca enuntul ¢ este dedus din

ipotezele I' daca una dintre conditiile urmétoare este verificata:
D1) ¢ este axiomd;

D2) peTl;
D3) exista un enunt y astfel incit y si w — ¢ sunt deduse din ipotezele I' (modus

ponens).
O I' -demonstratie formala a lui ¢ este un sir de enunturi y,, y,, ..., i, astfel Incat

v, = ¢ sipentruorice 1 <i<n se verificd una dintre conditiile urmatoare:
1) v, este o axiomad;
)y el
3) existd doi indici, k, j <i astfel incat v, =y, — y,. (Georgescu B: 1-4)

Semantica sistemului formal L

Pana acum am dezvoltat sistemul L la nivel formal, fard a atribui enunturilor valori de
adevar. Acest lucru va fi realizat in paragraful de fata prin notiunea de interpretare.
O interpretare a lui L este o functie oarecare h:V — L, .

Propozitia 1

Pentru orice interpretare h:V — L, exista o functie unica h:E — L, care satisface

proprietdtile urmatoare:
a) I;(u): h(u) pentru orice u eV ;
b) ;z(—@) = —jz((o) pentru orice p € E ;

c) ;z(go - l//) = ;z(go) - ;l(lﬂ) pentru orice @,y € E .



Demonstratie
Definitia lui 4 se face prin inductie, urmarind cazurile a)-c). Demonstrarea unicitatii

lui / se face tot prin inductie. Fie g : E — L, astfel incat:
a’) g(u)= h(u) pentru orice u € V' ;
b’) g(ﬁ(p) = ﬁg(go) pentru orice p € E ;

¢’) glp > w)=glp)—> gly) pentru orice ¢,y € E.

Vom arita ca pentru orice a € E, h(a)= g(a). Distingem trei cazuri pentru « :

-a eV gla)=hla)=ha);

- a==p: gla)=—glp)=—h(p)=h(a) pentru ci g(p)=h(p) (ipoteza de inductie);
- a=p-y: gla)=glp)— gly)=hp)—> h(y)=h(a) pentra ca g(p)=h(p) si

g(l//) = ;l(l//) (ipoteza de inductie).
Consecinte imediate. Pentru orice ¢, y € E avem:

d) hgvy)=hip)v hly);
&) h(p ny)=hip) A hly);

0 hp & v)=hlp) & hly).
Observatie:

Daca h:V — L, este o interpretare, atunci existd un unic morfism boolean 4: E — L,
care face comutativa urmatoarea diagrama:

v > E > E/~

h este definit de i_z((;)] = h((o).



Enuntul ¢ este adevarat in interpretarea h:V — L, daca iz(go)=1. @ este fals in

interpretarea h:V — L, daca h(g0)= 0. Un enunt ¢ este universal adevarat ( |=¢)) daca este
adevarat in orice interpretare.

Observatie
Interpretarea unui enunt este valoarea 0 sau 1 obtinutd atunci cand tuturor variabilelor
propozitionale ce intrd in componenta sa le atribuim valori din Z,. Un enunt universal

adevarat va avea valoarea 1 pentru orice valori din L, luate de variabilele propozitionale ce
apar in ¢ . (Bell, Machover, 1997: 157-159)

Propozitia 2
Pentru orice enut ¢, |-(p implica |=(/).

Corolar 3
Pentru orice enunt ¢ nu putem avea |—¢> S1 |-ﬁgo.

Propozitie 4
Pentru orice enunt ¢ avem |-(/) = |=(p.

Algebra Lindenbaum-Tarski

Algebra Lindenbaum-Tarski este o algebra Boole asociatd canonic sistemului formal
L . Proprietdtile sintactice ale lui L se vor reflecta In proprietati booleene, realizandu-se
trecerea de la sintaxa la algebra.

Lema 1.
Pentru orice enunturi ¢,y avem I-(/) Si I-l// e I-(/)/\l//

Se defineste relatia binara ~ pe multimea E a enunturilor lui L :
def

P~y & Fpoy

Lema 2
~ este o relatie de echivalenta pe E .

Lema3
< este o relatie de ordine pe l%

Lema 4

AN A A AN

(Z%, S) este o latice distributiva in care inf(go, w] =@ /A\ v si sup(go, 1//) =@ \v/ v.

Lema 5
E/N este o algebra Boole.



Algebra Boole (l% ,V, A, —, 0, 1) poartd numele de algebra Lindenbaum-Tarski,

asociata sistemului formal L .

Observatie:

Daca notam p:E — f% surjectia canonica ( p((p): @ pentru orice @ € E) atunci
pentru orice @, ¥ € E sunt verificate conditiile urmatoare:

a) plovy)=ple)v ply);
b) plpry)=plp)A pw);

¢) p(—o)=-p(p);
d)p(co—ﬂ//) plp)—> ply);
e) plp o v)=plp)o pw).

Egalitdtile a), b) sunt chiar definitiile operatiilor din l% , d) revine la a ardta ca
|—((p - (//)<—> (—.gﬁ - —|l//), iar e) rezultd din b) si d). Cele cinci egalitati de mai sus arata

modul in care conectorii sunt convertiti in operatii booleene.

Lema 6

Pentru orice p € E, |-go daca i numai daca ¢ =1.
Demonstratie.
Trebuie sd demonstram |—go = |—go <> @V -a@. Presupunem |—g0 . Cum

|-g0 - ((0 Vo= gp) (conform A7), rezultd |-((p v —|(p) — ¢. Totdeauna are loc
|-¢—>((0v—|g0), deci |-(p<—>(/)v—|(p. Reciproc, presupunem ca |-(p<—>(pv—|(p. Dar
|—go v —¢ (principiul tertului exclus), deci prin modus ponens |—g0 .

Observatie
Lema 6 oferda o metoda algebricad pentru verificarea dacd un enunt este teorema
formala.

Fie £ o multime de enunturi ale lui L. Se defineste urmatoarea relatie binara pe E:

P~ & X ooy o toosysisly oo
Procedand analog ca mai sus, se poate ardta cd ~, este o relatie de echivalentd pe E si

ca I% are o structurd canonica de algebra Boole, numitd algebra Lindenbaum-Tarski a lui Z.

Notam #/{ clasa de echivalentd a lui ¢ < E . Atunci:
%v%:(covw%;
%A%z(ww%;

4
%S%c) toow;
2 =13},



Pentru X = obtinem algebra Lindenbaum-Tarski l% . (Georgescu B: 8-9)

Observatie
Demonstratia algebricd a teoremelor de completitudine utilizeaza teorema de
reprezentare a lui Stone aplicata algebrei Lindenbaum-Tarski.

V. Teorema de completitudine

Teorema de completitudine are astfel doua forme:
1. |-(o daca §i numai daca |=(p
2. T |—¢) daca si numai daca T’ |=(p

Teorema de completitudine raspunde unor probleme naturale. Pe de o parte, avem
enunturile demonstrabile sintactic (teoremele formale), iar pe de altd parte avem enunturile
universal adevarate. Firesc, se pune problema compararii acestor figuri de enunturi, ceea ce se
realizeaza prin teorema de completitudine, care stabileste echivalenta lor. De asemenea,
teorema de completitudine ne oferd un procedeu comod de verificare a faptului ca un enunt
este o teorema formald (procedeu ce poate fi programat).

Demonstratia prezentatd mai sus este de natura algebricd. Ideea fundamentald o
reprezinta trecerea la algebra Lindenbaum-Tarski §i invocarea teoremei lui Stone pentru
gasirea interpretdrii necesare in demonstratie. Aceastd trecere prin algebra arunca o lumina
mai completa asupra relatiei dintre sintaxa si semanticd, relatie care are de fapt si un substrat
algebric. Pe scurt, sistemul formal L a fost analizat din perspectiva triunghiului:

sintaxa semantics

algehrs

VI. Demonstratia metamatematica a teoremei lui Stone

In aceasta sectiune este prezentatd, in trei etape, o demonstratie a teoremei de
reprezentare a lui Stone pe baza teoremei de completitudine extinsa.

a) Fie sistemul formal al calculului propozitional L in care V' = B, E este multimea

enunturilor, l% este algebra Lindenbaum-Tarski, p: E — l% este surjectia canonicd. Vrem



sd aratdm ca existd un morfism boolean surjectiv f :ZV — B astfel incat urmatoarea

diagrama sa fie comutativa:

p/B
B > E/~

Pentru orice interpretare 4 :B — B exista §i este unicd o functie h: E — B astfel
incat:

a) ;z(x) = X pentru orice x € B
b) iz(—wp) = —jz((p) pentru orice ¢ € E ;

c) iz((p - l//) = iz((p) - ;1(1/1) pentru orice @, € E .

Demonstratie

Definitia lui h se face prin inductie, urmarind clauzele a)-c¢). Demonstratia
unicitatii lui I se face tot prin inductie. Fie g: E — B astfe incat:

a’) g(x)= h(x) pentru orice x € B;

b)) g(—p)= m pentru orice ¢ € £ ;

¢’) glp > y)=glp)— g(y) pentru orice ¢,y € E.

Vom arita cd pentru orice o € E, ;z(a) = g(a). Distingem trei cazuri:

-aeB: g(a):h(a)zil(a); )

ca=—p: gla)=—glp)= —jz(go) = I;(a) pentru ci g(p)=h(p) (ipoteza de
inductie);

ca=py: gla)=glp)> gly)=hlp)—>hly)=hla) pentru  ca

g(p)=h(p) si glw)=h(y) (ipoteza de inductie).
Consecinte imediate. Pentru orice ¢, i € E :

d) hgv )= hlp)v hiy);
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&) h(p ny)=hip)nhly);
Dhlp & v)=h(p)e hy).

Observatie
Daca h:B — B este o interpretare, atunci exista si este unic un morfism boolean

I l% — B, definit prin f ((pj = é((p) pentru orice ¢ € E , astfel incat urmatoarea diagrama

sa fie comutativa:

p/B
B > E/~

B

Atunci F = f l(l)z{m f (gp] :1} este un filtru propriu in l% s avem un

E " A
izomorfism boolean A : (/N% - B, /{%] =f (q)) , pentru orice ¢ € E .

b) Fie F un filtru propriu in f% (eventual cel de la punctul a)) si A = p“(F ) A este

un sistem deductiv consistent in B si pentru orice @, € E au loc echivalentele:

%:%@(o(—)WEF@(B(—)WEF@(B(—)WEA@ A |—(p<—>l//<:>%:%,unde

% este clasa de echivalentd a lui ¢ 1in raport cu ~,. Daca %:% este algebra
A

E
Lindenbaum-Traski asociatd lui A, atunci echivalentele spun cd functia @ : (/N % - %

definita prin @ % =9 \ pentru orice ¢ € E este un izomorfism boolean.
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c) Presupunem cd A este o multime consistenta (eventual cea de la b)) si X este
multimea modelelor lui A. X ={h:V =L, | h |= A}
Din teorema de completitudine rezultd X #@. Pentru orice ¢,y € E avem

echivalentele: % = % <A |—go Oy A |=go Y ;z(go > l,y)zl pentru orice he X
= ;z(¢) <~ ;l(l//) =1 pentruorice he X < iz((p) = ;l(l//) pentru orice he X .
Definim functia A: % — L) prin Z(%)(h) = ;z((/)) pentru orice @ € E i pentru

orice h e X . Echivalentele arata ca A este bine definita si injectivd, deci 4 este morfism
boolean injectiv.

Prin urmare, combindnd punctele a), b), ¢) din demonstratie, putem considera

E
compunerea urmatoarelor functii: B—— (/N % ? E/A S

BN—)(B/”);F;())E/A > 1.,

d

Se poate observa ca functia  : B — L) este un morfism boolean injectiv.
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VII. Concluzii

Teorema de reprezentare a lui Stone este unul dintre cele mai importante rezultate
recente din teoria algebrelor booleene. Prin ea, calculul intr-o algebra Boole oarecare se
reduce la calculul in algebra Boole standard L, = {0, 1}.

In aceasta lucrare au fost prezentate doud demonstratii ale teoremei lui Stone:

e prima, de naturd algebricd', se bazeazi pe proprietitile ultrafiltrelor intr-o
algebra Boole;

e a doua, de naturd metamatematicd’, foloseste ca instrument teorema de
completitudine extinsa.

In fapt, teorema de reprezentare a lui Stone este varianta algebrici a teoremei de
completitudine. Mai mult, demonstratiile celor enunturi sunt dovada echivalentei lor
matematice. Parcurgandu-le, observam ca fiecare dintre ele poate fi demonstrat pe baza
celuilalt. Iar intr-o teorie a multimilor din care axioma alegerii este exclusa (Nastasescu, 1974:
86-88), teorema de reprezentare a lui Stone si teorema de completitudine sunt enunturi logic
echivalente.

''V. supra, p. 3.
V. supra, p. 9.
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ANEXE

In aceastd sectiune am inclus demonstratia teoremei de completitudine extinsa,
bazandu-ne pe propriettile calculului propozitional prezentate in partea a patra a lucrarii.’

Propozitie 1
Pentru orice enunt ¢, |-(p implica |=go.
Demonstratie:

Vom arata ca daca |—go, atunci h(go)zl pentru orice interpretare h:V — L,. Se
procedeazd prin inductie asupra modului cum s-a definit |—¢). Consideram intai cazul
axiomelor:

Al) ¢ este de forma o — (,8 -

Ho)= ) (8) > )| =~

A2) @ este de forma (@ — (8 — y

a).
ha)v ~Hh(p)v hler)=
)= (@ > B) > (a—>7)).
; y= ;l(ﬂ) , z= ;1(7) atunci
;z(go) —xo(h-oz2)>((x>y)—> (x — z))=1 dupa cum arata o simpla verificare in L, .
A3) ¢ este de forma (—a ——8) = (8 - a)

Este suficient sa probam (; - ;) - (y - x) =11 L,.
Presupunem acum ca |-(/) a fost obtinut prin modus ponens din |-l//, |-y/ —>0.

)
)

Daca notam (

Ipoteza  inductiei se reduce la ;l(l//)=l si la ;l(l//—)(0)=1. Atunci:

I= iz((//) - il((p) =1- iz((p) = iz(q)) s demonstratia s-a incheiat.

Corolar 1
Pentru orice enunt ¢ nu putem avea |—g0 i |——|go.

Demonstratie
Daca exista un enunt ¢ astfel incat |—go si |——|go atunci pentru orice interpretare 4 am

avea ;z((o)zl si ;z(—@o): 1. Contradictie.

Propozitie 2
Pentru orice enunt ¢ avem I-(/) N l=(0.

Demonstratie
(:) din Propozitia 2
(<:) Presupunem cd ¢ nu este teoremd formald. Trecand la algebra Lindenbaum-

Tarski }% si aplicand lema 6°, enuntatd in partea a patra a lucririi, rezulti ¢ = 1. Aplicim

teorema de reprezentare a lui Stone pentru algebra Boole f% . Atunci existd o multime

V. supra, p. 4.
* V. supra, p. 8.
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nevidd X si un morfism boolean injectiv d :l% — L) . Din injectivitatea lui d, rezultd

d((pj #11in L) . Deci existd x € X astfel incat d(¢j(x) #1lin L,.
Consideram proiectia IT_ : LY — L, definita prin Hx( f ) =f (x) pentru orice f e L) .
este morfism boolean. Sa ludm interpretarea h:V — L, datd de compunerea

urmitoarelor morfisme booleene: V < E—2 >E/ d 5 I

H)C

>L,. Vom stabili ca:
ha)=d (aj(x) . Demonstram prin inductie asupra enunfului « .

a) aelV

)= le) =1 a(ple)) = o)
b) o =—=p si ipoteza de inductie functioneaza pentru f, deci ;z(ﬂ)=d(ﬁj(x) .

Atunci #{) = —h(5) = d( j;vj(x) _ (—d( )}D(x) _ d(—| zzj(x) _ d(ﬁﬁj(x) _ d(&j(x) |

¢c) a=pL—>y s ipoteza de inductie functioneaza pentru f

deci 1(p)=d[ )0 5i )= 7 )

h<a>=izw)eiz<y>=d(&}x)ad[;j(x){d(&jad(;jj<x>=
A7 J0=d( 5y Jn)=d(a )

Proprietatea a fost demonstrata. Aplicand-o pentru o = ¢ rezulta ;z(go) =d (goj(x) =1,

si 7,

Atunci:

deci @ nu este tautologie.
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