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Modulul 6

FIZICA CUANTICA

Continutul modulului:

6.1 Bazele experimentale ale fizicii cuantice
6.2 Dualismul unda-corpuscul

6.3 Relatiile de nedeterminare

6.4 Ecuatia lui Schrodinger

6.5 Semnificatia fizica a functiei de unda
6.6 Aplicatii ale ecuatiei lui Schrodinger

Evaluare:

1. Definirea marimilor fizice si precizarea unitatilor
lor de masura

2. Enuntul si formula legilor fizice studiate

3. Raéspunsuri la intrebérile finale

6.1 Bazele experimentale ale fizicii cuantice

Mecanica cuantica se ocupa cu studiul legilor de miscare ale
microparticulelor (de exemplu, electroni, protoni, mezoni) sau al
sistemelor de astfel de microparticule (de exemplu, nuclee atomice,
atomi, molecule, ioni) si a interactiunilor care guverneaza aceasta
miscare. Pentru a intelege necesitatea si aria de interes a mecanicii
cuantice, vom prezenta cateva fapte experimentale din care ea decurge.

Radiatia termica este emisia de energie in mediul ambiant, sub
forma undelor electromagnetice, pe care o realizeazd orice corp,
indiferent de temperatura la care se afld. Aceastd emisie se face pe
seama energiei interne a corpului si are loc in mod continuu, pe tot
spectrul de lungimi de unda, dar cu intensitate diferitd pentru diferite
lungimi de unda si ea depinde in mod esential de temperatura absoluta
T la care se afla corpul.

Deoarece toate corpurile emit energie electromagneticd sub
forma de radiatie termica, se ajunge la un moment dat ca doud sau mai
multe corpuri sa aibe aceeasi temperatura, adica sd fie la echilibrul
termodinamic. In aceasti situatie, fluxul de energie emisa de corp sub
forma de radiatie termica este egal cu fluxul de energie absorbitd de
acesta.

In general, orice corp poate emite energie si poate absorbi
energie, raportul dintre capacitatea sa de emisie §i capacitatea de
absorbtie este acelasi pentru toate corpurile, fiind o constanta
universald f{A, T) care depinde de lungimea de unda si de temperatura
absolutd a corpului. Acesta este continutul legii lui Kirchhoff.

Pentru o studiere mai ugoara a radiatiei termice s-a imaginat un
model de corp ideal, numit corpul absolut negru, care absoarbe toate
radiatiile ce cad asupra sa, indiferent de lungimea lor de unda, iar
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constanta universala din legea lui Kirchhoff este chiar capacitatea de
emisie a corpului absolut negru.
In studiul radiatiei termice (deci si a radiatiei corpului absolut
negru) se utilizeaza o serie de marimi fizice. Cele mai uzuale sunt:
Fluxul energetic radiant integral sau puterea radianta —
reprezintd energia totald /W emisd (radiatd) de un corp in unitatea de

timp, adica viteza (rata) de trasmisie in timp a energiei radiate:
aw J

(D:T’ cu unitatea: [®], =1==17. (6.1)
4 s

Fluxul energetic spectral reprezintd energia emisd sau
absorbita de un corp in unitatea de timp, dar numai in intervalul de
lungimi de unda (4, A+dA):

dd z
®, =~ deunde (Dz_([@ld/l . 6.2)

Aceastda marime aratd faptul cd energia radiatd (radiatia
termicd) este distribuita in functie de lungimea de unda.

Intensitatea energetici a umei surse punctiforme reprezintad
fluxul de radiatie emis in unitatea de unghi solid:

]:dﬁ , Cuunitatea: [I]S, zll .
dQ S

Unghiul solid este elementul geometric sub care se vede dintr-
un punct O o anumiti suprafati de arie 4 si normald exterioard 7. In
SI se masoara in steradiani (sr). Elementul de unghi solid este:
FodA _dA

3T 2
r

(6.3)

dQ =

cosd , (6.4)
r

unde 6 este unghiul facut de vectorul de pozitie 7 al punctului de
observatie cu normala exterioard n a suprafetei elementare d4 din
jurul acestui punct (fig. 6.1).

Fig. 6.1

Radianta sau emitanta energetica reprezinta fluxul energetic
radiat (emis) 1n toate directiile de o suprafatd oarecare A , raportat la
unitatea de suprafata:

R= 4o , cu unitatea: [R], = IK2 . (6.5)
dA m

Radianta spectrald reprezinta fluxul energetic emis in toate
directiile de o suprafatd oarecare, raportat la unitatea de suprafata, dar
numai In intervalul de lungimi de unda (4, A+dA):

dR ?
R, ==, deunde: R= ! R,dA . (6.6)
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Densitatea  de  energie radiatd  reprezintd  energia
electromagnetica medie radiata de un corp, in toate directiile, raportata
la unitatea de volum:

J

aw .
w= b cu unitatea: [w]S, = 1? . (6.7)

Densitatea spectrald de energie radiatd reprezintd energia
radiatd de un corp, in toate directiile si in unitatea de volum, dar numai
in intervalul de lungimi de unda (4, 1+dA):

w, = D Geunde: we= [w,ar . (6.8)
dA 0

Ultima relatie arata faptul ca radiatia termica este de fapt o
suprapunere infinita de radiatii monocromatice (cu 4 = const).

Studiul experimental al corpurilor (si a modelului de corp
absolut negru) a condus la formularea a o serie de legi care vizau, pe
de o parte, stabilirea naturii $i a mecanismului intim al radiatiei
termice, iar pe de altd parte, deducerea expresiei dependentei densitatii
spactrale de energie de lungimea de undid si de temperaturd. Vom
aminti numai cele mai semnificative legi.

Legea lui Stefan — Boltzmann precizeaza ca radianta integrala a
corpului absolut negru depinde de puterea a patra a temperaturii sale
absolute, adica:

R=oT*, ©=56687.10° W2m™? K*, (6.9)
unde constanta o se numeste constanta lui Stefan-Boltzmann.

Se poate demonstra ca intre radianta integrald R si densitatea
integrala de energie radiata w exista relatia:

c
R=—w, 6.10
2 (6.10)
deci o alta variantd a legii lui Stefan — Boltzmann este:
w30 g , a=756.10"712m> K*, (6.11)
c

unde a este noua constanta universala, cu valoarea de mai sus. Aceasta
lege a fost verificatda experimental, dovedindu-se foarte corecta.

Legea Ilui Wien stabileste pe cale semiempiricd ca densitatea
spectrald de energie este o functie care depinde de produsul dintre
lungimea de undad si temperaturda, adica A7, mpartitd la puterea a
cincea a lungimii de unda:

1
w, = ?F(AT). (6.12)
Din acesta lege rezulta legea lui Stefan — Boltzmann:

w=[w,di = D‘%F(lT)d(/lT)} T*=al*,  (6.13)
q 5 (A7)
unde, paranteza mare fiind o integrald definitd, am notat-o cu a si ea
este tocmai constanta lui Stefan — Boltzmann.
Importanta legii lui Stefan — Boltzmann este evidentiatd si
atunci cand se calculeaza maximul densitatii spectrale de energie:
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dw, 1 dF 1 B
TRl [AT 20T) 5F(/1T)} = G(AT)=0. (6.14)
Functia din paranteza mare, notatd cu G(AT), are o singura

solutie reala, pe care o notam astfel:
A.T=b, b=289782.10"m K (6.15)

unde valoarea constantei b se determina experimental.

Rationamentul de mai sus constituie tocmai deducerea teoretica
a legii de deplasare a Iui Wien: produsul dintre lungimea de unda
corespunzatoare maximului densitatii spectrale de radiatie si
temperatura absoluta a corpului radiant este o constanta (fig. 6.2).

Wk

" "
""ITI.I'\- | l'l"lf'l.l'\- 2

Fig. 6.2

Se observa cd, daca temperatura absolutd a unui corp radiant
creste, atunci lungimea de unda corespunzatoare maximului de radiatie
termicd scade, adicda se va deplasa inspre lungimi de unda mai mici
(inspre ultraviolet).

Legea Ilui Planck a fost obtinuta pornind de la ipoteza conform
careia corpul negru este format din oscilatori elementari (atomi,
molecule, ioni), care emit energie sub forma de radiatie termica de
echilibru. Distributia dupa energii a numarului de oscilatori se admite
ci este o distributie Maxwell-Boltzmann. Insi, Planck considerd ca
emisia de energie nu are loc in mod continuu, ci discontinuu sau
discret, sub forma de portii minime de energie, numite cuante de
energie:

c
eE=hv=h—, 6.16
A (6.16)

unde # = 6,62517 - 10°* J's este constanta lui Planck, iar v, respectiv 1
sunt frecventa, respectiv lungimea de unda a oscilatorului.
Deoarece energia unui oscilator se emite sub forma de cuante
(portii elementare), ea nu poate avea orice valoare, ci doar valori care
sunt multiplii Intregi ai cuantei elementare:
E, =nhv=nho , (6.17)



84

cun=20,1,2,.. unde & = h /2x se numeste constanta redusa a lui
Planck, iar @ este pulsatia oscilatorului. Din acest motiv, energia
medie a unui oscilator nu se va calcula cu ajutorul unei integrale, ci cu
ajutorul unei sume:

2Ep,  2ne”
_ n=0

e 1D I AN (AT
2.0, 2e" no

unde am utilizat notatia: x = fhv. Suma infinita este tocmai o progresie
geometrica, astfel cd energia medie a unui oscilator va fi:

(E)= f’vv _ e hcl . (6.19)

el‘uﬁ_l /I ekBﬂT_l

(£)

Aici am indicat totodatd si expresia in functie de variabila
lungime de unda. Pentru a afla densitatea de energie corespunzatoare
intervalului de lungimi de unda (4, A+dA), vom inmulti energia medie a
unui oscilator cu numarul de oscilatori care au lungimea de unda
situatd in acest interval. Se poate demonstra ca acest numar este:

8
N i ? .

Astfel, expresia densitétii spectrale de energie radiata, expresie

cunoscuta si sub numele de legea de distributie a lui Planck , este:

(6.20)

1 8xhe
ekgar —1

Aceasta expresie, dedusa din considerente pur teoretice, are
tocmai forma cerutd de legea lui Wien. Din ea va putea fi obtinuta
valoarea exactd a constantei a din legea lui Stefan — Boltzmann si a
constantei b din legea de deplasare a lui Wien. in plus, concordanta
foarte bund dintre datele experimentale si dependenta densitatii
spectrale de energie de lungimea de unda, justifica pe deplin ipoteza
cuantelor de energie a lui Planck.

Ipoteza cuantelor de energie permite, deci, explicarea completa
a fenomenelor legate de radiatia termica de echilibru.

Efectul fotoelectric reprezintd emisia de electroni de cétre un
metal iradiat cu radiatii monocromatice din domeniul ultraviolet (sau
din domeniul vizibil, pentru metalele alcaline). Experimental se deduc
urmdtoarele legi:

Legea I Intensitatea de saturatie a curentului fotoelectric (deci
cand toti fotoelectronii emisi ajung la anod, fard a se crea o sarcina
spatiald in jurul catodului) este proportionala cu fluxul radiatiei
monocromatice: Iy ~ @.

Legea a Il-a: Energia cinetica a fotoelectronilor extrasi este
direct proportionala cu frecventa radiatiei monocromatice: £, ~v si
nu depinde de fluxul radiatiei incidente: £, # (D).

Legea a Ill-a: Efectul fotoelectric apare doar peste o anumita
frecventa de prag v, specifica fiecarui metal: v =v, .

Legea a IV-a: Efectul fotoelectric se produce intr-un timp
foarte scurt, practic instantaneu.
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in anul 1905, Albert Einstein da o explicatie teoretica corectd
acestor patru legi experimentale. El extinde si asupra radiatiei ipoteza
cuantelor a lui Planck si admite cd nu numai emisia de radiatie este
discontinud, ci si radiatia insasi, fiind formatd din particule numite
fotoni. Energia fotonului este datd de expresia lui Planck:
Er=hv=ho, (6.22)
Fotonul este o particuld care se misca cu o vitezd egald cu
viteza luminii in vid ¢. Deci, avand viteza v = ¢, fotonul nu se poate
gasi in repaus ci doar in miscare, adica masa sa de repaus este egald cu
Zero:

m, = —vz , deci, rezultd: m,r=0. (6.23)
1——
cZ
Impulsul fotonului, conform teoriei relativitatii, este:
E hv h
S
=m,c=——-c=—=— . 6.24
pf S CZ c ﬂ, ( )

Einstein a explicat efectul fotoelectric astfel: fotonii radiatiei
incidente patrund in metal si se ciocnesc cu electronii liberi ai atomilor
metalului, fiind absorbiti de acestia. Energia absorbita de electroni
serveste la scoaterea electronului din metal, efectuandu-se un lucru
mecanic de extractie L., , iar restul de energie este transformat in
energie cinetica a fotoelectronului extras.

Legea de conservare a energiei in cazul efectului fotoelectric se

poate scrie astfel:
2

m,v

hv=1L, +—

(6.25)

Aici apare masa de repaus my a fotoelectronului, ceea ce
inseamna ca efectul fotoelectric este un efect nerelativist, adica viteza
v a fotoelectronului extras este cu mult mai mica decit viteza luminii in
vid, adica este o viteza nerelativista.

Cu legea de conservare scrisd de Einstein se pot explica foarte
usor legile experimentale ale efectului fotoelectric.

Legea I : Deoarece fiecare foton al radiatiei incidente scoate
numai un singur electron din metal, la saturatie numarul acestora fiind
N;, putem scrie:

7 _do, d(NY ):dNS

e . (6.26)

= = e
Coodt dt dt
Dar fluxul radiatiei incidente se poate scrie si astfel:

aw. dN

, = —= :i(Nshv): “hv . (6.27)
‘ e dt dt

Radiatia incidentd fiind monocromatica, frecventa ei este

constanta si se obtine tocmai dependenta cautata:

[ =5, , deunde: I, ~ &, . (6.28)
hv

s

Legea a Il-a se obtine usor:

2
E="" _pyoo , deunde: E.~v. (6.29)

c ex
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Deci energia cinetica este proportionala cu frecventa.

Legea a Ill-a se obtine tindnd cont cd energia minimd a
fotoelectronului trebuie sd asigure doar extragerea acestuia din metal.
Punand conditia ca energia cineticd a fotoelectronului scos sa fie nula,
din legea conservarii rezulta valoarea frecventei de prag:

E.=0, hv,=L, , deunde: v :% . (6.30)

P

Inlocuind aceasta valoare in legea conservarii energiei, obtinem
conditia:

hv—hv,6 = >0, (6.31)

ceea ce arata ca efectul fotoelectric are loc doar pentru o frecventa mai
mare decat frecventa de prag:

L
vy, = I; . (6.32)

Legea a IV-a se explica prin faptul cad procesul de absorbtie a
energiei fotonului de cétre electronul metalului dureaza extrem de
putin (citeva nanosecunde), ceea ce dd impresia de instantaneitate a
producerii efectului fotoelectric.

Efectul Compton reprezinta difuzia sau ciocnirea unui foton din
domeniul razelor X cu o tintd “fixd” (un electron “liber” sau o alta
particuld), proces in care o parte din energia fotonului incident este
transferatd tintei. De la un tub Rdentgen se trimite un fascicul de raze
X spre un sistem de fante (cu rol de colimare), pentru a se obtine un
paralelism cat mai bun al razelor X. Dupa colimare, fascicolul de raze
X cade pe un cristal de grafit si suferd o deviatie de unghi 6 fatd de
directia initiald. Fascicolul deviat (difuzat) este captat de un detector
care inregistreazd un curent a carui intensitate este proportionald cu
intensitatea fascicolului difuzat.

In concluzie, efectele fotoelectric si Compton confirma faptul
ca radiatia electromagnetica are §i o naturd corpusculara, fiind formata
din particule numite fotoni, care poseda energie si impuls, la fel ca si
oricare alt corp.

6.2 Dualismul unda-corpuscul

Radiatia electromagnetica are o naturd dubld sau duala:
ondulatorie si corpusculari. In unele fenomene (de exemplu,
interferenta si difractia) se manifestd mai pregnant caracterul
ondulatoriu al radiatiei electromagnetice, iar in alte fenomene (de
exemplu, efectele fotoelelectric si Compton), iese in evidenta
caracterul corpuscular, adica faptul ca radiatia este formatd din fotoni,
particule cu masa de repaus zero. Aceste consideratii sunt cunoscute
sub denumirea de dualismul unda-corpuscul.

Fiecdrei microparticule i se asociazd o unda (numitd, ulterior,
unda de Broglie), care are lungimea de unda si, respectiv frecventa:

ﬂzﬁzi , v:E , (6.33)
p my h
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in mod cu totul analog ca si pentru foton.

Deci microparticulei cu caracteristicile corpusculare: masa m,
impulsul p=mv si energia E, 1 se asociazd unda de Broglie, care este o
unda plana monocromaticd, de forma:

W(F, 1) = de i) = g (6.34)

Am tinut cont de relatia dintre impulsul p al microparticulei si
dintre modulul vectorului de unda £:

_h_ h2m
P T

Cand se calculeaza viteza de propagare a undei de Broglie
(adica viteza de faza), se constatd o contradictie cu teoria relativitatii.
Faza undei este:

a(r,t)= %(Et — pr)=const., deci: da(r,t)=0 . (6.36)

hk . (6.35)

Deci, viteza de faza a undei monocromatice de Broglie este
definitd in mod obisnuit, tindnd cont de relatia precedenta:

2 2
Lo E_me ... (6.37)

dt p mv v
Acest rezultat contravine teoriei relativitatii: nici un corp (si,
deci, nici unda asociata lui) nu se poate misca cu o vitezd mai mare
decat viteza luminii In vid. Pentru rezolvarea aceastei contradictii s-a
asociat unei microparticule nu o undd monocromaticd pland de
Broglie, ci o multime infinitd de unde monocromatice plane, foarte
putin diferite una de alta, prin valoarea modulului vectorului de unda,
multime infinitd numitd grup de unde sau pachet de unde. Drept

urmare, particula va avea o miscare rectilinie i uniforma cu viteza:

dr do
_ar_do 6.38
Ye T T dk (6.38)

numita viteza de grup. Tinand cont de relatia dintre energie si pulsatie,
respectiv dintre impuls si modulul vectorului de unda, viteza de grup
va fi:

1 2
Vv, =d—w=d—E=i(p202 +m§c4)5 = £
dk dp dp
unde am utilizat expresia relativista a energiei.
Deci, viteza de grup este egald cu viteza de miscare a
particulei insasi, ceea ce dovedeste justetea ipotezei de a asocia unei

particule nu o singura unda de Broglie, ci un grup de unde.

=v<c, (6.39)

6.3 Relatiile de nedeterminare

Fie un grup de unde cu deplasare de-a lungul axei Ox. Se poate

stabili o relatie intre localizarea spatiald a grupului de unde (deci si a

particulei), adicd Ax si intervalul Ap, unde se situeaza valorile

impulsului acesteia. Produsul acestor marimi, numite nedeterminari

sau imprecizii nu poate lua orice valoare, ci este de ordinul de marime
al constantei lui Planck:

Ax Apx~h . (6.40)
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Aceasta relatie se mai poate scrie scrie si astfel:

Ax Ap,=h, sau: Ax Ap.=h/2 . (6.41)

Relatii asemandtoare se pot scrie si pentru celelalte variabile
spatiale y si z si ele se numesc relatiile de nedeterminare sau
relatiile de incertitudine sau relatiile de imprecizie ale lui Heisenberg.
Ne aratd cd produsul dintre nedetermindrile sau impreciziile de
masurare simultand a pozitiei $i impulsului microparticulei trebuie sa
fie de ordinul de marime al constantei lui Planck.

In fizica clasicd, masurarea marimilor fizice nu este limitatd
principial, ci doar de precizia instrumentelor de masura utilizate. Deci,
cel putin din punct de vedere teoretic, imprecizia de masurare poate fi
egali cu zero, adica se obtine valoarea exactd a marimii de masurat. in
fizica microparticulelor acestd concluzie este valabild, in principiu,
atunci cand se masoard o singurd marime fizica. Dar daca dorim sa
masuram simultan doud marimi fizice, numite marimi canonic
conjugate, atunci situatia este principial diferitd. Dupa conceptia lui
Heisenberg, nu este posibild masurarea simultana, cu orice precizie
dorita, a doud marimi canonic conjugate, caci, prin masurarea oricareia
din aceste doud marimi, se ajunge la un contact cu sistemul fizic
(particula), cu care ocazie are loc o interactiune intre aparatul de
masurd si particuld, ceea ce face ca sda se modifice starea sistemului
(starea particulei), deci se modificd si valoarea marimii canonic
conjugate. De exemplu, prin masurarea pozitiei particulei (a
coordonatei sale) are loc un transfer de energie (impuls) catre particula
si, evident, se perturbd determinarea exactd a valorii impulsului
particulei.

Considerand o unda monocromatica (deci cu 4 = const, adica cu
Ak =0, sau Ap, = 0), din relatiile de nedeterminare rezultd Ax — oo,
deci particula nu poate fi localizata spatial (poate fi situatd oriunde in
spatiu). Inseamni ci unda monocromatica nu poate descrie un proces
localizat in spatiu, deci nu este adecvatd pentru a fi asociatd unei
microparticule.

In mod analog, presupunind ci am putea localiza perfect
pozitia microparticulei (in sens clasic), deci Ax = 0, din relatiile de
nedeterminare rezultd ca Ap, — oo, deci impulsul microparticulei ar fi
complet nedeterminat, in sensul cad am sti nimic despre valoarea
posibild a impulsului, imprecizia fiind oricat de mare. Acesta inseamna
cad, In mecanica cuanticd, datoritd valabilitatii relatiilor de
nedeterminare, notiunea clasicd de traiectorie nu are sens, adicd nu
putem vorbi in mecanica cuantica de o linie oarecare ce ar reprezenta
urma drumului strabatut de particula (traiectoria particulei).

Relatiile de nedeterminare sub forma precedenta (referitoare la
perechea de variabile canonic conjugate coordonata-impuls), conduc la
relatiile de nedeterminare in variabilele canonic conjugate energie-
timp:

AE-At>2h , sau AEoAtzg. (6.42)

Aceasta noud formd a relatiilor de nedeterminare arata ca
produsul dintre nedeterminarea de masurare a energiei particulei AE
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inmultitd cu intervalul de masurare At este de ordinul de marime al
constantei lui Planck. Intervalul de timp A¢ se interpreteaza uneori si ca
timp de viata al microparticulei (timpul cat microparticula se situeaza
pe un anumit nivel energetic).

Relatiile de nedeterminare trebuie privite in ideea ca
microparticulele au un caracter dual (corpuscular si ondulatoriu). Ele
nu aratd ca este imposibil de determinat simultan coordonata si
impulsul particulei (ceea ce ar fi insemnat cd particula nu poate fi
cunoscutd in intregime), ci aratd cd este imposibil sa determinam cele
doud marimi simultan si cu orice precizie doritd (ca in mecanica

ale aparaturii de masurat, ci are caracter principial, fiind legata de
existenta constantei lui Planck. La limita # — 0, s-ar ajunge la relatia
Ax Ap. — 0, adica la situatia din mecanica clasica.

6.4 Ecuatia lui Schrodinger

Deoarece miscarea microparticulelor nu putea fi descrisd cu
ajutorul ecuatiei lui Newton din mecanica clasicd (am vazut ca
notiunea clasica de traiectorie nu are sens in mecanica cuanticd), se
punea problema gasirii unei ecuatii cdreia sd i se supund miscarile
microparticulelor. Aceasta este ecuatia lui Schrodinger.

Schrédinger a asociat miscdrii microparticulelor o functie de
coordonate si de timp, pe care a denumit-o functie de unda sau functie
de stare (pentru cad ea inglobeazd informatiile In legaturd cu starea
microparticulei). Ea este chiar functia grupului de unde de Broglie:

W(F1) = TA(I?)e’i loehi7] g (6.43)

Sa gasim ecuatia diferentiald a carei solutie ar fi chiar functia
de unda de mai sus. Tinand cont de relatia:

k-F=kx+ky+k.z, (6.44)
iar pe de alta parte, de faptul cd pulsatia undei este legatd de energia
totala a particulei (energia cinetica plus energia potentiald ), care este
0 marime constanta (se conserva):

-1 =\ 1] p? | 1A, -
olk|=—E\k)=—|—+UlF)|=—| —k~+U(F)|, 6.45
(€)= £(F) ,Lm ()} hLm ()| 649
putem deriva functia de undd a grupului de unde o datd in raport cu
timpul, apoi, separat, de doud ori in raport cu fiecare variabila spatiala.
Dupa calcule elementare, vom ajunge la urmatoarea relatie
intre derivatele partiale ale functiei de unda:

ovY(r,t h ~ -
ihL)z ——A+UF)|P(F.1) . (6.46)
ot 2m
Aceastd relatie este tocmai ecuatia temporala a lui
Schrddinger, care este ecuatia fundamentald a mecanicii cuantice
nerelativiste.
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Observatie: In general un operator 4 indici o operatie
matematicd (adunare, inmultire, derivare, integrare etc.), prin care o
functie oarecare f se pune in corespondentd cu o alta functie g. Acest
fapt se scrie astfel: 4 f = g si se citeste: operatorul A4 aplicat functiei f
este egal cu functia g. Evident cad operatorul in sine nu are sens, ci
numai daca este aplicat unei functii.

Se observa cd in ecuatia lui Schrédinger apar doi operatori:
unul de derivare partiald in raport cu variabila temporald, precum si
operatorul lui Laplace A, care are urmatoarea semnificatie:

A= vt 2 (6.47)

adica este egal cu suma derivatelor partiale de ordinul doi ale functiei
de unda, dupa toate cele trei variabile spatiale.

Daca energia potentiald a particulei (sau, In general, a
sistemului cuantic) nu depinde explicit de timp, atunci functia de unda
se poate scrie ca un produs de doua functii care depind separat de timp,
respectiv de variabilele spatiale. Se demonstreaza usor ca in acest caz
avem de a face, din punct de vedere matematic, cu o ecuatie cu
variabile separabile, iar partea de dependentd temporald va fi
intotdeauna de tip armonic, adica:

i
P(Ft)=e " P(F) . (6.48)
Dacd inlocuim acestd expresie in ecuatia temporald a lui
Schrédinger si efectudm operatiile corespunzatoare, vom obtine tocmai
ecuatia atemporala a lui Schrédinger sau ecuatia lui Schrédinger a
starilor stationare:

_% A¥(F)+ U(F)¥(F) = E¥(F) (6.49)

unde m este masa particulei, iar £ este energia sa totala.

Ecuatia lui Schrédinger, sub ambele forme prezentate, este o
ecuatie diferentiald de ordinul doi cu derivate partiale. Rezolvarea ei
tine cont de conditiile initiale si la limitd si conduce la gasirea solutiei,
adicd a expresiei concrete a functiei de unda (sau, cum se mai numeste,
a functiei de stare) ¥, corespunzatoare problemei examinate.

in fiecare stare a sistemului cuantic, o0 mirime fizica oarecare
A, ce caracterizeaza sistemul, marime numitd observabild, are o
anumitd valoare. Aceste stdri in care mdrimea observabilda are o
anumitd valoare, se numesc stari proprii ale observabilei 4, iar
valoarea a pe care o are observabila se numeste valoare proprie.
Functia de stare se numeste stare proprie si se noteaza cu ¥,. Ea este o
solutie a unei ecuatii de forma urmatoare, numitd ecuatia valorilor
proprii sau ecuatia de valori proprii:

AV, =a¥, . (6.50)

Dintre toate functiile matematice care satisfac ecuatia valorilor
proprii, nu toate au sens fizic, adica nu toate pot fi functii de stare, ci
numai acele functii W care satisfac conditiile standard:

1. sa fie univoce (in fiecare punct sa aiba o singura valoare);

2. sa fie functii continue si sd aibd derivate continue;

3. sa fie functii marginite, iar la infinit sd se anuleze;
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4. sa fie functii de patrat integrabil.

De aceea parametrul a din ecuatia de valori proprii nu poate
avea orice valoare, ci numai anumite valori, numite valori proprii.
Fiecarei valori proprii ii corespunde una sau mai multe functii proprii,
deci una sau mai multe stari ale sistemului.

Daca unei singure valori proprii 1i corespunde o singura functie
proprie, starea se numeste nedegenerata, iar daca unei singure valori
proprii ii corespund mai multe functii proprii, aceste stiri se numesc
stari degenerate, iar numadrul lor se numeste multiplicitate sau grad de
degenerare.

In mecanica cuantica este valabil principiul de corespondentd,
conform caruia, fiecarei marimi observabile 4 din mecanica clasica ii
corespunde in mecanica cuanticd un operator care satisface o ecuatie
de valori proprii de tipul indicat mai sus.

Observam cd si ecuatia lui Schrodinger a stdrilor stationare
poate fi scrisd sub forma unei ecuatii de valori proprii:

h2
[— SoA+ U(f)}{!(f) = E¥(F) , (6.51)
m

unde in membrul stang al ecuatiei apare operatorul energiei totale sau
operatorul lui Hamilton sau operatorul hamiltonian, notat cu H.:

2
H= —h—A+U(F) : (6.52)
2m
primul termen reprezentdnd operatorul energiei cinetice:
2
E = ipz Ly L(— ihV)-ihv) , (6.53)
2m 2m 2m
iar cel de al doilea este operatorul energiei potentiale:
UF)=U(F) . (6.54)

Acesta din urma coincide cu insdsi energia potentiald, deci
actiunea lui asupra functiei de unda reprezintd o simpla inmultire.
Energia potentiala depinzand numai de variabila vectorul de pozitie,
este lesne de tras concluzia ca operatorul coordonata este egal cu el
insusi, deci tot un operator de inmultire. Din modul cum am scris
expresia operatorului energiei cinetice se poate observa cd operatorul
impuls se exprimd 1n functie de operatorul vectorial V (nabla):

p=—ihV = —ih[7£+]i+1€2j : (6.55)
Ox oy oz
in felul acesta, apeland la continutul principiului de
corespondentd, se pot deduce operatorii tuturor marimilor observabile
ce caracterizeaza sistemul cuantic examinat.
Produsul scalar a doud functii de stare, notat (¥;, ¥,) este un
numar egal cu integrala de mai jos:

(¥, ¥,)= j‘P (P, (F)ar (6.56)

unde simbolul * reprezintd operatia de conjugare complexd, adica
inlocuirea unitatii imaginare i cu — i , iar integrala de volum se face
peste tot spatiul variabilelor spatiale.
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Tinand cont de aceastd definitie, sa punctim si o proprietate
importantd a operatorilor cuantici: ei trebuie sa fie operatori
autoadjuncti sau operatori hermitici , adicd trebuie sa satisfaca
urmatoarea relatie referitoare la produsul scalar:

(¥,,49,)=(4¥,,¥,), (6.57)
relatie In care in primul produs scalar operatorul actioneaza numai
asupra functiei notata cu indicele 2, iar in cel de al doilea produs scalar
operatorul actioneaza numai asupra functiei notata cu indicele 1.

6.5 Semnificatia fizica a functiei de unda

Patratul modulului functiei de unda reprezinta densitatea de
probabilitate p(7 , £) de a gasi particula la un moment oarecare de timp
t in domeniul delimitat de coordonatele (x, x +dx), (v,y+dy), (z,z+
dz), adica in volumul elementar (infinitezimal) dV = dx dy dz :

e (7. 0)=|¥Fe) =[¢F) = po(F) . (6.58)

Conditia de normare a probabilitatilor va conduce la conditia
de normare a densitdtii de probabilitate:

de = [ p(F)av =1 . (6.59)

Deci, functia de unda sau functia de stare nu are o interpretare
fizica nemijlocita, ci sens fizic are doar patratul modulului acesteia.
Din sensul fizic al functiei de unda rezulta ca mecanica cuantica are un
caracter statistic. Ea nu permite sd se determine locul exact din spatiu
in care se gaseste o microparticuld sau traiectoria ei. Cu ajutorul
functiei de unda se poate doar prevedea cu ce probabilitate se poate
gasi microparticula in diferite puncte (regiuni) ale spatiului.

Avand 1n vedere caracterul statistic al mecanicii cuantice, daca
asupra unei observabile 4 se efectueazd mai multe masuratori,
obtinandu-se valoarea a, cu o densitate de probabilitate p, atunci
valoarea medie de aparitie a acestui rezultat este datd de integrala
(vezi capitolul de fizica statistica):

(a)=[ap(F)ay = J.‘P )a¥(7)av . (6.60)
D

Tinand cont de ecuatia de valor1 proprii, aceasta relatie se mai
poate scrie ca si cum am inlocui, formal, valoarea proprie a cu
operatorul A4 asociat observabilei respective

j g F)dV . (6.61)

Relatia de mai sus reprezmta valoarea medie a unui operator in
starea . Se observa ca putem identifica valoarea medie a operatorului
intr-o stare cu valoarea medie a masuratorilor In acea stare si care
reprezinta chiar valoarea proprie a operatorului in acea stare:

(A)=(a)=a . (6.62)

Valorile medii, fiind valori masurabile, sunt valori reale, deci:

- *
a=a", deunde rezulta: <A> = <A> . (6.63)
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Aceastd conditie este Tndeplinitd numai de operatorii hermitici
si de aceea este nevoie ca operatorii cuantici sa fie operatori hermitici,
iar functia de stare ¥ In care se face mdsuratoarea sd fie neaparat o
functie proprie a operatorului 4 .

Daca functia de stare in care se face masuratoarea, notata cu @,
nu este o functie proprie a operatorului 4, atunci sigur nu se va obtine,
drept rezultat al masuratorii, valoarea propric a, ci o altd valoare.
Aceasta este cu atat mai "departata" de valoarea « , cu cat este mai
"departatd" functia @ de functia Y. Ca o masurd a acestei deosebiri se
utilizeaza incertitudinea sau nedeterminarea marimii A4, definitd ca
rddacina patrata din abaterea patratica medie:

A= [((a=(a)f) = (a7} =(a)" . (6.64)

Functiile proprii ale operatorilor hermitici trebuie sa fie functii
ortogonale, adica produsul lor scalar sa fie egal cu zero.
Aceasta inseamna cd putem scrie relatia de ortonormare:

[w:(F)e, 7y =5

(6.65)

nm

unde o este simbolul lui Kronecker, ale carui valori sunt

nm
urmatoarele: daca n = m, atunci ,,, = 1 si avem relatia de normare, iar
daca n # m , atunci §,, = 0 si avem relatia de ortogonalitate.

6.6 Aplicatii simple ale ecuatiei lui Schrodinger

Ecuatia lui Schrédinger este implicatd in numeroase fenomene
cuantice, dintre care vom examina cateva. Pentru usurinta calculelor
vom considera doar problema unidimensionala, deci functia de unda va
depinde doar de variabila x, iar operatorul lui Laplace A se va reduce la
derivata a doua in raport cu x.

a. Groapa de potential de adancime infinitd. Prin acest concept
se intelege o distributie de potential de forma (fig. 6.3):

U(x) 0, xe|0,/]

xX)= .
o, X€ (— oo,O) U (l,+oo)

S& examinam comportarea unei microparticule de masa m, care

se gaseste in interiorul gropii. Deci functiile de unda din exteriorul
gropii vor fi zero, adica W;(x) = W;(x) = 0, iar ¥1(x) =¥(x) # 0.

(6.66)

LIIUH‘l

F=( W=i)

¢

Ei

Fig. 6.3

Y

=
ey
£
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Ecuatia lui Schrodinger a stérilor stationare, pentru particula
aflata in groapa de potential este:

d*¥Y 2m
+—E¥Y=0 . 6.67
dx*  n’ ( )
Marimea din fata functiei de unda are dimensiunile patratului
modulului vectorului de unda si de aceea o vom nota cu k°:
2m

Se verificd prin calcul direct, ca solutia ei generala este:
¥(x)= de™ + Be™ . (6.69)

Din punct de vedere fizic, aceastd solutie generald este o
suprapunere de doud unde armonice plane au acelasi modul al
vectorului de unda (au aceeasi pulsatie): una de amplitudine A4, care se
deplaseaza in sensul pozitiv ala axei x (unda directd) si cealaltd, de
amplitudine B, care se deplaseaza in sensul negativ al axei x (unda

reflectatd).
Conditia de continuitate in punctul x = 0 (peretele din stanga):
¥,(0)=¥(0)=0, conducela: 4=-8, (6.70)
ceea ce face ca expresia functiei de unda sa devina:
W(x) = dle™ — e )= 2idsinkx | (6.71)

unde am tinut cont de formulele lui Euler referitoare la exprimarea
functiilor trigonometrice prin exponentiale complexe.
Conditia de continuitate la peretele din dreapta, situat in
punctul x =/ conduce la relatia:
¥(/)=,(/)=0 , de unde se obtine: 2idsinkl =0 . (6.72)
Deoarece amplitudinea 4 a undei directe trebuie sa fie diferita
de zero, rezulta urmatoarea conditie:

sinkl =0 , de unde: k:% , (6.73)

unde n = 0, 1, 2, ... este un numdr intreg. Deci modulul vectorului de
unda nu poate lua orice valoare, ci numai anumite valori specificate de
numarul intreg n. De aceea, pentru a deosebi diferitele functii de unda,
corespunzatoare diferitelor valori ale numarului intreg n, ii vom atasa
acesteia indicele n. Deci functiile de unda vor fi:

¥(x) =W, (x)=2i4 sin%x . (6.74)
Valoarea constantei 4 se gaseste din conditia de normare:

j‘l’j (x)¥, (x)dx =1, (6.75)

astfel cd expresia finald a functiei de unda va fi:
1

¥ (x)= (%)2 sin%x . (6.76)

Ea reprezinta o unda stationara (o unda a carei amplitudine este
exprimata printr-o functie periodica de variabila spatiala x), care are un
numar de n + 1 noduri (puncte unde amplitudinea este egald cu zero),
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dintre care doud noduri la peretii gropii si restul in interior §i are un
numar de n — 1 ventre (puncte unde amplitudinea este maxima).

Modulul vectorului de unda, fiind legat de energia totala a
microparticulei:

2 2
i :2—’”E=[ﬂj , rezulti: E :L(”—hj n* . (6.77)
n’ [ "o2m\ 1

Ultima relatie aratd ca energia microparticulei aflate intr-o
groapd de potential infinit de adancd nu poate lua orice valoare, ci
numai anumite valori discontinue sau discrete, care depind de numarul
intreg n. Se spune ca energia microparticulei aflate in interiorul gropii
de potential infinit de adanci este cuantificata, iar numarul intreg n,
care cuantifica energia, se numeste numadr cuantic principal.

Spectrul energetic nu este, deci, in acest caz, un spectru
continuu, ci un spectru discontinuu sau un spectru discret. Nivelele
energetice nu sunt echidistante, ci distanta dintre ele creste aproximativ
proportional cu numarul cuantic principal n:

n+l n

2
AE, =E, —E =L(”—hj (2n+1)§1039[n+lj J. (6.78)
2m\ 1 2

Ultimul calcul numeric l-am facut pentru masa m a unei
microparticule de ordinul de marime al masei unei molecule (~1072 kg
), iar largimea gropii / de ordinul de mérime al unui vas obisnuit (~ 0,1
m). Se observa cd distanta AE, dintre doud nivele energetice vecine,
exprimata in J, este extrem de mica, cu mult mai mica decat eroarea de
masurare a energiei cu ajutorul celor mai pretentioase aparate. Ori,
pentru a putea fi evidentiata cuantificarea energiei, deci pentru a putea
distinge doua nivele energetice vecine, trebuie ca diferenta dintre doud
nivele energetice vecine sd fie cel putin de acelasi ordin de marime ca
si eroarea de masura a aparatului de masura. Nivelele energetice sunt
foarte apropiate, ele sunt practic percepute ca o distributie continua de
energie. De aceea, chiar daca cuantificarea energiei in principiu are loc
si la nivel macroscopic, ea nu are influentd asupra miscdrii unei
particule macroscopice. Deci, cu atdit mai mult, pentru corpurile
macroscopice cuantificarea energiei nu se poate observa.

b. Barierea de potential de largime si inaltime finitd este o

distributie de potential de forma (fig. 6.4):

U,, xe0,/]
Ul) { 0, xe (-0,0) U (l+0) 6.79)

S& consideram cd o microparticuld de masa m se misca in
sensul pozitiv al axei Ox, venind din regiunea I, situatd in partea
stangd. Din punctul de vedere al mecanicii clasice, dacad energia totala
E a microparticulei este mai mica decat indltimea U, a barierei de
potential, particula nu poate patrunde in interiorul barierei de potential
(regiunea II), ci sufera fenomenul de reflexie totala la peretele din
stanga a barierei, situat in punctul x = 0.

Din punctul de vedere al mecanicii cuantice, existd o
probabilitate diferitd de zero ca microparticula, desi are energia mai
micd decat inaltimea barierei, adicda E< U, , sa traverseze bariera de
potential si s ajungd in regiunea III, dincolo de peretele din dreapta,
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situat in punctul de coordonatd x = I. Acest fenomen de traversare a
barierei de potential se numeste efectul tunel si a fost descoperit in
1928 de George Gamow. Ecuatiile lui Schrodinger pentru regiunile I si
111, unde potentialul este zero, respectiv regiunea Il unde este situata
bariera de potential, sunt:

d2LIJ 2m
dxf +or B, =0, (6.80)
Ulx)y
Us
T T | o
E—» W0
0 ¢ "X
Fig. 6.4
d*¥, 2m
dx; +h—2(E—U0)‘P2 =0 . (6.81)

Utilizand notatiile consacrate pentru cazul de interes practic,
cand energia microparticulei este mai mica decat inaltimea barierei,
atunci marimea k; este imaginara, iar partea ei reald se noteaza cu K;:

k= ?"E | k= = i—T(UO—E) . (6.82)

h2

astfel ca solutiile generale ale acestor ecuatii vor fi:
W (x) =, (x)+ ¥, (x) = 4™ + Be™
Y, (x)=,, (x)+ ¥, (x)= 4,e™" + B,e™" | (6.83)

¥, (x) =, (x) = Ase’klx >
in care indicii 1, 2 si 3 se referd la regiunea respectiva de potential, iar
d se referd la unda directd (incidentd), » — la unda reflectata, iar ¢ —
unda transmisa (refractata).
Sé scriem conditiile de continuitate in punctele x = 0 six =/ ale
functiilor de unda si ale derivatelor acestora:

Y (0) =, (0) ;W (l) =Y (l) > (6.84)

(AR (B AR, o
dx ) _, dx ) _, dx ), dx ),

Acestea conduc la urméatorul sistem de ecuatii algebrice:
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A +B =4,+B,,
K5l —K,l ikl
A,e™ + B,e™ = 4.e™,
ikl(Al _Bl):Kz(Az _Bz)’
K, (Aze"zl —B,e™ ) = ik, A,e™’
In acest sistem algebric de 4 ecuatii, amplitudinea 4; a undei
directe (incidente) este o marime cunoscutd, iar cele 4 amplitudini
necunoscute sunt: B; — amplitudinea undei reflectate de peretele din
stanga al barierei; 4, — amplitudinea undei transmise in regiunea
barierei de potential; B, — amplitudinea undei reflectate de peretele din
dreapta al barierei si 43 — amplitudinea undei transmise in regiunea III,
dincolo de bariera de potential. Sistemul este compatibil, Tnsa, pentru
studiul efectului tunel ne intereseaza sa exprimam doar raportul dintre

amplitudinea undei transmise in mediul III si amplitudinea undei
incidente:

(6.86)

. —ikyl
4 ik, . (6.87)

A (x, +ik ) e™ —(k, —ik,) ™
O marime carcteristica pentru descrierea efectului tunel este
transparenta barierei de potential, definitd ca modulul raportului dintre
densitatea superficiald a curentului de probabilitate transmis in
regiunea a Ill-a si densitatea superficiald a curentului de probabilitate

j 3t _ i

incident:
2 *
A\ A4
= :(_3}(—3j , (6.88)
Jia A4 A, | A4,

relatie Tn care am indicat cad este necesard si conjugarea complexa a
raportului amplitudinilor.

In practica, efectul tunel se produce daca este realizata conditia
2x2l » 1, caz In care expenentiala cu acest exponent este cu mult mai
mare decat 1 si acesta poate fi neglijat. Conditia de mai sus nu este
artificial impusa, ci ea este legatd de relatiile de nedeterminare
coordonatd - impuls. Consecinta directd a valabilitatii ei este o
simplificare considerabilda a expresiei transparentei barierei de
potential:

D=

1

16k x;
(K22 +kl )2

Se observa, deci, cd transparenta barierei scade exponential cu
latimea acesteia si, bineinteles, cu energia microparticulei.

Expresia de mai sus a transparentei barierei poate fi
generalizata si pentru o bariera de o forma oarecare, descrisa de functia
energiei potentiale de forma generala, U = U(x), definita pe domeniul
[x;, x2]. Dupa calcule similare, se ajunge la formula integrala:

D =D, exp —%[,/MlU(x)—E x| . (6.90)

Cu ajutorul efectului tunel pot fi explicate o serie de fenomene
cum ar fi: emisia la rece a electronilor din metale, dezintegrarea a ,
reactiile termonucleare etc.

D= e =Dl (6.89)
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c. Oscilatorul armonic liniar cuantic. Dacd o microparticula
cuanticd de masd m se miscd intr-o groapa de potential de forma
parabolica, cu pereti impenetrabili, definitd de functia (fig. 6.5):

2
mo- ,
Ulx)= x? (6.91)
2
se spune ca avem de a face cu un oscilator armonic liniar cuantic.

Ecuatia lui Schrédinger corespunzatoare este:

2 2
a¥, 2—’"(15 - m;” xzj‘I’(x) =0. (6.92)

2 2
dx h
Rezolvarea acestei ecuatii presupune un calcul mai lung pe care
nu-l vom reproduce aici, ci vom indica doar concluziile care rezulta.
Functiile proprii ale operatorului Hamiltonian, adica functiile
de stare ale oscilatorului liniar armonic cuantic sunt:

‘Ir’n(x):[ ! jitﬁjie;”zH”(\/Zx), (6.93)

2"n! T

unde am notat: ¢ = = iar H, sunt polinoamele lui Hermite.

e R E,

Fig. 6.5
In teoria ecuatiilor diferentiale se demonstreazi ca o astfel de
ecuatie are solutii finite, continue si univoce doar daca energia E ia
urmatoarele valori:

E = ha)(nJr%j , cu n=0,1,2, .. (6.94)

Din punct de vedere fizic, aceasta este tocmai conditia de
cuantificare a energiei oscilatorului, iar n este numadrul cuantic
principal. Se observa ca nivelele de energie ale oscilatorului armonic
cuantic liniar sunt echidistante, iar pentru » = 0 se obtine cea mai mica

.. . . 1 . .
valoare a energiei acestuia, adicd, E,= Eha), numita energie de

zero. Existenta energiei de zero este confirmatd experimental de
studiul difractiei luminii pe cristale la temperaturi joase. Se
demonstreaza ca, pe masura ce temperatura scade, intensitatea luminii
difuzate nu tinde catre zero, ci catre o valoare finitd, indicand faptul ca,
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in apropiere de temperatura de zero absolut, oscilatiile atomilor din
retea nu se opresc, ci tind catre o anumita valoare.

Pe de alta parte, expresia de mai sus a energiei oscilatorului
cuantic permite o verificare a relatiei de nedeterminare energie — timp.
Deoarece numarul cuantic principal este un numar pozitiv:

E
n= ”—lZO,deunde: E,,-lzﬁ. (6.95)
ho 2 ® 2

Chiar dacd luam situatia cea mai defavorabila din punct de
vedere al informatiei asupra starii energetice a oscilatorului, in care
eroarea (nedeterminarea) de masurare a energiei AE este de acelasi
ordin de marime cu valoarea insdsi a energiei, E,, iar durata de
masurare a energiei At este chiar inversul pulsatiei oscilatorului o,
ultima relatie ne conduce la relatia de nedeterminare energie — timp:

AE - At % . (6.96)

Sa subliniem faptul ca, desi oscilatiile sistemelor reale sunt
oscilatii anarmonice, modelul oscilatorului armonic cuantic liniar este
deosebit de util si din punct de vedere practic, stiut fiind ca, pentru
distante mici din apropierea pozitiei de echilibru, oscilatiile anarminice
pot fi aproximate prin oscilatii armonice.

Intrebari pentru verificarea insugsirii cunostintelor §i

pentru evaluare:

1. Care sunt bazele experimentale ale mecanicii
cuantice ?

2. Ce semnifica dualismul undi-corpuscul ?

3. Care este esenta relatiilor de nedeterminare
coordonata-impuls si energie-timp ?

4. Care este semnificatia fizica a functiei de unda ?

5. Care este semnificatia fizica a functiei de
distributie din mecanica cuantica?

6. Ce este fenomenul de cuantificare si in care din
aplicatiile ecuatiei lui Schrodinger l-ati intalnit?

7. De ce nu se observa fenomenul de cuantificare si
in cazul corpurilor macroscopice ?

8. Cum sunt nivelele de enrgie ale oscilatorului
armonic cuantic si ce semnificatie fizica are
energia de zero ?

9. 1in ce consti efectul tunel si care este mirimea
caracteristica a acestuia ?

10. Care sunt conditiile standard pe care trebuie sa
le satisfaca functia de unda ?




