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Un concept fundamental in analiza matematica este cel de margine (inferioard si superioard) a unei multimi de
numere reale. Vom vedea ca acesta std la baza unor rezultate teoretice si serveste in abordarea unor categorii de
aplicatii. Vom incepe cu unele notiuni introductive.

Definitia 1. O mulfime nevida 4 c R se numeste minorata sau marginita inferior daca existd m € R astfel incét
m<a,Vae A. Inacest caz numarul m se numeste minorant al multimii A.

Definitia 2. O mul{ime nevidda A c R se numeste majoratd sau marginita superior daca exista M € R astfel incat
a<M,Vae A. Inacest caz numarul M se numeste majorant al multimii A.

Definitia 3. O multime neviddi A c R se numeste marginita dacd este marginita inferior si superior, adica daca
existd m,M € R astfel incat m<a <M ,Va e A.

Definitia 4. O multime nevidia A c R se numeste nemarginita inferior (superior) daca nu are niciun minorant
(majorant).

Exemple.
1. Multimea N a numerelor naturale este marginita inferior (0 este un minorant al acesteia) si nemarginita
superior.

2. Multimile Z,Q,R sunt nemarginite inferior si superior.
3. Multimea 4 = (0,1] este marginita inferior (0 este un minorant) si superior (1 este un majorant ).

Definitia 5. Fie AcR o mulfime nevida. Un numar real m se numeste margine inferioard (sau infimum) a
multimii 4 daca este cel mai mare minorant al multimii 4. Marginea inferioara a unei multimi, daca exista, este
unicd si se noteaza inf (A).

Exemplu. Daci 4 =(0,1] atunci inf(4)=0.

Definitia 5. Fie 4Ac R o multime nevidd. Un numar real M se numeste margine superioara (sau supremum) a
multimii 4 dacd este cel mai mic majorant al multimii 4. Marginea superioara a unei multimi, dacad exista, este
unica si se noteaza sup(A4).

Exemplu. Dacid 4=(0,1] atunci sup(A4)=1.

Vom accepta urmatoarea axioma, specificd multimii numerelor reale.

Axioma lui Cantor. Orice multime nevida de numere reale marginita inferior admite margine inferioara.

Observatie. Afirmatia anterioara nu este valabila de exemplu pe multimea numerelor rationale. De exemplu,
multimea 4= {x eQ/x*< 3} este marginita superior in Q (2 este majorant in Q al multimii), dar nu exista sup(A)
in Q. Aceastd axioma permite sa afirmam ca orice multime nevidd marginitd de numere reale are atit margine
inferioara cat si margine superioard. Dacd 4 c R este o multime nemarginitd inferior, atunci ea nu admite niciun
minorant. In acest caz vom considera ci inf (A) =—oo. Analog, dacd multimea 4 c R este nemarginitd superior,
vom considera sup(4)=o. Vom nota R =RU{—00,00}. Cu acestea axioma lui Cantor se extinde in R dupd cum
urmeaza:

Orice multime nevida de numere reale admite in R margine inferioara si margine superioara.

Exemple. Avem inf (N) =0, sup(N) nu existd in R, dar sup(N)=o0 in R. De asemenea inf(Z) si sup(Z) nu

existd in R, dar inf(Z)=-o0, sup(Z)=oin R.



Daca AcR este o multime nevida si inf(A)eA, atunci inf(A)zmin(A), unde min(A) este cel mai mic
element al lui 4. Analog, daca sup(4)e 4, atunci sup(4)=max(4), unde max(A) este cel mai mare element al
lui A.

Vom prezenta in continuare unele caracterizari pentru infimumul §i supremumul unei multimi de numere reale,
utile 1n aplicatii, si unele rezultate teoretice de baza care deriva din Axioma lui Cantor.

Propozitia 1. Fie 4 c R o multime nevida si m € R. Atunci m =inf (A) dacid si numai daca au loc simultan:

a) m<x,Vx € 4,
b) Ve >0, existd x € A astfel incat x<m+¢.

Demonstratie. Dacdi m=inf(A4), atunci m este minorant al lui 4, deci are loc a). Fie & >0. Cum m este cel
mai mare minorant al lui 4, rezultd cd m+¢& nu este minorant al lui 4, deci existd x € 4 astfel incat x<m+¢,
ceea ce probeaza b). Reciproc, din a) rezultd cd m este minorant al lui A. Presupunem ca m nu este cel mai mare
minorant al lui 4 si fie my =inf(4), deci m <my. Alegind & =my—m>0, conform b), existd xe A astfel incat

x<m+(my—m)=my, ceea ce contrazice faptul cd m este minorant al lui 4. Deci
m =inf (A) .
Observatie. Analog se demonstreaza ca daca 4 — R este o mulfime nevida si daca M € R, atunci M = sup(A)

daca si numai daca au loc simultan:
a) x<M,Vxe 4;
b) Ve >0, existd x € 4 astfel incat x> M —e¢.
Propozitia 2. Fie AcR o mulfime nevidd si o =inf(4)eR. Dacd a ¢ 4, atunci existd un sir (x, ), de

numere din A astfel incat lim x, =c.
n—»0

c o . o . | .
Demonstratie. Sa presupunem pentru inceput cd a € R. Conform Propozitiei 1, pentru & =— existad x, € 4
n

o 1 . 1 . A .. .
astfel incat x, <a+—,VneN". Atunci a<x,<a+—,VneN", si deci lim x, =a. Dacd inf(4)=—o, atunci
n n n—0

* . - A A . . . .
pentru fiecare neN", existd x, e A4 astfel incat x, <-n(deoarece —n nu este minorant al lui A4) si deci

n

lim x,, = —co.
n—>®0

Teorema 3 (Weierstrass). Orice sir de numere reale monoton si marginit este convergent.
Demonstratie. Sa presupunem ca (xn )n este un sir de numere reale crescator si marginit superior. Atunci

multimea Az{xn/n eN} fiind marginitd superior admite supremum, conform Axiomei lui Cantor, si fie

l= sup(A) eR. Vom ardta ca lim x, =1. Intr-adevir, fie € >0 arbitrar fixat. Conform observatiei de la Propozitia
n—»o0

1, existd n, €N astfel incat x, >/—¢. Cum (x, )n este un sir crescator, rezultd cd /—e <x, </,Vn>n_, ceea ce
&€

aratd cd lim x, =/. Analog se demonstreazd ci daca (x, )n este un sir de numere reale descrescator si marginit
n—>0

inferior, atunci (x, ) ~este convergent.
Lema 4 (Cesaro). Daca (an )n este un gir marginit de numere reale, atunci el contine un subsir convergent.
Demonstratie. Fie multimea A= {an /neN } Cum A este nevida si marginitd, conform Axiomei lui Cantor,
existd inf(A4)eR. Daca inf(A4)¢ A4, conform Propozitiei 2, rezultd cd existd un subsir (akn )n al lui (a, )n astfel

incat lim a; =inf(A4), ceea ce probeazd lema. Dacd inf(A)e A, fie b =inf(4) si 4 =A\{b}.Inductiv, definim
n—o "

A, =4, \{b,},neN", unde Ay=4 si b, =inf(4_;).keN,k>2. Acecasta constructic se opreste dacd existd

ng € N astfel incat inf (A"o ) ¢ 4, ,caz in care exista un subsir (akn) al lui (a,) cu lima; =inf (A"o ), deci
n n—owo "



(a,), contine un subsir convergent. Dacd insa inf(4,)e 4,,VneN", atunci sirul (b,) —astfel construit este un

subsir crescator i marginit al girului (an )n ,deci, conform Teoremei 3, (b

- )n este convergent.

Propozitia 5. Daca f:/ —> R este o functiec monotona pe intervalul 7, atunci limitele laterale ale functiei f in

orice punct din interiorul lui / exista si sunt finite.
Demonstratie. Fara a restrange generalitatea putem presupune ca [ este crescatoare, si fie x, un punct din

interiorul lui /. Vom arita ca f (xo —O) exista si este finitd, celdlalt caz fiind analog. Fie multimea
A= {f(x)/x < xo}. Atunci f(x)< f(xp),Vxe A, deci A este marginitd superior, deci existd sup(4)=a eR.
Vom arita cd f(x,—0)=c, folosind criteriul cu vecinatafi. Intr-adevir, fie (o —&,a +&) o vecindtate arbitraré a
lui a(e>0). Atunci existi x,<x, astfel incat f(x,)e(a—¢,a] (in caz contrar ar rezulta cd
f (x) <a-¢,Vx<xy, deci o nu ar fi cel mai mic majorant al mul{imii 4). Cum f este crescitoare rezultd ca
f(x)e(a-¢,a],Vxe(x,,x)), ceca ce aratd cd existd f(xy—0) si f(xy—0)=c.

Propozitia 6. Fic /:(a,+0)— R o functie monotond. Atunci existd lim f'(x).
X—>00

Demonstratie. Putem presupune ca [ este crescatoare , celdlalt caz fiind analog. Fie multimea
A= { f(x)/xe (a,+oo)}. Dacd mulfimea A este nemdrginita superior, atunci pentru orice ¢ € R existd x,, € (a,+»)

astfel Incat f (xg ) >¢g. Cum f este crescitoare, rezultd ca f (x) >¢g,Vx2>x,, deci lim f (x) =+o00, Daca insd 4
—>0

este marginitd superior, fie o =sup(A).Cu un argument asemandtor celui din Propozitia 5, se obtine ca

lim f(x) =aq.
X—>0

Lema 7. Fie f :[a,b] — R o functie continud astfel incat f (a)- f (b) <0. Atunci exista ce[a,b] astfel incat
f(c) =0.

Demonstratie. Sia presupunem de exemplu cd f(a)<0 si f(b)>0. Fie atunci mulfimea
A={xe[a,b]/f(x)<0}. Cum A este nevida (ae 4) si marginitd rezultd ca exista sup(A) =:ce[a,b]. Daca
f(c)<0, cum f este continud, rezultd ca existd & >0 astfel incat [c,c+¢&|c[a,b] si f(x)<0,Vxe[c,c+e], si
atunci ¢+¢& este element al lui 4, deci ¢ nu este majorant al lui 4, fals. Daca f (c) >0, atunci de asemenea din
continuitatea Iui f rezulta ca existd & >0 astfel incat [c—g,c] c [a,b] si f(x) >0,Vxe [c —S,C], deci ¢c—¢ este
majorant al lui 4, ceea ce contrazice faptul ¢ sup(4)=c. Din cele de mai sus rezultd cd f(c)=0, ceea ce incheie

demonstratia.
Teorema 8. Fie f: [a,b] — R continua. Atunci f este marginita si isi atinge marginile, adica exista u,v e [a,b]

si m,M €R astfel incat m =f(u) < f(x) < f(v) =M,Vxe [a,b].

Demonstratie. Considerim multimea 4= { f(x)/xe [a,b]}. Atunci existd inf(4) si sup(4) in R. Vom arita
ca sup(A) € A. Sa presupunem ca sup(A) ¢ A. Atunci , conform Propozitiei 2, existd un sir(xn )n de elemente din
[a.b] astfel incat lim f(x,)=sup(4). Cum (x,) este marginit, conform Lemei 4, acesta contine un subsir

—w
(xk ) convergent la un element a«e€ [a,b]. Functia f fiind continud in «a, se obtine ca

n n

f(a)=lim f(xk’ ) =sup(4), deci sup(A4)e 4, contradictie. Asadar sup(A4)e A4, si, analog inf(4)e 4. Asadar
n—»o ?

existd u,ve[a,b] astfel incat f(u)=inf(A4) si f(v)=sup(A4). Luand m= f(u) si M =f(v), demonstratia se

incheie.
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Integrarea produsului



Prof. Emil Patrascoiu,C.N.E.T.

O problema importantd in calculul integral este integrarea produsului a doua functii. Daca produsul
are o forma particulard se cunosc metodele de integrare (cea mai importanta, integrarea prin parti).
Nota de fata prezinta cateva elemente in acest sens.

Propozitia 1. Dacd f e integrabila pe [a,b] atunci feste integrabili pe [a,b].
Demonstratie: f integrabild pe A4 = f margmitd pe A4A=3m, (| f
/()| <M, Vxe 4.

f  marginita= |f| marginitd. Fie AC [a,b] , A=0Jsi  m, (|f
A=m,(|f])<|fe)| <M (7). @

f(x)>0,¥x=0<m,(|f]).

Din (1) = m, (|/]) <|f @ <M%(|f]) @

e =rrw=m(r)s rosmi(s]) e

Fie A=(xy,x,...,x, )0 diviziune a intervalului [a,b]C f.Vx x| [a,b]
mi (fl)<m (17)< 0, (7)< M7 (). Vi € {123 ccomp = M, ()=, (1) < ME(A) = (1)
= (Mi Qf|)+mi (Jf|))(Mz (Jf|)—mf (Jf|))3 ZM[Mi Qf|)—mz- (m)] )

Din @) = 5, (/%) =5, (/) <2M[s, (1])- 5, ()] ).

| f | integrabild pe [a,b] , conform teoremei lui Darboux = Ve > 0,36(¢) > 0 astfel incat VAdiviziune a lui

&
Al <8(e)= 8, (/])-s.(1])< -

Din (5)= S, (f*)—s,(f’) <& = fintegrabild pe [a,b].

),M >(0 astfel 1Incat

),MA(|f|) marginile lui |f|pe

[a,b] ,

Propozitia 2. Daca ', g sunt integrabile pe [a,b] atunci f - g ¢ integrabila pe [a,b]

(f+e) —(f—g)
2

Demonstratie: fog= iar cu Propozitia 1 si alte proprietdti cunoscute din

manuale = c.c.t.d.
Observatie: Reciproca propozitiei 2 e falsd: 3 functii f, g neintegrabile ca f - g sa fie integrabila:
f = g =functie a lui Dirichlet.

b b b
Comentariu: In general , f f(x)g(x)dx = f S (x)dx- f g(x)dx. Din aceastd cauza , pe aceastd
idee, exista o mare varietate de rezultate din care prezentam 1n continuare cateva.
1 1 1
Problemal. Fie /':[0,1] — R o functie continud cu proprietatea ff(x)g(x)dx = ff(x)dx-fg(x)dx,
0 0 0
pentru orice g : [0,1] — R continua si nederivabila. Sa se arate ca f este functie constanta.

Mihai Piticari
Solutie: f verifica proprietatea din enun{=> f — ¢ verifica aceeasi proprietate Vc €R .



1 1
Fie c= f f (t)dt si h(x)= f(x)—c. Relatia devine f h(x)g(x)dx =0,Vg ca in enunt. Demonstram ca
0 0

h(x) e functia identic nuld: Daca 3x, € (0,1),4(x,) # 0, luam ¥ =[x, —&,x, +¢] C (0,1)pe care h are semn
constant (existd asemenea vecindtate conform proprietatii de inerfie a functiilor continue); alegem
g(x)= (x—xo )2 —g’pentru x €V, g indeplineste conditiile din enunt. Inlocuind in relatia integrald cu
h(x) , aceasta integrala ar fi un numar nenul, deci relatia nu e verificata = h(x)=0Vx = f(x)=c, Vx.

Problema 2.P:[a,b] R este functie polinomiali de grad »n. Determinati P astfel ca
b
f P(x)-Q(x)dx = 0 oricare ar fi functia polinomiald Qde grad n <1.
Gheorghe Siretchi.

Solutie: VvV  Pde grad »n 3R functie polinomiali de grad 2n ca R™ =P si

R(a@)=R'(a)=...R""(a)=0. Intr-adevir punem R (x)= ]P(t)dt; R,(x)= ]Rl ()dt,..., R (x)=

fRn_1 (t)dt = gradR=2n, R™ =Psi R (a)=0 Vie{0,...,n—1} .R e unic determinati prin aceastd

conditie.

Problema revine la determinarea lui R, de gradul 2n, astfel incat:R"” (a)=0si
b

f R™(x)0O(x)=0,¥Q functie polinomiald de grad <n—1. EfectuAind mai multe integrari prin parti

obtinem:
b

[ RO @0 =R (x)- 0(x)— R™(x)- 0" (1) +-..+ (= 1) R(x)- Q" ()] ; +

a

(=1 [ R(x)-0" (@)dx.

Cum Q™ (x)=0= 0= R" " (H)Q(b)— R" 2 (H)Q' (b)+...+ (=1)""-R(b)- 0" " (b).
Alegand succesiv O(x)de forme 1,x,x°,...,x" ' = R" " (b)=R" > (b)=...= R'(b)=R(b) =0,

adicd asi b sunt ridicini multiple de ordin 7 pentru R = R(x) = k(x —a)" (x—b)"iar P(x) = R" (x).
Problema 3.Fie £ :[0,00] = [0, 0] continua, F(f(x)) = x*,¥x € [0,00) .Demonstrati ca

j(2x—1)-f(x)dx=l.

Cristinel Mortici

Solutie: /(f(x))=x" = f(f(f () = f(x) = f*(x). (1)
finjectiva: f(x)=f() = f(f())=(f)=x" =)' =x=y

f continua si injectivdi = f strict monotona

f70)= f(0)= f(0)=0sau f(0)=1



FO=fO)= fM)=0sau f(1)=1

Dacd f(0)=1si f(1)=0=> f descrescitoare=>pentru x>1 f(x)< f(1)=0 imposibil = f(0)=0si
f(1)=1=> f strict crescatoare.

[ =x"= f(x) =" = ()= f(x)

b 1(b)
stimea [ f(dx+ [ f ' (x)dv="bf (b)—af (a) =
a /(a)

1

J‘f(x)dx_f—jf(\/;)dx:liff(x)dx+fZYf(y):1=>f(2x+1)f(x>dx:1.

0 0
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Asupra unei probleme
propuse la Bacalaureat, 2007

Valeriu V. Barbieru, profesor, Tg-Jiu
Cornelia Elena Barbieru, profesor, Tg-Jiu

Acest articol este inspirat de o problema propusa la Bacalaureat, 2007, M1, mai precis, de Subiectul
IV, Varianta 34. Enuntul este urmatorul (vezi [1]):

Se considera sirul (an )nzo definit prin a, =1, a,,, =a, + — n>0.

n

a) Sa se arate ca sirul (a, )nzo este strict crescator.

b) Sa se arate ca lima, =+
n—»0

2
n+l

c) Sa se arate ¢d a_,, > a_ + 2, pentru orice ne€ N.

d) Sa se arate ca

\/2n+l<a”<\/(2n+l)+l+§+...+ ! o Yzl

2n —

€) Sd se arate ca L <In(x+1)-1Inx <l, Vax e (0;00)
x

x+1
< ... a
f) Sa se arate ca lim—~ =2

n—>0 n

< o 1. 1 1 1
Sasearateca lim| —+—+...— |=+00
n—>0 al a2 a

n

Propunem urmatoarea generalizare: se considera sirul (x”) definit prin

n=0

b
xn+1:axr1+_3n20 cu xo >O, a,b>0.
xﬂ
Evident, pentru a =b =1 si x, =1 se obtine sirul (an )n2 , amintit anterior.
1

1 . .
De asemenea, pentru azE, sz p, cu p>0 se obtine sirul (xn)

cunoscut si sub denumirea de ,,formula lui Heron de calcul a raddacinii patrate”.

X
xn+1:—”+i, x, >0,
2 2x

n

n=072

In [2] se demonstreaza ca acest sir este descrescator, marginit (deci convergent) cu limx, =,/ p , relatie
n—»0
care permite calculul radacinii patrate (in mod algoritmic) cu orice marja de eroare data.

Acestea fiind spuse, vom incepe studiul asupra sirului (xn)

n=072

b A
X, = ax, +x_’ a;b>0, x,>0 cu cateva
n

consideratii asupra monotoniei sale.

: : b -
Dacd definim functia f: (0,00)—> R, f(x)=ax+— , a>0, b>0 i tinem seama ca
X
x,,, —x, = f(x,)—x,, n>0, atunci monotonia sirului (x, )nzo este datd de semnul diferentei f(x)—x,
unde x >0.
Din faptul ca
—1)x2
f(x)—x:ax+é—x:(a)++b, x >0,
X



rezultd ca, pentru a =1, diferenta este strict pozitiva, iar pentru a >0, a#1, f(x)—x va avea acelasi
semn cu restrictia la (0,00) a functiei de gradul al doilea R>x — (@ —1)x* +beR.
, . e e e o b
Cum ecuatia (a — l)x2 +b=0; a>0; a#1 are o singura radacind strict pozitiva A = 13’ putem
-a
afirma ca A este singurul numar strict pozitiv pentru care f(1)=A71.
Analiza semnului f(x)—x; x >0 este rezumata in tabelul de mai jos.

a (011) [1,00)
d (0 A ©) (0 o0)
f(x)—x + + ++ 0- - - -- + 4+ 4+ 4+

Continuam studiul sirului stabilind conditii in care are loc monotonia sau convergenta sa.
Propozitia 1. Sirul (xn )nzo este strict pozitiv.
. . b .. .
Demonstratie. Deoarece x, >0, rezultd ca x, = ax, + — > 0, prin inductie. x, > 0.
%o
Propozitia 2. Daca a >1, atunci

sirul (x, )"20 este strict crescator.
limx, = +o0
n—o0
Demonstratie. a) Pentru a>1, 5>0 s1i n>0 avem
b _b
X, —X, :(a—l)xn +—2—>0,
x

n n

deci sirul (x, )HZO este strict crescator. (s.c.)
b) Sirul (x,),., fiind s.c. are limita, finita sau infinita.

Daca limx, =/ € R, atunci / > 0, Intrucat un sir s.c. si strict pozitiv are limita strict pozitiva.

n—»®©

b b : . . . . b
Deoarece x, ,=ax, +—=>x,+—, n>0, prin trecere la limitd se obtine limx, , >lim| x, +—| sau
X n—o n—>ool X

n xn n

[>1 +§ sau ? <0, in contradictie cu b, [ >0.

Presupunerea este falsa, prin urmare limx, = +oo.

n—>o0

Studiul monotoniei sirului (x,) .., in cazul 0 < a <1, este unul deosebit.

n>0"?
Conform tabelului anterior intocmit, pentru n — arbitrar, au loc echivalentele
xn < ‘xn+l = f(‘xn) N xn < )“
xn > xn+1 :f(xn) = xn > )“

Astfel, monotonia sirului (xn )n20 depinde — cel putin — de pozitia x,, n>0 fatad de A, asa ca este necesar

nd’

sa stabilim semnul diferentei dintre un termen oarecare al sirului si A. Avem, pentru n>0:

2_
S A

n xl’l
Daca ¢: (O;oo) —>R, o(x)=ax’—Ax+b, atunci ecuatia @(x)=0 are discriminantul
A =27 —4ab=2*(2a—1) > 0si radacinile x'=1 , x"= 1zay
a



o(x,)

X

n

Evident, semnul diferentei x,,, — A = , n>0 este dat de semnul functiei ¢ . (restrictie a functiei de

gradul al doilea la intervalul (0;00)).

Dupi aceste preliminarii putem trece la stabilirea monotonia sirului (x, )nzo .

Propozitia 3. Daca 0 <a <1 siexistd k € N astfel incat x, =x,,,, atunci x, =1, pentru n> k.

Demonstratie. Deoarece A este singurul numar pozitiv pentru care f(x)=x, avem implicatiile
%=X =X = () =>x=A=>x=x,=A

Demonstratia propriu-zisa se face prin inductie dupa n > k.

n=k =x,=A (adevarat)

n=k+1=x,,, =1 (adevarat)

Presupunemcd x, =4, pentruun ne N, n>K . Atunci
Xa=f(x)=f(A)=A4 sau x,, =A2.

Prin urmare, x, = A pentru orice n> K .

Propozitia 4. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

y 1 :
daci 0<a<—, 0<x,<A,atunci (x,)_ , nu este monoton.
2 0 n/n>0

este strict descrescator.

nxl1

dacd %<a<l, O<x0<l_—al,atunci (x,)
a

1 l-a . . -
daca 5 <a<l, —A<x,<4,atunci (xn )M este strict crescator.
P >

. 1 . . <
Dacid a = 5 0<x,<A,atunci (x,) _ este strict descrescator.

. - . | e e .. . l-a
Demonstratie. a) Intrucat 0 <a < 5 intre radacinile ecuatiei ¢(x) =0 are loc ordinea A <——A.
a

De asemenea, conform observatiilor facute dupa Propozitia 2 rezulta echivalentele:

l-a
xn+l<}t<:>/1<xn<7}t

I-a
X, >A<0<x, <A sau x,>——A, n=0.
a

Tinand seama si de rezultatele din tabel obfinem

0<x,<A= f(x))=x,<x

O<xp<A=>x>A= f(x)<x, =x,<x =X >Xx,.

Cele doua rezultate referitoare la xy, x;, x; par a demonstra (xn )nzo nu este monoton.

Sa presupunem, pentru inceput, ca existd K € N astfel incat x, <x,,, <...<x, <x,, <..

Pentru k = 0 obtinem x,< x, < x, - fals, iar pentru K = 1 obfinem x, < x, - fals.

Pentru k£ > 2 au loc implicatiile:

X <X, =>x<f(x)=>x<A=x,,>A= f(x.,)<x, = x.,, <x,, - fals, deci (xn )nZO nu este strict

crescator.
Sa presupunem, mai departe, ca existd k € N astfel incat
X> X, > > X, > X,
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Pentru k=0, atunci x, > x,— fals, iar pentru k£ >1 au loc implicatiile:

—a

1
X <X = f(x,) <%, =2x,>A=>0<x, <A sau x, > A

a
Daca 0<x, <A, atunci f(x,)>x,,deci x,,, >x, -fals.

. l—a, . . . ) l-a
Atunci x, >——A4 si, prin inductie, x, >——A; n2>k.
a a

: . < A L, 1—a .
Sirul (xn )n>k este strict descrescator (asa cum am presupus) si marginit, intrucdit —A <x, <x,, deci
- a

convergent.
Dacd x =limx,, prin trecere la limitd in relatia de recurenta x,,, = f(x,),n >0, obtinem f(x)=x (feste
n—»0

continud), deci x=A4.

l-a . l-a
A <x, <x,, obtinem
a a

Pe de alta parte, trecand la limitd in A <A, in contradictie cu faptul ca

>0 AU este strict monoton.

}L<1_—al,pentru O<a<%,deci (x,)
a

Daca, totusi, ar exista ke N astfel incat x, <x,,,<..<x,<x,,,<.., s am avea un singur egal, de

exemplu x, =x,,,,p >k, atunci, cf. Propozitiei 3, vom avea x, = A, pentru orice n> p, deci sirul devine

p+1°
stationar.
b), ¢) Intrucat % <a <1, Intre rddacinile ecuatiei @(x) =0 are loc ordinea I_—a), <A.
a
Rationand analog rezulta echivalentele
l-a

X <A

n+l

A<x, <A
a

l-a
X, >Ae0<x, <——Asau x,>4; n=0.

a
Sa observam cd, prin aplicarea inegalitatii A — G, obtinem

f(x):ax+222-1/ax-é =2Jab sau f(x)22\/E,cu egalitate numai daca x:\/E.
X X a

n+l

l1—a

In acest caz si dovedim cd 2+ ab > A.

a

R 1 )
Intr-adevar, pentru 5 <a<l si b>0,avem

2 2
2\/E>1_—al<:>4ab>M-lz<:>4ab>M-

> > Sda>—F
a a a l-a a
40’ +a-1>0< (2a-1)2a° +a+1)> 0 2a—1>0, adevarat.
Atunci
x = f(x, )2 2ab> 2%, n>1,
a

deci 1_—a)y<xn</l<:>xn</”t, nx1.
a

Deschidem doua cazuri.
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a) 0<x,< I_—QA . Cf. celor stabilite, deducem
a

l—a
Xog <——A<A= X, <A = f(x)>x, = x, <X,.
a
l-a
Xg<——A =X >A= f(x)<x,=>Xx >x,
a
X>A=x,>A= f(x,)<x,=>x,<X,.
S1, prin inductie, x, > x n>1, deci sirul (xn) este strict descrescator.

n+l>o nxl1

B) 1_—a/”L<x0 <A.Avem:
a

Xo <A = f(x))>x, = x, <X,

l-a

— AKX, <A X, <A= f(x)>x, = X, <X,
a

l-a
<A —A<y<A=2x,<A= f(x,)>x, = x, <x

a
Si, prin inductie, x, <x,,,, n>0, deci sirul (x, )nZO este strict crescator.
1 : alx, —AY
d) Pentru a=§ avem A=0, x'=x"=241 si x,, —}t=u; n>0
X

n

Cum x, # A, varezulta (inductie) ca x, # A, prin urmare

=x,.,>X,,=(x,)  este strict descrescitor.

n+l n+l n+2

xn+l > )“ - f(‘an) <X n=1
Propozitia 5. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
daci 0<a<1 si x,=A,atunci (x,)  este constant.

n=0

este constant.

n=1

Daca 0<a<l, a;t% 51 x0=1_—a/l,atunci (x,)
a

. . 1= .. . . .
Demonstratie. a) Deoarece A si “~9 ) sunt radacinile ecuatiei f(x)=0, din relatia x,, — A= o) ,
a X

n>0,pentru x, = A seobtine x, =A si x, =2 (inductie), n>0, deci (x, )nzo este constant.
b) Rationament analog.
- 1 . l-a .
Daca a = 5 atunci A=——A, deci (x, )M - constant.
P >

Avand drept model demonstratia de la Propozitia 4, cititorului nu i va fi dificil sa dovedeasca:
Propozitia 6. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

< 1 .
dacd O0<a< 50 % > A, atunci (x, )nzo nu este monoton.

_ 1 . : <
daca 5 <a<l, x,>A,atunci (x, )n20 este strict descrescator.

g 1 . : <
daci a=—, x,> A, atunci (x,) .o este strict descrescator.
2 nz

Urmatoarele propozitii se refera la marginirea si limita sirului (xn )nzo ,0<a<l, b>0.

Propozitia 7. Daca 0 <a <1, b>0 si x, >0, atunci sirul (xn) este marginit.

n=0

Demonstratie. Deosebim patru cazuri:

12



a) Sirul nu este monoton (punctele a) de la Prop. 4) si 6), echivalent cu 0<a < %, b>0, x,#A, caz in

care /’t<1_—a}t.
a

< < . C . A l-a .
Sa presupunem ca (xn )n>0 nu este marginit, deci existd N € N astfel incat x, >——A , pentru orice n > N .
- a

Avem, pentru n> N :

xn>1_—a/1:>x >A= f(x

a
anunfate mai sus. Presupunerea este falsd, deci sirul este marginit superior; cum (x, )nzo este marginit

)<x,,, =X, ,<X in contradictie cu rezultatul stabilit la punctele

n+l n+l n+l n+2 n+l 2

inferior de 0, rezulta ca (x, )nzo este marginit.
b) Sirul (x, )nzo;1 este strict descrescator.

In acest caz, sirul fiind strict pozitiv este, evident marginit.

. . 9 | l-a
¢) Sirul (x, )n>0 este strict crescator, adica 5 <a<l, —A<x,<Ah.
- a

In demonstratia dat acestui caz (Prop.4;c)) am aratat ca x, <A, n>0, deci (x, )nzo este marginit.

In cazul sirului constant, acesta este si marginit.

.. 1 .. -
Propozitia 8. Daca 5 <a<l,b>0, x,>0, atunci sirul (x, )nzo este convergent si limx, = A4 .

n—>0

Demonstratie. Am demonstrat ca sirul (x,)

e 1
Lo €ste marginit si, pentru —<a<1, >0, x, >4, monoton
"= 2

sau constant, deci convergent.
Dacd x=Ilimx,, tindnd seama ca functia f este continud, prin trecere la limitd in relatia de recurentd

x,.,=f(x,),obtinem f(x)=x,deci x=41.

In continuare, studiul asupra sirului (x,)  se va concentra pe cazul a>1, b>0 in ideea de a gisi relatii

n=0

corespunzatoare punctelor d) si f) ale subiectului IV din [1].

.. o .. X . <
Propozma 9. Daca a >1 , atunci Slrlll (—Zj este strict crescator.
a n=0

. b . X X
Demonstratie. Deoarece x,,, =ax, +—, n>0, atunci —2L ==~ 4
n+l1 n n+l

X a a a X a

n n

n+l

X x . (x
, deci — >~ adica (—’;j
a n>0

este strict crescator.
. - . X ..
Propozitia 10. Daca a > 1, atunci sirul [—Zj este marginit.
a n=0

Demonstratie. Pentru ¢ >1, b>0, n>0 avem

b
xn+1=axn+x—>axn sau xn+l>axn.

n

. . . X . o
Atunci x, > ax,, x, > a’x,,...,x, > a"x, (inductie), deci a—’; > X, , cu egalitate numai dacd n = 0.

. . b .
Din egalitatea x,,, =ax, + —,n >0 obtinem

n

X, =ax,+—
Xo
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b 5 a b ) a 1
X,=ax,+—=ax,+—+—=ax,+| —+— b

X Xo X Xo X

b 3 a’b ab b 3 a a
X;=ax,+—=axy+—+—+—=ax,+| —+—+11D

X5 Xo X X Xo X
Si, prin inductie:

; n-1 an—z 1
x,=a"x, + + +it—+——\b, n21
xO xl xn—Z xn—l

Cum x, >a"x,, avem

n-1 n-2 n-3
a a a a 1
x,<a"x, + + +—5—+.+t———+—— b=
X, ax, ax, a x, a x,
1 n
n—1 n—1 1_ 72
n 1 n a
=a'x,+ I+ S+—F+..+—55|=ax+ =
X, a a a X, -1
a2
n-1 2
" a a’b 1 " ab 1
=a'xy+——F—|1l-——|=a"| x, + 1 1 1=——1] sau
x, a -1 a a” —1)x, a
X ab 1 ab
L< Xyt 15 A== <Xyt 75 , n=0.
a (a —IEO a a -1},

xﬂ

n

Rezulta ca sirul [
a

j este marginit, intrucat
n=0

Ry ab
Xy S <x,+ , n=0
n 2
a ia —1';0

Propozitia 11. Sirul (x”

n

j este convergent.
a n=0

Demonstratie. Rezulta din Prop. 9 si Prop. 10.
2

Propozitia 12. Daca a=1, 6>0 si y, = x?‘), atunci pentru orice n >1 au loc inegalitatile

n—l

2 x 2 Z(zk"')’o)il
1/2b+—°< o \2b+ L k0 L)
n  An n n
2

. - . ) b . b
Demonstraie. Dacd a=1 si b>0, atunci x,,, =x,+—, n>0, deci x.,, =x.+2b+—, de unde
X

n xn
obtinem x_,, > x> +2b, n>0.

n+l

Avem
X7 >x; +2b

X2 >x7 +2b>x; +4b sau  x; >x, +4b si, prin inductie, x’ > x; +2nb, echivalent x, >./x; +2nb ,

n >0, de unde obtinem
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2

/ X X
1 L n2x1.
n o An

Pe de alta parte

b’ b’
X=X 420+ <x 42b+———=x +2b+ -, sau
X, X, +2nb X,
2n+—
b
2
X, : .
X, <x+2b+ ; n>0,unde y, ==, cu egalitate numai pentru n = 0
2n+y, b
Atunci
b
X <xg+2b+—
Yo

b o .
x; <x{+2b+ <xg+4b+—+ si, prin inductie,

2+, Yo 2+,
) ) 1 1 1 1
X, <Xy +2bn+| —+ + +.t—F——=—1|b; n2>0 sau
Yo 24y, 4+, 2(n—1)+y0

1
xn<\/x§+2bn+(z J , n>1,de unde

im0 2k +y,
n-1
> (2k+y,)"
adl XO ) = R S

S p

Propozitia 13. Are loc egalitatea lim Y

n— n
. . 1 1 1 . . - .
Demonstratie. Sirul a,=—~-+= +..+——; n2>1 este, evident, strict crescator, deci are
Yo 2+, 2(n—1D+ y,

limita, finitd sau infinita.
- .. a . L -
Daca lima, € R, atunci lim— =0, iar dacd lima, =+, aplicim Stolz — Cesaro.

n—»0 n—»0 n n—»0

Intr-adevar, sirul (b,) ., b, =n, este strict crescitor si b, — +o0.

n=l> “n
Atunci
1
ai1+l_an:2n+y0: 1 _>0’
b, —b, 1 2n+y,

deci limZr=0.

n—wo b

Aplicand criteriul clestelui in dubla inegalitate stabilitd in Propozitia 12, obtinem
lim = \/_ =/2b

Limita se poate calcula si direct, fara a ne folosi de dubla inegalitate.
2

o X . A .. e .
Daca ¢, =—*; n 21, atunci sunt Indeplinite conditiile teoremei Stolz — Cesaro, cazul —
n o0
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Intrucat lim x, = +o0, rezulti cd limx. = +oo, iar (bn) b, =n este strict crescdtor cu b, —> +o0.

n—o n—>o0 n>12
Atunci
b2
X2, —x 2b+ x> b’
n+l no__ n___ _
Y -1 =2b+— —2b,
n+l n xn

2
de unde obtinem limx—” =2b, deci lim /. \/% )

n—0 n 1’!4)00\/; -

Incheiem articolul cu urmatoarea observatie. Propozitia 8 demonstreaza convergenta sirului (xn)

in cazul

n=0

%Sa<1, b>0, x,>0, dar lasa deschisd problema in cazul %<a<1, b>0, x,>0. Totusi, sirul

(xn )nzo fiind marginit (Prop. 7), conform Lemei lui Cesaro, existd un subsir convergent al sirului (xn)

n=0°

Acest subsir are limita A, asa cum rezulta din demonstratia Propozitiei 8.

Bibliografie

[1] Colectiv Bacalaureat, Matematica 2007, Ed. Sigma, Bucuresti, 2007,
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1985, pg. 80.
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Cornelia Elena Barbieru profesor, C.N.T.V., Tg-Jiu

16



Asupra unor conditii suficiente de comutativitate

ale unui inel unitar

Mihai Bunget,profesor
C.N. ”’Tudor Vladimirescu”, Tg-Jiu

Exista numeroase rezultate referitoare la comutativitatea inelelor. Printre acestea amintim:
1.Teorema lui Wedderburn : Dacd R este un inel finit integru atunci R este comutativ.

2.Teorema lui Jacobson : Daca pentru orice element a din inelul R existd un intregn>1,

depinzind de a, astfel incata” = a, atunci R este comutativ.

3.Teorema lui Jacobson-Herstein : Daca pentru orice elemente «@,b din inelul R existd un
intregn > 1, depinzand deasi b, astfel incét(ab — ba)” =ab—ba, atunci R este comutativ.

4.Teorema lui Herstein : Daca pentru inelul R existd un n>1 intreg astfel incat a" —acZ (R),

centrul lui R, oricare ar fi ¢ din R, atunci este comutativ.
5.Teorema lui Herstein : Daca pentru orice element a al inelului R existd un polinom

p € Z| X ]depinzind de a, astfel incat a’p(a)—a € Z(R), atunci R este comutativ.
6.Teorema lui Herstein : Daca pentru orice elemente a,b din inelul R exista un intreg n>1,

depinzind de a si b, astfel incat <a” — a)b = b(a” — a) , atunci R este comutativ.

In continuare vom considera R un inel unitar, Z(R)={x€ R|xy=yx,Vy €R} centrul lui R si

pentru orice elemente xsi ydin R notdm [x,y|=xy — yx.
Consideram afirmatiile :
(Py) : Exista k& >11intreg fixat astfel incat (xy)k+1 =x"y"'x,Vx,yER.

k+1

(P,) : Existd k >1intreg fixat astfel incat (xy)k+I =y v,y ER.
Matematicienii Abujabal si Khan au aratat urmatoarea :
7.Proprietate : Daci pentru orice xsi y din R avem (xy)2 = xy°x sau (xy)2 = yx’y, atunci R

este comutativ.
Observatie : Aceasta proprietate aratd ca pentru k = 1 proprietatile (P;), respectiv (P,) sunt conditii
suficiente de comutativitate pentru inelul R .
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0 B v
8. Exemplu : Fie R=qal,+A4/A={0 0 6 |undea,B,y,6 €Z,; ,unde p este numar prim

0 0 O
impar. Avem R inel finit necomutativ in care sunt indeplinite conditiile (P,) si (P,) pentruk = p —1. Intr-
adevar, dacd ludm x =al, + Asi y=>bl, + B, avem(xy)" = (abl, +aB+bA+ AB)" =(abl,+C)" =
a’b”I,, deoarece coeficientii termenilor din dezvoltare sunt divizibili cu p, deci in Z ,sunt 0,iarC” =0,,
deoarece p > 3. Membrul drept al proprietatii (P,) este
X' yPx = (aly + A)IH (b1, 4+ B)" (al, + A) = (al, + A)IH b’I(al,+ A)=b"1,(al, + A)" =b"L,a"I, =
a’b’I, = (xy)p , de unde rezulta ca inelul R verificd proprietatea (P;). Analog se arata si (P;). Acest

exemplu ne arata ca (P;) si (P,) nu sunt conditii suficiente pentru £ >2.

Apare astfel in mod natural intrebarea : in ce conditii suplimentare se poate forta comutativitatea
unui inel oarecare ce satisface (P;) sau (P,) ?

9.Definitie : Definim functia x — x* ca anti-omomorfism pe R dacid satisface conditiile :
(xy)k =y xtsi (x + y)k =x"+y", pentru orice x,ydin R, unde k > lintreg fixat.

10.Teorema : Fie R un inel unitar ce satisface (P;) sau (P;). Daca R satisface proprietatea din
definitia 9, atunci R este comutativ.

Dem : Fiek >1. Presupunem ca R satisface (P;). Aceasta se poate scrie echivalent:x(yx)k =x"y"x,

"“]:O,pentru orice x,y din R (1).

pentru orice x, ydin R . Din definitia 9 obtinem : x" [x, y
Inlocuind x cu x+1in (1) si utilizand (1 + x)k =1+ x* obtinem :[x, yk“] =0 (2).

Inlocuind y cu y+1in (2) obtinem : y* +y € Z(R),Vy € R(3).

Inlocuind y cu »*in (3) obtinem ( y* )k +y" €Z(R), si prin sciderea celor doud expresii obtinem

( P )k —y€Z(R),Vy € R. Folosind teorema 4 deducem comutativitatea lui R .

Observatie : Iata si o demonstratie a teoremei 4 pentru n=2 :

Avemx’ —x € Z(R),‘v’x €R. Obtinem pentru x si y din R :(x+y)2 —(x+y) € Z(R) ,
x*—x€Z(R),y*—y€Z(R) Din faptul cd Z(R)este parte stabild la adunare si scidere , deducem ca
xy+yx€Z(R), deci x(xy+ yx)=(xy+ yx)x, de unde x’y=yx*, astfel ca x* € Z(R). Cum avem si
x* —x€Z(R)deducem cd x € Z(R)deci R este comutativ.

Bibliografie :
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Principiul trinomului in stabilirea unor inegalitati

Sterian Modroiu
Sc. Gen. Dragutesti

Dacd feR[X], f=aX’+bX +c sise considerd cunoscut faptul ca f(x)>0,VxeR,

dacd A<0 si a>0, in cele ce urmeaza vom demonstra unele inegalitati importante
folosindu-ne de una din reciprocele teoremei de mai sus si anume:
”Dacd a>0 si f(x)>0,VxeR, atunci A<0”.

1. Inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-Schwarz pentru numere reale.

2
n
g ab,
i=1

numai dacd existd p,q €R astfel incat pa, = gb,, pentru orice i € {1,2,...,n}.

n

i=1

Fie numerele reale a,,a,,...,a,,b,,b,,...,b,, atunci :

n>~1°

<

, cu egalitate daca si

Demonstratie: Vom folosi trinomul f = "(a,X —5,) . Observdm ca f(x)>0,VxeR.
i=1

n

Pe de alta parte f(x)= Z(afx2 —2ab.x +bf) = [Z af]x2 — 2[2 ab,
i=1 i=1

i=1

x+> b . Evident
i=1

<0, ceea ce conduce la

a=Y a’>0.In concluzie A<0, adica
i=l

inegalitatea din enunt.

Egalitatea are loc in relatia datd daca A=0. Atunci existd € R, astfel incat f(r)=0.
Dar f(r)=0 inseamnd a,-r = b, Vi =1,n si deci numerele p,q din enunt sunt p=rsiq=1.

2. Inegalitatea lui Aczél.

Fie a,,a,,...,a,,b,b,,...b, €R $1 a’ >a; +..+a’, atunci :

n?

(ab,—ab, —..—ab,) >(al —a; —...—a’)(b; —b; —...—b}) cu egalitatea daca si numai dacd
existd p,q numere reale astfel incat pa, =gb,Vi=1n.
Demonstratie: Vom folosi trinomul f =(aX —5,)" —(a,X —=b,)" —...—(a,X —b,)" . Cum
a, =0, pentru 1 avem: f(r)= —(azr—b2)2 —...—(anr—bn)2 <0. Dar
a

n-n

f(x)= (alz —a; —...—af)xz -2(ab, —ab, —...—a,b, )x +(b12 —b; —...—bj) . Coeficientul dominant
al —a; —...—a, >0. Concluzionam cad A >0, adica
(a,b1 —a,b,—...—ab, )2 > (a,2 —a; —...—af)(bf —b; —...—bj).

Dacd avem egalitate in enunt, atunci A =0 sideci f(x)>0,VxeR. Rezultd f(r)>0
cur=2 si cum stabilisem cd /(r)<0, deducem f(r)=0, adicd a;r=b,,j=1,n. Deci
al
p=r= 4 sig=1.
al

3. O alta inegalitate (propusd de D. Mihet)
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Fie a,,a,,..,a,,b,b,,...b, € R numere reale si a, <bh,Vi=1n.Atunci :

S (aa,+bp,) =4 32 aibj][ S biaj].

1<i<j<n 1<i< j<n 1<i< j<n

Demonstratie: Fie trinomul f= > (¢, X—b,)(b,X —a,)=

I<i<j<n

X+ Y ba,.Evident a>0 siin plus avem f(1)<0 din

1<i<j<n

[ > a,.bj]Xz—[ > aa,+ Y bp,

1<i< j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

> aibj][ > biaj].

I<i<j<n I<i<j<n

restrictia a, <b,. Deci A>0, adicd > (aaq, -|—b,.bj)2 >4

1<i<j<n

Bibliografie :
1. C. Nastasescu, C. Nita — Exercitii si probleme de algebra pentru clasele IX-XII, E.D.P.,

Bucuresti, 1985
2. Gazeta Matematica 9/1985.
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Liceul Louis-le-Grand, testul pentru intrarea in clasa preparatoare MPSI, sesiunea

2009.
" SUPIRNO x4 yt=2 o o
Exercitiul 1. Aratati ca sistemul  _ ~__, nuadmite nici o solutie in intervalul (O, oo).
X +y =z

: . s : x . .
Solutie: Presupunem prin absurd ca existd o solutie (x, y,z). Punem u=— si y=2"_ Sistemul
z z

et vt =1 . s s 4 .
devine i . .Cum O0<u<1s1 0<v<l1 ,atunci u” +v’ <u" +v", contradictie.
w+v =1

1
Exercitiul 2. Rezolvati in R" ecuatia xe® +e* =0. Aratati ca aceastd ecuatiec admite exact o
radacina strict negativa, ce se va determina.

Solutie: Daca ecuatia admite solutie, Tn mod necesar acesta este negativd. Demonstram ca aceasta

. . . : 1 DI . .

solutie este unica, studiind ecuatia f (x) = 1n(—x)—|—x—— =0 obtinuta prin logaritmarea expresiei
X

! 1 1 x24x+1
2

—xe*=e*. Avem f'(x)=—+1+—= >0. Deci f admite cel putin o ridicini in intervalul
x x

(—00,0). Prin urmare x = —1 este solutie unica.

Exercitiul 3. a) Aritati ci, daci 7 nu divide numdrul intreg n, atunci 7 divide n° —1.
b) Determinati numerele intregi » >1 astfel ca 7 sa divida »" —3.

Solutie: a) Calculim n°mod 7 cand n este congruent mod 7 cu 1,...,6 si obtinem ci n® —1=0
mod7. (sau cu teorema lui Fermat)

b) Tinand cont de a) este suficient si discutdim numai resturile mod 6 si 7 ale lui ». In sfarsit, daca

n=mmod 6 si n=rmod 7, avem ci n" =n""" =n*"n" =n" = r"mod 7. Aceste calcule rezulti din

tabelele de mai jos ( elementul de la intersectia liniei i si coloanei j este restul lui i/ mod 7):

— ===~ |=]c

AN | |W N |—]|—

AN |~ |W N |—

Il EX Y NS2 12 BN el NS
(@)Y (oY Il ko)l Il el OS]
el N A BN BN N e B
(o)} LOSH 1 \O 3 LU, | ANy ) K]

. Pentru unuia din

.. ) R . . _ |n=3mod7 n=>5mod7
Astfel, solutiile problemei sunt intregii n care verifica

sau
n=1mod 6 n=5mod 6
aceste sisteme , este suficient sa gasim o solutie particulard n, si observand cd n este solutie a sistemului

daca si numai daca n —n, este multiplu de 7 s1 6, deci de 7-6 =42 ( pentru ca 6 si 7 sunt prime intre ele).

21



n=amodo

Reamintim cd pentru a obtine o solutie particulard a sistemului diofantic { bmod 4’ cunoscand
n=b mo

relatia lui Bézout na+v3 =1 (a,b,a, 3,u,v sunt numere intregi) este suficient sa consideram buc + avj;

in sfarsit
bua+avB=avf=a (1 — ua) =amoda, si de asemenea

bua+avf=bmod .
Solutiile sunt intregi congruenti cu 5 sau -11 mod 42.

Exercitiul 4. Fie triunghiul, cu BC=a,4AC=5b si AB=c. Daca BAC € 0, 3] demonstrati ca

a <max (b,c).
Solutie: deoarece suma mdsurilor unghiurilor unui triunghi este 7, atunci unul din celelalte

. . D . . N T 9 .
unghiuri ale triunghiului dat este Tn mod necesar mai mare decat 3 Latura opusa acestuia este deci mai
mare sau egald cu a, ceea ce aratd a < max (b,c).

Exercitiul 5. a) Aflati numerele reale a,b,c astfel ca pentru orice x>0,
a b c

x(x+2)(x+3)_ X x—|—2+x—|—3'

b) Calculati lim Z (k n 21)(k n 3) .

Solutie: a) Prin identificare se obtine egalitatea

1 1
1 _6_ 2 , 3
x(x+2)(x+3) x x+2 x+3
" n 1 I~ 11
b Punand H,=) bti 65k 25 k+2
) unan ) Z obtinem ;k(k+2)(k+3 65k 25 k+2

n+2 n+3 1 1 1

1E& 1 1
D orTEL I NI PRI VAR

3k1k+3_

1 1 1 3
-H, ——H, ,+-H, s+—
6 n 2 n+2 3 n+3 56
< < 1 . C . 1
Dacd notdim O|—| majorat de —, avem H, ,=H +0O|—| si H, ,=H +0|—|. Deci
n n n n
L3 0[1]%1-
= k(k+2)(k+3) 56 n) 56

Exercitiul 6. Fie x si y doud numere reale pozitive sau nule. Aratati ca

el

Solutie: Fari restrictie presupunem ci x =u’ > y =1’ . Obtinem
— | sSu—v<Ju -V <:)(Lt—v)3 <uw—v e 3uv+3w’<0e 3uv(v—u)§0.

Aceastd inegalitate este adevarata, deci si inegalitatea datd este adevarata.
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Exercitiul 7. Fie P(x)=x"—x+1.

vvvvv

vvvvv

c)Notand u, =" + 3" +~", n €N, calculati u,,u,,u, .
d) Aratati cd pentru orice n € N, u, apartine lui Z .

e) Determinati limsinma”.

n—oo

Solutie: a) Avem P’ (x):3x2 —1, care se anuleazd in :I:L. Astfel P creste pana la —

g N
1 2

| L . 1.
descreste intre _ﬁ s E, s1 apoi creste. Cum P[—] =1———=>0, Pnu se anuleaza intre ——= si

V3 33 V3

1 ) . ) 1
—=. P admite o singurd raddcind Intre —co i ——=. Cum P(—1)=1, avem v <—1.

5 NG
Px)

X—Q

b) Polinomul
complexe conjugate (3 si 7. Consideram termenul (x—a)(x—3)(x—~)si constatdim ca afy=—1, deci
ﬁB:%la. Deci, 8] <1.

c) Observim ca oa+pB+y=1 si af+pPy+ya=—-1. Deci u,=3, wu =0 si

u, :(a+ﬂ+’y)2—2(aﬁ+&y+'yoz):2.

d) Cum «este ridicind a lui P, avem o’ —a+1=0 si deci "7 —a"" 4" =0. Obtinem o
egalitate analogd pentru 3 si . Adunand aceste relatii obtinem u, , —u, , +u,=0. Aratdm ca u, €Z.

Pentru n=0,1 si 2 este evident. Presupunem cd rezultatul este adevdrat pentru »n>2. Atunci

u, ,=u, —u, ,€7Z,relatie de recurenta cu ajutorul careia rezultd cerintele problemei.

e) Cum ‘a”‘ — 00, nu putem deduce direct daca sinma” admite limitd. Cum u, €7,
sina” :sin7r(un—ﬁ”—y"):(—l)"”+1 sinﬁ(ﬂ”nty"). Avem 8" +~"<2|6" —0. Deci
(ﬂ(ﬁ” + 7”))’@] este un sir real care tinde catre 0. Prin urmare sinw(ﬂ” + fy”) — 0 si sinta” — 0.

Exercitiul 8. Determinati o primitiva a functiei f(x)=e *sin’x.

. e _|1—cos2x
Solutie: Avem e “sinx=e " [— :

1= f e "cos2xdx se calculeazd prin parti:
1= fe*" cos2xdx = —e" cos2x — 2f e "sin2xdx = —e* cos2x +2e *sin2x — 4f e " cos2xdx

. . . . 1 1 1 .
Deci 5 = e *(2sin 2x —cos 2x). Prin urmare fe*" sin’® x = —Ee*x _El = Ee*x (cos2x—2sin2x—5).

Exercitiul 9. Fie 4BC un triunghi nedegenerat. Cercul inscris triunghiul ABC este tangent in 4’
la [BC|,in B' la [CA] siin C’ la [4B]. Aratati ca dreptele (A44'),(BB’),(CC’) sunt concurente.
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Solutie:

Fie I centrul cercului inscris. Acesta este punctul de concurenta al bisectoarelor interioare. Punctul
A’ este proiectia ortogonald a lui / pe (BC), si Tn mod asemanator pentru celelalte. Fie » raza cercului

inscris. Notdm cu 2« masura unghiului (ﬁ,ﬁ) si cu 23, 27 celelalte. Avem 15 = ArC' =tga;
!/ / / 3
r - = r - =1g[3; L,: A - =1g7y si deci A,B-B,C- C,A = r}ctgﬁ clgn-ciga =1. Tinand cont de
BC" BA CcA” CB A'C B'A C'B rctgy-ctga-ctgl3
o Dl g
pozitia punctelor A’,B’si C’ pe segmentele [BC|,[CA] si [4B] obtinem ABBCCA_ | Vom arita
A'C B'A C'B

cum aplicam teorema lui Céva , care afirmd cd , in situatia precedentd, cele trei drepte (AA’),(BB’) si
(CC') sunt concurente.

Tindnd cont de pozitia punctelor A',B"si C’in raport cu triunghiul ABC, dreptele (44') si (BB')
sunt concurente in M . Punctul M este baricentrul lui (4,c),(B,8) si (C,7). Prin asociativitatea
baricentrului, M este baricentrul lui (A,a) si punctului A4” care este el insusi baricentrul lui (B,ﬂ) sl
(C,7). Rezultd cd M este pe dreapta (A4”). Cum A" apartine lui (BC) si (A4A') inseamni ca 4" = A4’
si deci A’ este baricentrul lui (B,5) si (C,y). Acesta se scrie BAB+~A'C=0 sau algebric,

- / / =T _ _
GAB+~4AC=0san A8 =7 Latel BE @ peci $4- 5 Relta ci aCd+BCE =0,
Ac B B'A ¥ C'B «

deci C’ este baricentrul lui (4,a) si (B,3). In consecintd M este baricentrul lui (C,7) si (C’ ,a+ ﬁ),

deci este pe dreapta (C c” ) , adica cele trei puncte sunt concurente.

Exercitiul 10. Fie (u,) . si (v,) . doua siruri reale. Presupunem ca sirurile (u,-v,) . si

€N
u i 1% 4 sunt marginite. Aratati ca sirurile (u ) si (V ) sunt marginite
n n g * H] ] n/neN > n g *

neN neN
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. . . . . A 2 4 . / .
Solutie: Fie numerele reale M si M'mai mari decat 1 astfel ca ‘un —vn‘ <M si |unvn| <M". Prima

inegalitate se scrie ‘un —v,f"

u, —|—vf‘§M . Presupunem ci ‘un —v,f‘gx/M (pentru un 7 dat). Punand
A =u,—v: si B =uyv, rezulti u,= A, +v. . Obtinem v.=-A4v +B,. Dacd |vn| >1 rezultd

n

‘vﬂ < ‘vﬂ(\/ﬁ +M ’), deci |v,| < VM +M’. Aceasta inegalitate este verificatd de asemenea daci |v,[<1.

Daca ‘un +vﬂ§\/M , rezultatul este analog. Deci, pentru orice n, Vn|§\/M +M'. Rezulta ca sirul

(v,)., este marginit. Cum ‘uj —v:‘ <M ,sirul (u,) . este de asemenea mérginit.
Exercitiul 11. Pentru n > 2, determinati numarul surjectiilor de la [1,#]la [1,2].

Solutie: Partitiondm [1,7]in doud multimi nevide, prin care elementele primei multimi se duc inlsi
elementele celei de-a doua se duc in2. O astfel de partitie este determinata de o multime cu p elemente,

n—1

ege ey

p=l1
numarul functiilor surjective.

Exercitiul 12.Fie n un numdr natural,n >1. Aratati ca existd un numar real ¢, care are urmatoarea

. . 1 1 .
proprietate: oricare ar fi numerele naturale nenule k,%,,...,k, astfel ca —+..+—<1, deci

>n
1 n

1 1
—+..+—<l-g,.

1 n

Solutie: Fara a restrnge generalitatea presupunem ca k <k, <..<k . Proceddm prin recurentd

: . 1. . y <
asupra lui n. Cazul n=1este evident cu ¢, = 5 Fie n e N ; presupunem cd rezultatul este adevarat pentru

. 1 1
n—1.Fie k,k,,...,k, astfelca —+..+—<1.

1 n

s 2 1 . S
Presupunem mai intdi k, >——. Cum—+..+——<1, ipoteza de recurentd asigurd ca

8”*1 kl n—1
i+...+L<l—gﬁ, deci ca i+...+L<1—£,
k, k 2

n—1 1 n

. 2 . A . .
Dacak <——, k, ia valori intr-o multime finitd. Cum#k, <k

., celelalte numere £, iau, de asemenea,
€

n-1

A . e A e . 1 1 9 .
valori tot Intr-o multime finitd. In consecintd multimea sumelor — +...+ — corespunzdtoare este o multime
1 n

finitd care confine maximul sdu. Acest maxim este strict mai mic decatl. Daca il notaml-n, , cu

N . (&, g . .
n, >0 observam ca ¢, :=min| ——,7n, | raspunde cerintei problemei.
2
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PROBLEME REZOLVATE DIN NR. 1/2010
CLASA AV-A

2012 2013 2014 2015 2016

Problema G1. Ordonati crescator numerele: , , , , .
2006 2007 2008 2009 2010

Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

6161616

Rezolvare: Numerele se pot scrie: 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ . Cum
2006 2007 2008 2009 2010

6 6 6 6
> > > >
2006 2007 2008 2009 2010
2016 2015 2014 2013 2012

2010°2009° 20082007 2006

rezulta ca numerele sunt ordonate crescator astfel:

Problema G2. Suma a noua numere naturale este 2011. Suma a sase dintre acestea este 1001. Este adevarat
ca produsul celor noud numere este intotdeauna multiplu de 4? Justificare.

Marina Constantinescu, profesor

Sc. Gen. ”’C. Savoiu”, Tg-Jiu

Rezolvare: Dintre cele sase ce au suma 1001, cel putin unul este par, deoarece daca toate ar fi impare suma
lor ar fi para. Analog, din celelalte cinci ce au suma 1010, unul este par, deoarece daca toate ar fi impare
suma lor ar fi impara. Deci produsul celor noud numere este multiplu de 4.

Problema G4. . Un numar abcd , cu a,b,c,d cifre distinctive , are cifra unitatilor si cifra miilor consecutive
iar suma dintre cifra zecilor si cifra sutelor maxima. Dacd numarul este divizibil cu 10, aflati numarul.

Ion Sanda, profesor
Sc. Gen. Nr. 2, Motru

Rezolvare: Din datele problemei se obtine b+c¢=17,deunde b =8,c=9 sau b=9,c =8. Daca abcd
este multiplu de 10 rezulta d =0, de unde se obtine a =1. Deci abcd € {1890,1980}

Problema G7. Determinati numarul n natural, stiind ca n”> —n + 2 este prim.

Velcea Emilia, profesor
Sc. Gen. Nr.2 Lupeni, Hunedoara

Rezolvare: Numarul se scrie n(n — 1) +2 si este par, deoarece n (n - 1) este par. Deoarece singurul numar

prim si par este 2 rezulta ca n(n —1) =0, de unde se obtine n=0 sau n=1.

CLASA A VI-A
a+b

ab-1

Problema G12. Sa se afle numerele naturale a,b,c, stiindca 1<a<b<csicd c=

Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu
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Rezolvare: c= atb < 2ab Pe de alta parte, din 1<a,b=2a—-1>1 s

ab—1 ab—1'
b>2=b(2a—1)>2=2ab—b>2=b<2ab-2=

b cpn 2

ab—1 ab—1

<4=c<4, cu solutii

a=1,b=2,c=3.
Problema G13. Aflati numerele naturale a,b,c proportionale cu 2,3 si 8 dacd a” =c.

Ion Sanda, profesor
Sc. Gen. Nr. 2, Motru

Rezolvare: Din datele problemei avem %: g :% de unde rezulta a = 23—b sl c= % Inlocuind in a doua

b
relatie se obtine [23—b] :%, adica 2°-b"-3=3".8-b. Impartind relatia cu 2°-3-b se obtine relatia

2b73 .bbfl — 3b—1 )
Dacd b>3 atunci 2°°-b"" este multiplu de 2, de unde rezultd 3°~' multiplu de 2, fals.
Daca b <3 rezulta b—3 <0, fals.
Deci singura solutie este b =3, de unde rezultd a =2 si ¢ =38.

Problema G16. Se considera zece unghiuri in jurul unui punct care verifica simultan conditiile:
1) oricum am lua trei dintre aceste unghiuri, exista cel putin doua de aceeasi masura

i) valoarea cea mai mica a masurilor celor zece unghiuri este 27°, iar valoarea cea mai mare a

masurilor lor este 45°.
Sa se determine masurile celor zece unghiuri.

Marina Constantinescu, profesor
Sc. Gen. ”C. Savoiu”, Tg-Jiu

Rezolvare: Fie x mdsura unui unghi oarecare din cele zece unghiuri. Consideram unghiurile de masuri
x,27°,45° aflate Tn multimea celor zece unghiuri. Conform 1) se observa ca x=27"sau x=45". Deci orice

unghi are masura 27° sau 45°. Fie » numarul unghiurilor de masura 27°. Obtinem
27°-n+45"-(10-n)=360" =>n=>5.

CLASA A VII-A

Problema G20. Pentru orice numere intregi a si b demonstrati ca:
a) Daca 5|2a +3b, atunci S‘Zaz +3ph%.
b) Daca 52a° +3b*, atunci 5]2a +3b sau 52a—3b.

Valeriu V. Barbieru — profesor, Sc. Gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu
Cornelia Elena Barbieru — profesor, C. N. “Tudor Vladimirescu”, Tg. Jiu

a) Rezolvare: daca a,b € Z au loc echivalentele:
5|2a+3b < 5|2(a—b)+5b < 5|2(a—b) < 5|(a—b) , adicd 5|2a+3b < 5|(a—b) 1)
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Repetdm procedeul si avem:
5|2a* +3b” < 5|a’ —b* < 5|(a —b Ya +b )< S|(a —b )sau S|(a +b )
adica 5|2a2 +3b <:>5| (a =b ) sau 5| (a +b) (2)
din (1) si (2) rezulta implicatiile:
5|2a+3b=5|(a—b) = 5|24’ +3b* sau5|2a+3b = 524" +3b’
b) Tinand seama de (2) deosebim doua cazuri:
bl) 5| (a —b ) din (1) rezultd imediat 5|2a + 3b prin urmare
5|2a” +3b’rezultd 5|2a+3b
b2) 5|(a +b ) avem:
Sla+brezulta 5| a—(—b> = (1) 5] 2a+3(—b) 5]2a—3b =, prin urmare

s2a® +3b* = 5l2a-3b
Problema este complet rezolvata.

Problema G22. Se da triunghiul ABC si punctele N,P,E si F - mijloacele segmentelor [AC], [4B],
[CP] respectiv [CP] . Daca BNNCP= {G} , AFNNP= {Bl} si AENNP= {Cl} , demonstrati
caAGB,C, ~ AABC si determinati raportul de asemanare.

Valeriu V. Barbieru — profesor, Sc. Gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu
Cornelia Elena Barbieru — profesor, C. N. “Tudor Vladimirescu”, Tg. Jiu

Rezolvare: Fie BM (\CP = {N } si DP(NAM ={Q} . Se demonstreaza cdi MNPQ este un patrat, urmand de
exemplu indicatiile de mai jos:

AMAB = ANBC = APCD = AQDA deci MNPQ este dreptunghi , avand 3 unghiuri drepte.

MN = NP ca diferenta de lungimi egale. Deci MNPQ este patrat.

In continuare, fie 4B = a . Demonstratia in sine se bazeazi pe urmatorul rezultat:

A . . D . e 9 . . 1 ..
Intr-un triunghi dreptunghic avand un unghi de 15°, inaltimea corespunzitoare ipotenuzei este 1 din

ipotenuza. Triunghiul MAB fiind unul dintre acestea vom avea:

a
AB- Ty & ’ ’ . . .
A = zhAB = 24 = %,AA B = %, sau A,z = %. Exprimam aria patratului MNPQ in doua
moduri:
2 2 2 2
a a _a a
AMNPQ =Apep =4 Ao = a’ _4§ =a’ _7 = 7’AMNPQ = 7
MP’
AMNPQ =MN’ =

Din cele de mai sus rezulta ca MP = AB.

CLASA A VIII-A

Problema G31. Fie a si b cifre nenule ale sistemului zecimal. Demonstrati ca:
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91 ba 19

ab - .. .
b) — este numar natural daca si numai daca a=b.
a

Valeriu V. Barbieru — profesor, Sc. gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu
Cornelia Elena Barbieru — profesor, C. N. “Tudor Vladimirescu”, Tg. Jiu

Rezolvare: a) Daca a,b e {1,2,...,9} , atunci:
ab_19_91-ab—19-ba _91(10a+b)—19(10b+a) 891a—99 _99(9a—b)

ba 91  91-ba 91ba 91ba 91ba
Se observa ca egalitatea are loc numai daca a =1sib=9.

Rezulta ca Q < a=b
ba

Demonstratie analoagd pentru cealaltd inegalitate.

b) Fie a=b:keN,deci k>1.
ba

Avem: =b—kc>10a+b k(10b+a) < b= 10—k
ba 10k — l

Pe de alta parte din 19—91<%<2:41—551a—b—keN rezultd ca k apartine{1,2,3,4} (2)

ba 19 19  ba

(1)

’

Din (1) si(2) obtinem b € {a 8

—a,cuaedl,?2,3,4,56,7,8,9}.
19 ’29

13

Cum b €N, deducem b =a sau %a sau 751 sau ?a.

Analog pentru celelalte cazuri ramanand singura posibilitate a =5 .
Reciproca este imediata.

) 1 1 1
Problema G33. Fie x,x,,...,x, € (O,a] , (a>0) astfel incadt —+—+..+— I
XX, X a

n

Calculati

X +X, .. tx,.
Petre Ciungu, profesor
C.C. Virgil Madgearu, Tg-Jiu

. . .11 .n 1 1 1 1 1
Rezolvare: Din x, E(O,a],lzl,n:>0<xi <asi—<—.Deci —=—+..+—<—+—+...+—.
a x, a a a x X, X,
de n ori
. < e : T 1 1 1
Rezulta ca inegalitatile nu pot fi stricte sideci —=—=...=—=—,deunde x, =x,=...=x, =a.
X, X, x, a

Deci suma este
X, +X,+..+Xx, =na.
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Problema G37. Se considerd o multime infinitd 4 de numere reale cu proprietatea cd suma oricaror 2010
numere distincte din 4 este numar rational. Sa se arate ca 4 < Q.

Mircea Constantinescu, profesor
C.N. Ecaterina Teodoroiu, Tg-Jiu

Rezolvare: Aratam initial ca daca a,b € Aatunci a—beQ. Consideram multimile {a,x;,x,,..., Xy} $i
{b,x1,%),.., X000 } » Unde x;,x,,...,x5009 € 4 distincte doud cate doua si distincte de a si b. Atunci

a+x1+x2 +...+X2009 EQ sl b+x1+x2 +...+XZ009 EQ deCI (a+x1+x2 +...+X2009)'
(b+ X+ X3+ Xp009) €Q, decl a—beQ.

Fie acum a € 4 arbitrar. Vom ardta cd a € Q, de unde concluzia. Fie x,x,,...,x59;9 € 4 distincte doud
cate doud. Avem 2010-a=(a—x)+(a—x;)+..+(a—xy00)+ (X + X +...4X59,9) €Q, deci aeQ.

CLASA A IX-A

Problema L1. Dacd a,b R’ , demonstrati ca

2 la>+b*  a+ +
\ab - <.|2 2b - bSa b—\/ab,cuegalitatedacésinumaidacé a=b.

1.1 2 2
a b

Valeriu V. Barbieru — profesor, Sc. gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu
Cornelia Elena Barbieru — profesor, C. N. “Tudor Vladimirescu”, Tg. Jiu

2 a+b a’+b’
Rezolvare: Daca a,be R,a >0,b >0, fie H—ﬁG Nab, A= 5 ,P= 5
J— + —
a b
Media aritmetica , geometrica, armonica respectiv patratica a numerelor asib.
Dupa cum se stie H <G< A< P , cu egalitate numai daca a=»5.

De asemenea , in urma unui simplu calcul, vom obtine:
G=~GH si P=~2A4"-AH .

. . o .. + +
Pentru a demonstra prima parte a inegalitdtii vom folosii: Vx 5 \/; <, /x 5 Y ; x>0, y>0 (1)

Egalitatea are loc dacd si numai dacd x=y
Fie x>0,y>0s1 x=y.Avem:

\/;+\/;< x+y<::> 2 S V2 @2(\/;_\/;) V2 |x y|
SR T i i Bl iy Tt
-y

————  (2), cuegalitate daca
A2 (x + y)

Prin urmare pentru orice x >0, y > 0 are loc inegalitatea: ‘«/; - \/; ‘ >

si numai daca x=y.
Sa trecem la rezolvarea propriuzisa:
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2 2
Jab -2 <[4 erb L4th G H<P oA JAH —H<N2A - AH — A 2L — AH —JAH >

1.1 2

a b

A-H @3).

Dacd x=2A4"-AH si y=AH ,atunci x>0,y>0si x>y.

2
Din (2) rezultd: \24%> - AH - AH > 247 - AH—AH 244 H)=A—H ).
\/2(2A2—AH+AH) 24

Din (3) si (4) obtinem prima parte a inegalitatii din enunt.
Egalitatea in (4) are loc daci si numai dacd 24°> — AH = AH (conform (2)) daci A= H , adici a=5h.

b) Avem:
/angz +a;bga;b—\/%@P—ASA—GQP+G£2A©m+mﬁ2fldin(1)
rezulta:

@+ms\/2AZ—A2H+AHC> Al + AT <24

Din ultimele obtinem a doua inegalitate din enunt.
Egalitatea are loc <> 24>~ AH = AH < A=H < a=5b

Problema L5. Fie x,y,z>0. Aratati ca :
+ + + +yz+
xty y+z o oz4x 6(xy+ yz + zx) < Z

X+y+2z y+z42x z+x+2y  (x+y+z) 2
Andrei Razvan Baleanu, elev
C.N. George Cosbuc, Motru

Rezolvare: Rescriem inegalitatea astfel:

Z - X+y Z6(xy+yz+zzx)_l<:>Z: X ZIOP—S’
xX+y+2z (x+y+z) 2 dawal2x+y+z 4P+2S

ciclica
unde S=x"+)"+2z° si P=xy+yz+2zx.
Din. Din Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:

X _ x2 (x+y+Z)2
2 y+z+2x 2 27 +yx+zx 2D X042 xy

ciclica ciclica
Este suficient sa demonstram ca:
S+2P S 10P-S

2S+2P 4P+2S’

Inegalitate adevarata deoarece S > P.

Problema L6. Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu M, N €[A4B] astfel incat % =k si % =t,unde

k,te (0,%} sit>k.Fie P,Q€ [BC] astfel incat BP =2kABcos<B si CQ = 2tAB cos<«B . Consideram

un punct S, variabil pe dreapta BC . Aratati ca:
a) Daca S e[PQ], atunci (MB—MS)(NC—NS)<0.
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b) Dacd S se afla pe restul dreptei BC, atunci (MB—MS)(NC—NS)=0.

Andrei Razvan Baleanu, elev
C.N. George Cosbuc, Motru

Rezolvare: Fie M' simetricul lui B fata de M . Atunci BM '=2kAB . Fie M " piciorul perpendicularei din
M ' pe BC. Atunci BM "=2kABcos<B = BP, deci punctele M " si P coincid. Cum M este mijlocul
ipotenuzei in triunghiul BM 'P, avem PM = MB = MM '. Deci, triunghiul MBP este isoscel. Cum
mediatoarea segmentului [BP] trece prin punctul M avem:

(1) MB=>MS daca M €[BP].
(2) MB<MS daca M se afla pe restul dreptei BC' .

Analog se obtine:
(3) NB> NS daca N €[BQ].
(4) NB< NS daca N se afld pe restul dreptei BC'.

Din cele 4 relatii se obtine imediat concluzia.

CLASA A X-A

Problema L12. Pentru neN, n>2 se considerd progresia aritmetica (a,)
Demonstrati ca :

a) \/alan S(/alaz era, <

1<re, CU termeni pozitivi.

a,+a

n

, oricare ar fi n>2 si cu egalitate dacd si numai daca n=2.

b) (1+ljn£K1+ ! j[1+ 2 J...(l+ n-l ﬂ <(1+Ljn, oricare ar fi n>2 si cu
n (n—Dn (n—Dn (n—-Dn 2n

egalitate numai dacd n=2.

Valeriu V. Barbieru — profesor, Sc. Gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu
Cornelia Elena Barbieru — profesor, C. N. “Tudor Vladimirescu”, Tg. Jiu

Rezolvare: Vom demonstra mai intai urméatoarea:

Propozitie: Daca (a, ) _,_ ,n€N,n>2 este o progresie aritmetica, atunci a,-a, <a,-a, ,,, (1)
pentru orice 1<k <n sicu eéaiitate numai dacd k=1 sau k =n.
Demonstratie: Fie a, = a; r - ratia progresiei; 1 <k <mn;n>2. Au loc echivalentele:
a-a,<a.-a, , < a<a+(n—l)r> < [a—i—(k—l)r]-[a—i—(n—k)r] s a+(n-Nra<ad +(n—1)ra+
(k — 1)<n — k) r>. Deoarece 1< k <n, ultima inegalitate este adevarata.

Evident egalitatea are loc daca si numai daca k =1si k=n
a) Fie o progresie aritmetica cu termenii pozitivi .
Din (1) facand pe rand k£ =1,2,...,n rezulta:
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a-a,<a-a

n

a-a,<a,-a

n—1

a-a,<a, -a,
a-a,<a, -aq
Inmultind inegalitatile (fiecare membru fiind pozitiv), obtinem:
n 2
(a1 -an) S(a1 -a, -...-an) <:>\/a1 -a, S(/al Q. q,

Dacdn>3 sik =2, atunci k #1 si k #n, deci inegalitatea q, -a, =a, -a,_,,, (1)este strictd ,mai exact

a,-a, <a,-a, ,.Cum inegalitatile din coloana de mai sus au toti membrii nenuli, in urma inmultirii se va

obtine o inegalitate stricta;

Evident, pentru n = 2 avem egalitate.

Pentru inegalitatea din dreapta de la punctul a) al enuntului , aplicam inegalitatea A-G pentru termenii
pozitivi ai progresiei aritmetice, diferiti doi cate doi.

(al +an)
"(—al-az-...-an<a1+a2+"'+a’7: 2 :a1+an.
n n 2

b) In continuare vom considera ca si ratia este pozitiva .
Prin ridicare la puterea 2n a inegalitdtilor de la punctul a) obtinem

2n
a-a) <(a-a-..a) < 4ra, n>2  (2)
1 n 1 2 n 2

daca a, =a > 0si r > Oeste ratia progresiei , avem:

a-a, :a<a+(n—1)r):a2(1+(n—1)-1j

a

4 -ty =alasr)..(1+ (n-1)r) =’ .(1+§j.....(1+(n_1)1j

a
a1+a”:a+a+(n—1)r (n_l)r:a(l+n_l-£]
a

=a+
2 2 2

T . o
Notdm — = x > 0si inlocuim in (2)
a

2n
a*" .(1+(n—1)x)n <a™ ~[(1+x)(1+2x)...(l+(n—l)x)]2 <a™ -(1+n7_1x) =
2n
[14(n-1)x]" <[(1+2)(1+ 2x)...(14 (n=1)x) <(1+”T_1xJ n>2
Se observa ca aceste inegalitati au loc pentru orice x > 0si # mai mare sau egal cu 2, deoarece pentru x>0,

. L . . . A r
existd o progresie aritmeticd cu a, = a > 0s1 > Qastfel incat x = —
a

‘ 1 . ) n _ 2n 2n
Daca n > 2 este fixat si x=——— atunci [1+(n—1)-x]|" = TERLE It ) S
(n=1)-n n 2 2n
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n 2 2n
Inlocuim in (3) si rezulta (1+l) < 1+; . 1+L 1+n—_1 <(1+L] n>2
n (n-1)-n (n—1)-n (n-1)-n 2n

Problema L13. Rezolvati ecuatia 1+ (p —1)!= p°, p - prim, p > 6.

Antonie Cristian, profesor
C.N. Ecaterina Teodoroiu Tg-Jiu

Rezolvare: Presupunem ca ecuatia are solutie = 3 p —prim, p > 5astfel incat (p—1)!=p° -1 (1)
-1 -1
2< =< p-1= (-1 =2~ (p-DIG-D! @)

Din (1) i (2) = (p~1* | p° -1

=>p-1|p+p*+p +p*+p+1

=>p-1|p-1+p'-1+p —1+p° -1+ p-1+6.

Cum p—1| p* —1,Vk natural = p—1|6 = 6> p—1= p <7 = p =7 (nu verifici ecuatia)

= ecuatia nu are solutii.

Problema L14. Fie a,b,c € (0,1) sau a,b,c (l,oo) . Aratati ca:
log .. b’c’ +log ., . ca’ +log .. a’h’ <6.

Andrei Razvan Bileanu, elev
C.N. George Cosbuc, Motru
Rezolvare: Rescriem inegalitatea astfel:

Z log, b+log, c < 6
ciclicd log,, a+210gn b+210gn C B 5 ’

unde n € (0,1) daca a,b,c e (0,1) si ne(l,00) dacd a,b,ce(1,).
Fie log, a=x>0, log, b=y >0 si log, c=z>0. Inegalitatea de demonstrat devine:

Z y+z SQQZ 2y+2z SE@
ciclicdx+2y+22 5 ciclica’x+2y+22 5

= (l—ﬂjzge 2;22

ciclicd x+2y+2z corea X +2y+2z
Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz avem:
3 x B x’ . (x+y+ z)2
X A2y 42z S xR 2xy+2xz Z x* + 42 Xy

(x+y+z)2

Zx2+42xy

3 . . . <
Cum x° +y° + 2> > xy+ yz+zx avem > 5 Siacum inegalitatea e demonstrata.
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CLASA A XI-A

Problema L23. Fie a,b>0,neN,n>2 s1 M, (a,b) mulfimea matricelor patratice de ordinul » avand

toate elementele din multimea {a,b} . Daca det(A) >0,VdeM, (a,b) sisearateca a=>b.

Mircea Constantinescu, profesor
C.N. Ecaterina Teodoroiu, Tg-Jiu

Rezolvare: Fie 4 matricea cu elementele de pe diagonala principala egale cu a si restul egale cu b. Atunci
det(A4)= I:a +(n- 1)b] (a- b)”_1 . Fie A’ matricea obtinutd interschimband liniile 1si 2 ale matricei 4.

Atunci det(A4')=—det(4)<0.Dar 4'e M, (a,b)=det(4')20 , deci det(4')=0=>det(4)=0.Deci a=b.

Problema L.24. Sa se arate ca exista un sir (an )n>1 de numere reale cu proprietatea ca

< . o 1
a,.] =+/a, +o,Vn =1, daca si numai daca « Z—Z.

Mircea Constantinescu, profesor
C.N. Ecaterina Teodoroiu, Tg-Jiu

< < 1. o A .
Rezolvare: Sa presupunem ca o < 2 si fie (a, )n21 astfel incat a,,; =./a, +a,vn>1. Atunci

1 . .
Uy =AJa, +a <, [a, 2 <\la, =|a,|=a,.Yn>2(deoarece a,>0,¥n>2)siatunci sirul (a,) _, este

descrescator i marginit inferior, deci convergent. Daca / = lim a, € R, atunci trecand la limita in relatia de
n—0

< . « . . - 9 1
recurentd se obtine ¢ /> —/—a =0 sicum A=1+4a <0 rezulti ci /¢ R, fals. Dacd a > 2 putem

1++VI+4a
2

considera sirul constant a, = ,n>1, care verifica relatia data.

Problema L25. Fie (an )n21

consecutivi ai progresiei exista exact un numar natural. Atunci » =1.

o0 progresie aritmetica cu ratia » >0 cu proprietatea ca intre oricare doi termeni

Mircea Constantinescu, profesor
C.N. Ecaterina Teodoroiu, Tg-Jiu

Rezolvare: Din enunf se obtine ca intre a; §i a,,, existd exact » numere naturale, adica
* % l’l _1 I’l + 1 * . A . PR
n—-1<a, —a<n+LVneN" ,sau n—-1<r-n<n+LVneN & —<r<—— VneN’, si trecand la limitd
n n

dupa n— oo se obgine r=1.
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CLASA A XII-A

Problema L[29. Se considera functia f: {O,%} — R, care admite primitive si are proprietatea ca
| f (x)| <ctg x, (V)x € (0,%). Daca F este o primitivd a lui f pentru care F [%) =0, demonstrati ca

existd o € (0,%} astfel incat F(o)<I.

Petre Ciungu, profesor
C.C. Virgil Madgearu, Tg-Jiu

Rezolvare: Functia f :[O,g

— R, g(x)=sinx-F(x) este o functie Rolle si in plus g(0)=0= g[%] :

Atunci conform teoremei lui Rolle, existd o €

0, g] astfel Incat g/(oz) =0. De aici rezulta

cosa-F(a)+sina- f(a)=0, relatie echivalentd cu F(a)=— (S:ionsz f(a).

Din ultima relatie rezulta ‘F(a)‘ = tga"f(oz)‘ si cum ‘f(x)‘ <ctgx,Vx €

O,%], obtinem ‘F(a)‘ <1.

Problema L31. Se considerd polinomul /= X"+ X" +..+a, X>+1eR[X], unde a,_, >0. Si se arate

cd f nu are toate radacinile reale.

Petre Ciungu, profesor
C.C. Virgil Madgearu, Tg-Jiu

Rezolvare: Fie x,,x,,...,x, rddacinile polinomului f, evident toate nenule. Polinomul
1 . 1 — . e
g=X"f [}] =X"+a, ,X"?+..+1 are radicinile y, = —,i =1,n. Din relatiile lui Viéte pentru

i

polinomul se obtine y, +...+y, =0 si y,y, +...+y, ¥, = a, ,. Din acestea se deduce
WAt =+t 2,) = 2(ny +ot v, ) =—2a,, <0, de unde rezulti concluzia.

1

2
Problema L36. Si se arate ca J. x2e* dx < % )
0

Mircea Constantinescu, profesor
C.N. Ecaterina Teodoroiu, Tg-Jiu

Rezolvare: Avem
1 1 3 1 1 ' 1
2 2 1 2 1 2 1 2 1 211 1 2
Ixzex dxsjuex dxz—fxex dx+—jx2 (ex ) dxz—jxex dx +—x%e* ——Ixex =<
0 0 2 2 0 4 0 2 0 4 0o 2 0 4
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PROBLEME PROPUSE

CLASA A V-A

Problema G42. Comparati numerele 3-2" si 23" unde neN |
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti

Problema G43. a) Aratati cad 26 se scrie ca suma de trei patrate perfecte distincte.
b) Aratati ca 676 se scrie ca suma de trei patrate perfecte distincte.

c) Aratati cd 26" se scrie ca suma de trei patrate perfecte distincte.
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti

Problema G44. Fie n € N,n > 3,n impar.
a) Aflati restul impartirii numarului 6" la 5.
b) Scrieti numiarul 6" ca suma a trei numere naturale consecutive pare.

¢) Aritati cd numdrul 6” se scrie ca diferenta a doud patrate perfecte.
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti
Problema G45. Daca n,m € N,n,m>2 sa se arate ca numerele de forma 17" -59™ +1003 se divid cu
2006.
Ion Gheorghiu, profesor
C.C. ,,Virgil Madgearu’’, Tg-Jiu

Problema G46. Calculati suma 101+1001+...4+1 0...0 1.
2010cifie
Stelicd Modroiu, profesor
Sc. Gen. Dragutesti
4n+48

Problema G47. Cate fractii subunitare de forma ,cu neN, existd ? Precizati cate din ele sunt

ireductibile ?
Costin Zalog - Colibasi, profesor
Sc. Gen. "Pompiliu Marcea”, Tg-Jiu

: . 1 .. o o
Problema G48. Aratati ca fractiile de forma 7 se transforma in fractii zecimale periodice.
a

Radu Manta, profesor
G.S.I. Barsesti, Tg-Jiu

Problema G49. In trei lizi se afla cantititi egale de prune. Daci se iau din fiecare lada cate 8kg, in toate

lazile la un loc raméne o cantitate egald cu cea care era la inceput in fiecare lada. Ce cantitate de prune a
fost in total?

Adrian Popescu , profesor Sc. Gen. ”Sf. Nicolae” ,Tg-Jiu

Popica Adrian, profesor L.T. Novaci
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Problema G50. Dorel este bolnav. Doctorul i-a dat sa ia pastile din jumitate in jumatate de ora. In cate
minute ia Dorel primele 3 pastile?
Adrian Popescu , profesor Sc. Gen. ’Sf. Nicolae” ,Tg-Jiu
Simona Stoicoiu , profesor Sc. Gen. ”Constantin Savoiu”, Tg-Jiu

Problema G51. In cate moduri putem alege doud numere mai mici decat 2008 astfel incat
diferenta lor sa fie 5767
Adrian Popescu , profesor Sc. Gen. ”’Sf. Nicolae” ,Tg-Jiu
Simona Stoicoiu , profesor Sc. Gen. ”Constantin Savoiu”, Tg-Jiu

CLASA A VI-A

Problema G52. Fie x,y,z € N astfel incat gz % = %
Ardtati ¢d 33(x+ y+2)(x> + > +2°) =83(x> +)° +2°).
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti

Problema G53. Fiind date numerele rationale pozitive a,b,c,x,y,z  astfel
incat i + Y + Z __3_p42 , unde n€ N, ardtati ca numarul a + b + ¢ este
a+x b+y c+z at+x b+y cH+z

natural, patrat perfect.
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti

Problema G54. Determinati restul impartirii numarului 4 = (9a —1)*" —(95—1)*" a,b,n,m € N*, 1a 9.

Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti

Problema G55. Si se rezolve in Nx N ecuatia:2* +1= y°.

Stoicoiu Simona, profesor
Sc. Gen. ”Constantin Savoiu”, Tg-Jiu

Problema G56. Sa se afle cele 2004 numere rationale care sunt direct proportionale cu numerele
1,2,3...,2004 stiind ca suma lor este 2005.

Ion Gheorghiu, profesor

C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

Problema G57. Se da N= 1!4+2!+3!+4!+...+2005!+a, unde ae N, iar n!=1-2-3-...-n, pentru orice ne N. Sa
se arate ca :

a) daca ae {0,4,5,9 }, numarul N nu este patrat perfect;

b) daca ae {0,2,4,6,8 }, numarul N nu se divide cu 4;

c¢) daca a= 2004, ultimele doua cifre ale lui N sunt 1 si 7.

Ion Gheorghiu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu
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Problema G58. Si se giiseasci toate numerele intregi pozitive k astfel incat k +1si dividi pe &* +1
Grigore si Doru Hortopan, profesori
Sc. Gen. Rugi

Problema G59. Determinati numarul dreptelor care trec prin 2010 puncte coplanare, dintre care oricum am
alege trei, ele sunt necoliniare.

Stelica Modroiu, profesor

Sc. Gen. Dragutesti

Problema G60. Pe latura AB a triunghiului isoscel ABC ([AB]E[AC]) se construieste in  exterior

patratul ABDE .Sa se calculeze masura unghiului £CB.
Popica Adrian, profesor L.T. Novaci
Simona Stoicoiu , profesor Sc. Gen. ”Constantin Savoiu”, Tg-Jiu

Problema G61. Se da dreptunghiul ABCD. Notam cu F simetricul lui 4 fatd de diagonala BD.
Demonstrati ca ABDF este dreptunghic.

Adrian Popescu , profesor Sc. Gen. ”Sf. Nicolae” ,Tg-Jiu

Simona Stoicoiu , profesor Sc. Gen. ”Constantin Sdvoiu”, Tg-Jiu

Problema G62. Fie ABC un triunghi oarecare si fie punctele D,M, N, piciorul Tndltimii din 4 pe BC,
mijlocul laturii 4B respectiv AC . Sa se arate cd 3P,,,,yv > Py sc -

Claudiu Mandrila, elev Dambovita

Problema G63. Fie ABCD un patrulater convex si M, N, P,Q mijloacele laturilor AB, BC, CD,DA . Sa se
arate ca AB+ BD <3P, —2P, ., sisa se deduca si inegalitatea 65, > 5P, 5, -

CLASA A VII-A

Problema G64. Fie a,b € N,a >1,b > 1. Demonstrati cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Restul impartirii lui a la b este egal cu b—1 si restul impartirii lui a la b+1 este egal cu b .
i1) Existd k € N,k >1 astfel incat a = kb(b+1)—1.

Valeriu V. Barbieru ,profesor
Sc. Gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu

Problema G65. Se considerda trapezul ABCD ([AB] - baza mare) cu AC(\BD = {O} si punctele
Pe(AD), Q€ (BC) astfel incat [OPN AB={R}, [00N AB ={S}. Demonstrati ¢i App, = Appp daci

si numai daca AR = BS'.

Valeriu V. Barbieru ,profesor
Sc. Gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu
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Problema G66. Si se arate ci 37 divide 318" +6 ,oricarearfi ne€ N,
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti

. < . . an+a+1
Problema G67. Fie a un numdr natural nenul. Demonstrati cd fractia tat este

(a+1D)*+a>+3a+3

ireductibila oricare ar fi n € N .
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti

Problema G68. Demonstrati ca 4™ > 3" oricare ar fi n € N.
Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema G69. Aritati cd : 2(V1:2 +4/2-3 +....+n(n+1)) < n’ +2n.

Amelia Velcea, profesor
Lupeni-Hunedoara
Problema G70. Fie paralelogramul ABCD, E si F pe laturile [AB], respectiv [ AD] astfel incat

AD AB
Ezﬁzk.Notém {G}=CENBD,{H}=CFNBD, {P}=FGNBCsi {Q}=EHNCD. Aritati ca
(2k-2)PQO =2k -1)FE .
Andrei Razvan Baleanu, elev
Colegiul National George Cosbuc, Motru

Problema G71. Intr-o wurnid sunt patru bile pe care este lipit unul din numerele

a,=~7Tn+3,a,=~7Tn+5,a, =+/5n+2,a,=-/5n+3,n€ N. Care este probabilitatea ca extragand la

intamplare o bila, pe ea sa fie lipit un numar rational?
Stelica Modroiu, profesor
Sc. Gen. Dragutesti

Problema G72. Fie ABC un triunghi echilateral de latura a. Dacd M este un punct interior triunghiului
ABC sa se arate ca MA+MB+ MC <2a.

Marius Mainea, profesor
Colegiul National ,,Vladimir Streinu" Gaesti Dambovita

Problema G73. Rezolvati ecuatia:

Adrian Popescu , profesor Sc. Gen. ’Sf. Nicolae” ,Tg-Jiu
Simona Stoicoiu , profesor Sc. Gen. ”Constantin Savoiu”, Tg-Jiu
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CLASA A VIII-A

Problema G74. Se considerd numerele a,b,k € R;k>1. Daca a+b=1 si a* +b* =2k* —1, demonstrati

cd |a—b|=V4k* -3,

Valeriu V. Barbieru — profesor, Sc. Gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu
Cornelia Elena Barbieru — profesor, C. N. “Tudor Vladimirescu”, Tg. Jiu

Problema G75. Sa se arate cd 29 divide 41" —12,n € N.

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema G75. Se da prisma triunghiulard regulata ABCABC si punctele M E(BC), N E(CA),
PE(CC'> astfel incat CM =x,CN = y,CP=z. In conditiile de mai sus, demonstrati ci triunghiul

. .. o . . . X z X z
MNP este dreptunghic si isoscel daca si numai daca 1 % =2 saui=2=-Z2

202 1 2

Valeriu V. Barbieru , profesor
Sc. Gen. “Al. Stefulescu”, Tg. Jiu

Problema G76. Sa se arate cd 29 divide 41" —12,n € N.

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema G77. Daca x, y,z > 0, demonstrati ca:
X n y > 2(x—|—y> .
y+z x4z x+y+2z

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

. 1
Problema G78. Dacd a > 0,n >0 atunci: @’ +—>2(n+1)—n
a

1
a—+—|.
a

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema G79. Pe planul unui dreptunghi ABCD se ridica perpendiculara DM . Daca
Pz{N\NG[MB],m(E\E‘)z%"}, se cere:

a) Cardinalul multimii P.

b) Calculati DN , daca AB=2BC =2DM =2a.

Stelica Modroiu, profesor
Sc. Gen. Dragutesti
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Problema G80. Aratati ca: ! + 2 + 3 et " gn(’H— )
1+1 241 341 n+1 2

Ionut Catrina, profesor
C.T. ”Gheorghe Magheru”, Tg-Jiu

Problema G81. De o parte si de alta a planului triunghiului 4BC se considerad punctele S si P astfel incat
SA=S8SB=SC si PA1 PB 1 PC 1 PA. Se da raportul dintre volumele piramidelor PABC si SABC egal
cuk.
a)Aflati punctul in care dreapta SP intersecteazd planul triunghiului.
b) Aflati kcand SP intersecteazd planul triunghiului in centrul de greutate al triunghiului ABC,
respectiv centrul cercului celor noua puncte al triunghiului ABC.
(Generalizare a problemei 3 de la a 60 a O.N.M. propusa de Cristian Lazar)
Andrei Baleanu,elev C.N.”G. Cosbuc” ,Motru
Adrian Popescu , profesor Sc. Gen. ”Sf. Nicolae”, Tg-Jiu

: .+
Problema G82. Demonstrati ca daca x, y € (—k, k) atunci si (x x))}/) € (—k,k).
1+ el
Adrian Popescu , profesor
Sc. Gen. ”’Sf. Nicolae”, Tg-Jiu

n(n+1)

(n—l—l)\/z—}—n\/n—{—l

a) Sa se aducd E la forma cea mai simpla.
b) Sa se calculeze E(1)+ E(2)+...+E(24).

c) Cea mai micd valoare a lui n pentru care E(l) + E(2) + .t E(n) este numar natural.

Problema G83. Se dd expresia E(n)= , nnumir natural.

Adrian Popescu , profesor Sc. Gen. ”’Sf. Nicolae” ,Tg-Jiu
Popica Adrian, profesor L.T. Novaci

CLASA A IX-A

Problema L37. Fie x, y si z numere reale pozitive astfel incat x+ y +z =1. Aratati

ES x vy oz S2z—x+2x—y+2y—z'
2 y+z z4+x x+y 2x 2y 2z

Andrei Razvan Baleanu, elev
Colegiul National ”George Cosbuc”, Motru

Problema L38. Aratati ca:
(8n2 —20n+7)-5" 1+25:32,¥neN.

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

1
Problema L39. Fie a,b,cE(O,oo) astfel Incat —+E+—=1. Rezolvati in multimea numerelor reale
a c

pozitive sistemul:
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x y z||1 1 1
—t+=+—||—t+—+—|=1
a b c)lax by :zc
x42y*+32° =102
Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L40. Daca x,y,z>a >0 si l+l+l:2 aratati cd :
X Yy z a

\/x—i-y—l-z Zx/x—a —l—\/y—a +z—a.
Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L41. a) S& se arate cd multimea

A:{x62|%xz+9€Z,m,nEN,m22,n22} are cardinal finit.
X

b) Este adevarata propozitia p: cardA =1< m+n este impar.

Justin Paralescu, profesor C.N. Ecaterina Teodoroiu”, Tg-Jiu
Valeriu Drula , profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru

Problema L.42. Sa se demonstreze ca:
a) Oricare ar fi a,b,c € R* avem inegalitatea

\/a2 +b* —ab\3 +\/b2 +c? —be3 >\a’+c*—ac.

b) inegalitatea de mai sus devine egalitate daca si numai daca

1 3(1 1
1_ £[_+_],
b a c
Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

2

2
o . A +3
Problema L43. Determinati x, y € R" astfel incat: x? —|—¥ =2xy+3.
x+y

Mihai Bunget, profesor
C.N. "Tudor Vladimirescu”, Tg-Jiu

Problema L44. Rezolvati ecuatia: <3x2 —4x+ 1) (3x2 +5x+ 1) =9x”.

Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

Problema L45. Fie f,g doud functii de gradul al doilea diferite, avand coeficientii termenilor de gradul
ala doilea egali cu 1. Stiind ca:
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f(m)+f(n)+ f(p)=g(m)+g(n)+g(p), unde m,n,peN", numere naturale date, si se
rezolve ecuatia f(x)=g(x).

Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

Problema L46. Aratati ca oricare ar fi o, 3 € R are loc inegalitatea:

cos” o+ sin’ B+cos(a —6) < 2\/cos2 a+sin’ 3.

Alin Bacila, profesor
C.N. ”George Cosbuc”, Motru

Problema L47. Daca a,+a, +...+a, =1, cu a, >0,i=1,n, ardtati ca:

Jl+a +2+a, +\3+a, +M+WSW'

Ionut Catrina, profesor
C.T. ”Gheorghe Magheru”, Tg-Jiu

Problema L48. Fie a,b,c > 0. Aratati ca :
3 (ab +bc+ ca)

+a+b+c>4abc . (Inegalitatea Claudiu Mandila)
(a +b+ c)

Marius Mainea, profesor
Colegiul National ,,Vladimir Streinu", Gaesti Dambovita

Problema L49. Tetraedrul MNPQ are varfurile pe muchiile tetraedrului regulat ABCD de lungime 1 , si are
cinci muchii de lungime% .Demonstrati :

1) M, N, P,Qsunt mijloace de muchii.
1
2) VMNPQ = g Visco

Marius Mainea, profesor
Colegiul National ,,Vladimir Streinu", Gaesti, Dambovita

Problema L50. Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi , atunci:

ab be ac
+ + >1

\/(a2 +c2)(b2 +cz) \/(bz +a2)(02 +a2) \/(a2 +b2)(02 +b2)
Marius Mainea, profesor

Colegiul National ,,Vladimir Streinu", Gaesti, Dambovita
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CLASA A X-A

Problema L51. Sa se determine x € N astfel incat s aiba loc egalitatea:
16" +818x+1
4" +x

—4" 1.

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

x+1 X x
Problema L52. Sa se rezolve ecuatia: |—| -+ 1_ 2 ﬁ =2.
2 18 18
Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L53. Fie a >1,b>1,m > 0,n > 0 numere reale fixate . rezolvati in R ecuatia :
m- xlog,,(xfb) + n- (x i b)logax _ (m + }’l) x.

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L54. Rezolvati in R ecuatia:
3x

243 4 (1) =222 +3 +42 + o+ (n+])

nx
2 .

Alin Baécila, profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru
Valeriu Drula , profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru

Problema L55. Comparati numerele a si b care se verifica relatiile: a+b =1 si log, (a + 2) =2’

Valeriu Drula , profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru
Ion Sanda, profesor Sc. Gen. Nr. 2, Motru

a*+ab 3ab+4b”

(2] _p (a25) >M

Problema L56. Sa se arte ca a ,Va,b>0.

Mihai Bunget, profesor
C.N. "Tudor Vladimirescu”, Tg-Jiu

CLASA A XI-A

Problema L57. Fie sirul (xn)neN cu x,=2 st x;=3. Sa se afle limx, stind ca

n—oo

(4x

n+2

—12x, ., —i—8xn)n2 +n(8xn+2 —36x

n+l

+32x,)+3x,,, —15x,

n+l

+30x, =0,VneN.

Sorin Ulmeanu , profesor
C.N. ”L.C. Bratianu” , Pitesti
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Problema L58. 4 =

(e

0 0
0 1 |.Rezolvatiecuatia X" =4-X"-4, X € M,(C),n 21 natural.
1 0

Emil Patrascoiu, profesor,
C.N. ,,Ecaterina Teodoroiu” Tg-Jiu

i k' —(n—1)x

Problema L59. Fie sirul a, = linll k=2 1 ,(V)k € N,n > 2.Fara a folosi regula lui I’ Hospital , sa
x— g X

n

. [ .. a
se determine a, sisa se calculeze lim—-.

n—>wo pl

Ion Gheorghiu, profesor
C.C.,’Virgil Madgearu’’, Tg-Jiu

Problema L60. Fie b,cc R’ astfel incit b<c si x,€R, . Definim sirul (xn)neNdat de relatia
_x,+b
X, +c

X, , cu x, dat. Ardtati cd sirul (x,) _ este convergent si calculati limita sa.
] 5 neN ] ]

Alin Baécila, profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru
Valeriu Druld , profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru

52 00
) ) 2500 ) .
Problema L61. Fie matricea 4 = 00 6 1l Sa se determine n € N* astfel incat tr(A”) =12"-12.
0 01 6

Mihai Bunget, profesor
C.N. ”Tudor Vladimirescu”, Tg-Jiu

Problema L62. Calculati lim{ (n + a)z + 1} ,unde a € N este dat, iar {x} reprezinta partea fractionara a

n—oo
numarului real x .

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L63. Fie k € N,k >2 si m € R. Calculati:

limx((/xk +mx 41 —|—</xk —mx* 1 -2x].

X—00

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

a 1 1
Problema L64. Calculati 4",n€N",unde A=|—1 a O0f,aeC.
1 0 a

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti
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Problema L65. Demonstrati ca pentru orice x € [1, oo) are loc inegalitatea:
2
x =1

Inx > arctg
2x

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L66. Fie f(x)=2010"""°"*. Sa se arate ci ecuatia f(x)=tgx are cel putin o solutie in
intervalul [O,g].

Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

Problema L67. Calculati 11st1n ik -sin 22 .
n—00 4k —1 4k —1

Alin Bacila, profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru
Valeriu Drula , profesor C.N. ”George Cosbuc”, Motru

CLASA A XII-A

Problema L69. Demonstragi ca

! 1
lim4n = limn? .
ne Z4n +(2k > e Hrte+1)-(k-1)°

Emil Patrascoiu, profesor,
C.N. ”Ecaterina Teodoroiu” Tg-Jiu

Problema L70. Stabiliti sesmnul numarului real I = f sin kx dx,k eN" numar par.
X
0
Emil Patrascoiu, profesor,
C.N. "Ecaterina Teodoroiu” Tg-Jiu
2 n
Problema L71. Se considera functia f : [0,00) —>R, f(x)=1lim L+x +1x +n' “TX i se arate ca:
n—>0 + X

1 1
2)- < [/ (ydx < —
e+1 ez
b) j fd =n——.

Ion Gheorghiu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu’’, Tg-Jiu
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' 1 ) .
Problema L72. Sa se calculeze: lim —; Z [cosl+j +cosl J )

0L iz i<n n n

Cristi Antonie, profesor
C.N. ” Ecaterina Teodoroiu”, Tg-Jiu

Problema L73. Sa se calculeze fl—i—b;z”"’dx ,unde a,b € (O,oo) .
0

(In legatura cu problema 25432 din G.M. 11/2005)
Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L74. Determinati primitivele functiei
2x+1
f (x ) ~ 3 3 2 >
X' +2x —x"—2x+a
unde a € R si I este un interval pe care nu se anuleaza numitorul.

xel,

Marin Chirciu , profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” , Pitesti

Problema L75. Determinati primitivele functiei:
x(x—a)(x— Za)

‘R—R, f(x)= ,unde a € R este dat.
/ f< ) x* —4ax’ +8a’x +4a" +1
Marin Chirciu ,profesor
Colegiul ”Zinca Golescu” ,Pitesti
e (x2 — 1)
Problema L76. Sa se calculeze f X————5dx,x>0.
x(x2 +e' )

Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

1

5 1
Problema L77. Sa se calculeze J(;<x2 o 1)(x2 I 2) (x2 ot n)

dx,unde ne N".

Mihai Bunget, profesor
C.N. ”Tudor Vladimirescu”, Tg-Jiu

Problema L78. Determinati primitivele functiei f:R — R
2 x? 2+2 + x24x +1 + X x+2
f(x)= * (x ) Ze & n> ‘ (e ),unde neN".
(ex +e"+1)

Petre Ciungu, profesor
C.C. ”Virgil Madgearu”, Tg-Jiu

48



Concursul revistei

Incepand cu acest numir se organizeazi Concursul anual al rezolvitorilor revistei. Regulamentul
concursului este urmatorul:
- fiecare elev poate trimite solutii la problemele destinate clasei pe care o frecventeaza in anul scolar
respectiv;
- fiecare solutie se redacteaza impreuna cu numarul si enuntul problemei, numele rezolvitorului si
scoala de la care provine;
- solutiile vor fi trimise pe adresa: Strada Grivita (Geneva) nr.18 Tg-Jiu, Gorj cu mentiunea “pentru
concursul revistei de matematica” sau prin mail la adresa bungetmihai@yahoo.com;
- fiecare solutie se noteaza dela 11a 10;
- clasamentul final al rezolvitorilor revistei se va realiza cumuland punctajele obtinute in urma
rezolvarii problemelor din toate numerele revistei aparute in decursul unui an scolar;
- elevii clasati pe primele locuri la fiecare clasd vor fi invitati la faza finala a concursului, ce se va
desfasura la Colegiul National “Tudor Vladimirescu” la sfarsitul anului scolar. Punctajul obtinut la faza
finald va avea pondere de 50% in stabilirea clasamentului final;
- elevii vor fi premiati cu premii in bani, obiecte si diplome;
- de asemenea vor fi premiati si propunatorii celor mai interesante si originale probleme;
Uram succes tuturor participantilor!
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