PROPRIETATILE FUNCTIILOR DERIVABILE PE UN INTERVAL

1. Puncte de extrem ale unei functii

Determinarea punctelor de extrem ale unei functii are o mare importanta practica,

fiind legata de rezolvarea problemelor de optimizari (realizarea profitului maxim in conditii date, minimizarea consumurilor $i a pierderilor, etc).

g Definitie
[ -

Fief:D>Rsi x, €D

* Spunem ca x, este punct de maxim relativ sau maxim local pentru functia f daca exista o vecinatate /" a lui x,

astfel incat f{x,) 2 fi{x) pentru orice ¥ € VD (inx, functia f are cea mai mare valoare)

* Spunem ca x, este punct de minim relativ sau minim local pentru functia f daca existd o vecinatate V' a lui x,

astfel incat j(xa) S f{x) pentru orice x €V "D .( inx, functia f are cea mai mici valoare)

 Spunem ca X, este punct de extrem relativ sau extrem local daca este punct de maxim sau minim relativ.

Exemplu.

in figura, punctele a $i ¢ sunt puncte de maxim local iar punctele d $i b sunt puncte de

minim local.

Extremele definite mai sus se numesc _extreme relative sau locale spre /

YA

a le deosebi de extremele absolute sau globale.

/o

E Definitie

orice

in acest caz, f(x,)reprezinta valoarea maxima a

* Spunem ca x, este punct de minim _absolut sau minim global pent

£(x,) =max f (x)

in acest caz, f(x,) reprezinta valoarea minima a functiei si se noteaza

£ (%) =min £ (x)

ca f(x,) < f(x) pentru orice

* Spunem ci x,, este punct de maxim absolut sau maxim global pentru functia /2D 2R daca f(xo) 2 f>dPpentru

xeD

in continuare, pentru simplitate, cdnd ne vom referi la punctele de maxim sau minim relativ, vom omite cuvantul relativ.
Daca x,, este un punct de minim (de maxim) al functiei, punctul de abscisa x, este numit punct de minim (de maxim) al graficului
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1 Pierre Fermat (1601-1665), matematician francez.
2. Teorema lui Fermat Preocuparile salga au avut o erle foarte larga. In domeniul teoriei numerelor,

Marea teorema a lui Fermat a fost enuntata de el $i demonstrata trei secole mai tarziu.
Exemple pregi A fost printre precursorii analizei matematice $i ai calculului probabilitatilor.

Fie functia R R, f{x) = ax? +bxFc cuaru.

. o o A A .o b > 0 a < 0
Stim ca graficul este o parabola avand varful de abscisa X, =—— . a
2a
Varful corespunde unui punct de extrem (maxim sau minim dupa cum a < 0 sau a > 0).
Lectura graficului sugereaza faptul cd tangenta la grafic in varf este orizontala. o] _ < \ |
Verificam acest lucru prin calcul. intr-adevar, f '(x) = 2ax + b, deci panta tangentei la grafic in varf este f' (—2— =0
a

Teorema lui Fermat

Fie f: IR o functie derivabila pe intervalul I.

Daca a este un punct de extrem din interiorul intervalul f '(a) =0
Demonstratie.

Fie a, un punct de maxim relativ $1 V o vecinatate a lui a astfel incat f(x) < f(a), pentru orice x.

AtunCI.fS( )—llmf( ) f(a) O,fd(a)thf( ) f(a)SO
x—a x—a X—a

Functia f fiind derivabila, avem f*’ (@) =f’ (a) = 0 de unde rezultd concluzia.
Cazul cand q este punct de minim este anafi
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Interpretarea eceometrica a teoremei lui Fermat

Daca f: IR este o functie derivabila, in orice punct de extrem ,diferit de extremitatile graficului, tangenta la grafic este orizontala.
in figura, avem graficul une1 functii deri-vabile definite pe /a,b].
B
\I

Observatii. Olax X x3 b
1. Teorema lui Fermat afirma ca dacd o functie este derivabild pe un interval I, atunci punctele de extrem din interiorul
intervalului [ se  aflad printre punctele critice.
2. Concluzia teoremei luit Fermat rdmane valabild, (cu aceeagi demonstratie), daca in locul conditiei ca f sa fie derivabild
pe I punem conditia ca f sa fie derivabild doar In punctul de extrem considerat.
3. Reciproca teoremei lui Fermat nu este adevarata, adica din faptul ca derivata intr-un punct este nuld nu rezulta neaparat ca
acesta este punct de extrem.
Exemplu. Pentru functia R->R, f{x) = x3, originea este punct critic dar nu este punct de extrem. Observati $i graficul din figura
14: in punctul de abscisa x,, tangenta la grafic este paralela cu Ox, dar x;, nu este punct de extrem.
4. Daca un punct de extrem este situat la un capat al intervalului I , nu rezulta neaparat ca derivata in acest punct este nula.
Exemple.
* Pentru functia strict crescatoare f: [2,5] ->R, f{x) = 3x - 1, minimul se atinge in 2 iar maximul in 5, dar derivata nu
se anuleaza in nici un punct.
* in figura, punctele A(a, f(a)) $1 B(b, f(b)) sunt puncte de extrem ale graficului dar tangentele la grafic in aceste puncte nu
sunt orizontale.
5. Pot exista puncte de extrem in care functia nu este derivabila.
Exemplu. Pentru functia 'R->R, f(x) = |x|, originea este punct de minim, dar f nu este derivabila in origine.

Punctul X, este un punct de minim iar X, este un punct de maxim din interiorul lui /a,b/.
Tangentele la grafic in punctele de abscise x, $1 x, sunt orizontale. ” \
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] Matematicianul francez Michel Rolle (1652-1719),preocupat de problematica rezolvirii de ecuatii a aceasta teorema
3. Teorema lui Rolle probabil pe baza interpretarii geometrice, enuntind-o in 1691, fiara demonstratie.

Teorema:

Fie f: [a, b] 2R. Daca

a) f este continud pe [a, b],
b) f este derivabild pe (a, b)  atunci existd € € (a, b) astfel incat f'(c)=0.

C)ﬂ a) =f(b)9

(derivata are cel putin o radacind in interval )

Observatie.
O functie f': [a, b] 2R, continud pe [a, b] $i derivabila pe (a, b) se numeste functie Rolle pe [a, b], unde a, b €R, a <b.

Interpretarea geometrica a teoremei lui Rolle

Interpretarea geometricd este cea din fig. 17. Y T Fig. 17

Punctul ¢ a cdrui existenta rezultd din teore-
ma lui Rolle este numit in aplicatii, punct infer-
mediar. Acest punct nu este neapdrat unic, asa
cum se poate observa din figura aldturati. 0

Consecinte ale teoremei lui Rolle

Fie f: I & R, o functie derivabild pe un interval I.
Doua radacini ale functiei (adica ale ecuatiei f(x) = 0) sunt numite raddacini consecutive, daca intre ele nu se afla nici o alta radacina.

Consecinta 1. intre doua radicini ale functiei exista cel putin o radacini a derivatei.

~ [k D
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Probleme rezolvate.

vvvvv

Soluftie.
Notam f(x) = 4x3 - 6x? + 1. Cum f(0) = 1 >0 si f(1) = -1 <0, folosind proprietatea valorilor intermediare, rezulta ca intre 0 $i 1 exista cel
putin o radacina. Dar f* (x)=12x?-12x are radacinile 0 $i 1 $i aplicand a doua consecintd a teoremei lui Rolle, rezulta unicitatea.

x* =3x ,X E [—1,0)

2. Dacd fi[-1, 1]2R, f(x) = {mxz +nx+ p,x € (0 1]

aflati valorile lui m, n, p astfel incat functia sa indeplineasca conditiile teoremet lui Rolle. Aflati valoarea punctului
intermediar.
Soluftie.
Din conditia ca f'sa ﬁe_%ontinué, gasim p = 0, iar din conditia ca f sa fie derivabild, n = -3. Relatia f(1) =f(-1), implicd m = 7.
Punctul intermediar esté ¢ =

3. Fie functia f: R->R, f{x) = x’ -3x. Aflati punctele de extrem.
Soluftie.
Deoarece f este derivabila pe R, cdutam punctele de extrem printre punctele critice.
f'(x) = 3(x? -1) deci punctele critice sunt 1 $i -1.
Cercetam, cu ajutorul definitiei, daca acestea sunt puncte de extrem.
Avem f(x) —f(1) =x* - 3x + 2= (x + 2)(x - 1)?, de unde rezulta ca pentru orice x din vecindtatea (-2, «) a lui 1 are loc relatia f(x)
>f(1), adica 1 este punct de minim relativ.
Analog, din f(x)—f{-1)= x> — 3x —2 = (x —2)(x + 1)?, rezulta ca pentru orice x din vecinatatea (-, 2) a lui -1 avem f{x) <f{-1),
deci -1 este punct de maxim relativ.
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L A EXERCITII DE INITIERE pm 4

u in figura alituratd este reprezentat grafical
unei functii f: [1, 6]+ R. Precizati punciele
de extrem relativ si punctele de extrem
absolut ale functiei. Cat est T

tiei. Ciit es BJEH}.]HI} Dar
min_ flx) ?

xe[l, 6]

E Folosind reprezentirile grafice, aflati punctele de extrem ale functiillor:
a) fi:[=1,2]~R, filx)=lxl;
b) f3: [—gf, {]—rR, falx) = cosx;
¢) fa:[0,4]-=R, file)=dr—x;
d) faq:]0, 28] =R, fylx) =lsinx|;
e} fsi[-1, 1] +R, fslx)=maxix, x2)

EN Anati:

a ] . 13 1 + ..:
1_‘:‘1Eaﬁc{sm.rl in;ﬁhusx], ;neuﬂ;{ x*+6x-1), féﬂ[‘h — 1k,

110, % |+R, glxl=

£ [ I]_k ks coEx 4 XE

4, Reprezentati grafic functia f: [-2, 2] =R, fix)= |x? — 1|, Care sunt punc-
tele de extrem ? Care dintre aceste puncte indeplinese conditiile din teore-
ma lui Fermai 7

5. Stabiliti dacd se poate aplica teorema lui Rolle functiilor de mai jos. Justi-
ficati rispunsurile.
a) [ [l], %J +R, flx)=max(sinx, cosx); b) f:[0, 1]-+R, flx)=lx- 113
¢) fr0, 2]-+R, flx] P d) f:[-1,1]+R, i) =x%xl.

§. Fie functia [:R—R, flel=x" ~x+2. Aflati numirul real a> 0 astfel
incit ¢ se poatd aplica teorema Iui Rolle pe intervalul [0, a]. Aflati valoa-
rea punctului intermediar.

. s cos 55+ b . xe[1,3]

7. Fie functia f:[1, a]-R, la=3), ﬂ.':J=<l e?_fx+15) , xe@,q] A-
flati valorile lui a, b, ¢ astfel incat fsd indeplincascd conditiile teoremei lui
Rolle pe [1, a.

Jmax (2er5), i (2eeS), mpx2e+S),  max (265 g Fie £iR-R, flxh=xte—1)x-2)..bc-2006). Cite riddcin reale are et

PROBLEME ¢ PROBLEME ¢ PROBLEME |

1. Aflati punctele critice si puncicle de extrem (daci exista), pentru functiile
fig i R=R, flxl=x* si glx)=x5.
2, Aflati punctele critice ale functiilor:

a) fiR=R, flx)=x5—80x; b) fiR- R, filx)= -5
¢) fiR=+R, fix)={x-1)"; d) £:00, 0)=R, flx)=xInx;
¢) f:R-+R, fix)=sin’x; f) f:R=R, fix)=arctgx?,

3. Care sunt punciele de extrem ale functiei f: [0, 2n] =R, flx)=sinx ? In
care dintre aceste puncie se anuleazi derivata 7 Aceeasi problemi pentru
functia
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atia f'lx}=07?

g, Demonstrati ci ecuatia x* —4x+2 =10 are o solutie in intervalul (0, 1} si o
solutie in intervalul (1, 2). Ariitati cd acestea sunt singurele ridicini reale
ale ecuatiei date.

10, Demonstrati ¢ in intervalul (-1, 0) existi o solutie reald a ecuatiei x4
¢ 3x+ 1= 0, Ardtati cd aceasta este singura ridicind reald a ccuatiei date.



4. Teorema lui Lagrange Joseph Louis Lagrange 1736-1813

Teorema lui Lagrange (teorema de medie sau teorema cresterilor finite) este unul dintre cele mai importante rezultate din analiza
matematica.

Teorema lui Lagrange

Daca f: [a, b] 2R este
a) functic_continud pe /a, b] i f(b)-f(a)
b) functie derivabili pe (a, b), atunci €XiStA ¢ < (a, b) astfel incat h—a

=f(c)

Demonstratie.

Fie h : [a, b] = R, h(x) =f{x) -Ax $i1 impunem ca h sa Indeplineasca conditiile teoremei lui Rolle. 1)~ f (@)
Evident, / este continud pe /a, b/ Si derivabila pe (a, b). Punand conditia h(a) h(b), gasim: 4=

Din teorema lui Rolle, rezulta ca existd ¢ <(a, b) astfel incat h'(c) =0, de unde 4 =f"(c) s1 tindnd seama de expresia lui 4, rezulta
concluzia.

fe)=

f(0)-f(a)
B din teorema lui Lagrange se numeste prima formula a cresterilor finite.
Punctul ¢ din formula cresterilor finite este numit in aplicatii punct intermediar.

Interpretarea geometrica a teoremei lui Lagrange

Dacd notim Ala, fla)), B(b, /(b)), atunci VA Fig. 18
flb)=fla)

hr—u

reprezintd panta tangentei la grafic in punctul 8
Cle, fle)). Astfel, concluzia teoremer lui Zf‘"d
Lagrange se exprimd geometric prin existenta A ;

unui punct (cel putin) in care langema la grafic

reprezintii panta dreptei AB iar f'(¢)

araficului.
Punctul ¢ nu este neapérat unic ! Vezi figura 18.
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Consecin te ale teoremei lui Lagrange

1. Daca derivata unei functii este nuld pe un interval, atunci functia este constanta pe acel interval

Demonstratlie.
Fie f:I=>R o functie derivabila cu f '=0 pe intervalul I. Fixam un punct a e / $i consideram un punct arbitrar xel, x#a.
Aplicam teorema lui Lagrange pe intervalul /a, x/ sau [x, a/. Exista ¢ cuprins intre a $1 x astfel incat f(x) —f(a) = (x- a)f '(c) Si
deoarece
'(c) =0 reznlta fix) -ffa)=0 Cum x este arbitrar in I deducem ca f este constanta

2. Daca doua functii au derivatele egale pe un interval, atunci diferenta celor doud functii este constanti pe acel interval

Demonstratlie.
Fie g g1 h, derivabile cu g’ = /4 "pe 1. Aplicdm prima consecinta pentru functia f=g-4.
Alte consecinte ale teoremei lui Lagrange vor fi studiate in lectiile urmatoare.

Probleme rezolvate.

1. Distanta de la Craiova la Timioara pe $osea este de 330 km. Un automobil parcurge aceastd distanta
in 5 ore, cu viteza variabila, dar fard sa se opreasca. Folosind teorema lui Lagrange, demonstrati ca exista cel
putin un moment in care vitezometrul indica viteza de 66 km/ora.

Solutie.
Notam cu s () spatiul parcurs din momentul plecarii pana in momentul ¢ (¢ este exprimat in ore, iar s(?), in kilometri).
Functia s:[0, 5]->R este derivabild, s'(z) reprezentand viteza in momentul .

Deci functia este $i continua. oy 8(5)—s(0) 330 66
Din teorema lui Lagrange, exista c e (0,5) astfel incat s'(c) = 5-0 5
Rezulta concluzia, avand in vedere ca s‘(c) reprezinta viteza Tn momentul c.
. : )sin(arccos x) =1 —x°
2. Demonstati ca pentru orice x e [-1, 1] au lod4 % u
Solutie. b) cos(arcsin x) = v/1—x?
Demonstram numai identitatea de la a), punctul b) fiind analog. ) cos( )
. . . . ) : —X
Fie funcligle,, . [-1,1]— R, f(x) =sin(arccosx) si g(x)=cos(arcsinx)= f'(x)=g'(x) = ——=1c, f(x)—-g(x)=c
Dand lui x valoarea 0, rezulta ¢ =f(0) -g(0), deci f(x) = g(x) pentru orice x e (-1, 1). l1-x

Se arata ca f(1) = g (1) Si f(-1) = g (-1), deci formula este demonstrata
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3. Rezolvati in R ecuatia: 3¥ + 6 = 4% + 5~

Soluftie.

Fie x, o solutie a ecuatiei. Fixam pe x $i consideram functia f: (0, ©)=>R, f{?) = ¢~

Ecuatia se scrie {(6)-f(5)=f(4)-f(3).

Aplicand functiei f teorema lui Lagrange pe intervalele [5, 6] $i1 [3, 4],

rezulta ca exista ¢ e(5, 6) $id e (3, 4) astfel incat 1(6) -(5) = f*(c) = xc*! $i1 f(4)-1(3)=f"(c) = xd*.

" EXERCITII DE INITIERE R 2

E Pentru fiecare dintre functiile f: [a,5]—=R, aflati valorile lui c € (a, b)
astfel inciit tangenta la graficul functiei f in punctul (¢, f(c)) si fie parale-
li cu coarda care uneste punctele (a, f(a)), (b, f(b)).
a) f:[-1,1]-R, flx)=x?-3x;
b) f£:[1,5]-R, flx)=Jx-1;

c) f: [-E-, -3'25'] R, f(x)=_cosx.
E Aflati valorile lui a, b astfel incit

a-x , xe[-1,0]

sii indeplineasci conditiile teoremei lui Lagrange. Aceeasi problemd pentru
functiile g : [-1, 1] =R si & : [0, 2] =R, definite prin:
2
x“+b , xe[-1,0)
= hix) =
gl { x3+alx-1), xe[0,1] ° (x) {

Pentru functiile g si A, aflati valoarea punctului intermediar,

2+1, xe[0,1)
ax+b , xe[1,2] °
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7

PROBLEME ¢ PROBLEME ¢ PROBLEME L@;'

s 8 Demonstrati ci:

7.

- Demonstrati ci: a) arccos

a) pentru orice x, y € R au loc relatiile [cosx — cosy| <|x—yl;
b) pentru orice x, y (u 5 %) are loc relatia |[tgx —tgy| > |x—yl;
¢) pentru orice x, y € R are loc relatia |sinx —siny| < |[x— yl.

Demonstati ci daci a, b € [U, %], a < b, avem:

sin b — si . 1T ;
a) cosh < b_ama < cosa; b) sina < cosg_;mb < sin b.

Demonstrati ci pentru orice a, » € R are loc inegalitatea:
lin(a+ JaZ+1)—n(6+V6Z+1 )| <la-sl.

Demonstrati identititile: a) arctgx +arcctgx =5, (V) xeR ;
b) arcsinx + arccosx = g (V) xe[-1,1].

1—x

15+ — 2arctg /x , pentru x € [0, c);

2x
pre S 2arctgx, pentrux e [-1, 1]:
) . 2x o 7T . X E [l, IZG)
¢) arcsin 75 +Zarctgx—{ 7, e, 1] "

Demonstrati ci existd un interval pe care functia definiti prin relatia

b) arcsin

g (x) = arcsin /1 —x?% —arcsinx
este constantid. Precizati intervalul si valoarea constantei.

Rezolvati in R ecuatiile: 1+ 5% =2% +4% si 7Y+ 3% =2% + 8%,
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5. Calculul derivatei unei functii intr-un punct: corolarul teoremei lui Lagrange
Vom studia o consecintd a teoremet lui Lagrange care furnizeaza o metoda de studiu al derivabilitatii unei functii intr-un punct, in

situatia in care un calcul direct prin aplicarea regulilor de derivare nu este posibil.

Exemplu. '
Functia f:[-1, 1]->R, f(x) = arcsin x este derivabild pe (-1,1) si [ (x)=
Studiul derivabilitatii in 1 si -1 folosind definitia este laborios.

O metoda accesibila este data de:

1
2

Ji-2?

Consecinta (corolarul) teoremei lui Lagrange

fi5) = lim £ ()

1. Daca o functie f: (a, x,] 2R este continua pe (a, x,/, derivabila pe (a, x,) $i existd li_)m S (x) atunci
X=X
X<x, x<Xg
Lo f (x,)=lim £ (x
2. Daci o functie f: [x,, b)>R este continua pe /x,, b), derivabila pe (x, b) $i exista }Lrg J (x) atunci fd( 0) XX, S (%)
X>x, X>x

3. Daca o functie este derivabild pe (a, b)- {x,} (unde x, e (a, b)) este continua in x, $i exista }Lr? S (X) atunci
0

f (%) = lim £ (x)

x—>xO

Demonstratie. ) ,
I. Avem fs (xo) = lim f (x) s1 din teorema lui Lagrange pe intervalul [x,x,] existd c_ e (X, X,) (care depinde de x),

cu SO=S0) _ o r<x  Rezulta: fs(x)=1lim f'(c,)= lim f (c,)=lim f (x)

X=X,
X<Xg ¢, <X x<Xx

Afirmatia 2 se demonstreaza analog, iar 3 rezultd din 1 §1 2.
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& Probleme rexolvate. 1. Studiati derivabilitatea functiei f:[=1, 1]—

R, f(x)=arcsinx

in | 5i — 1. Interpretare geometricd. VA
Solutie.  Functia este continud pe [-1, 1], derivabild pe
(-1, 1), iar f'(x)= .,."I_w:-f are limite laterale in 1 51 — 1, deci i 1
) ; I
(l)=1 = )= 1 =aD, x
FO) e =gl iE1)= liny T 2
x<l re— | .
Tangentele la grafic in 1 si — | sunt verticale (vezi figura 19). Fig. 19
2. Reprezentati graficul funciiei 1 R—R, flx)= |x2 —1] si cal-
culati derivatele laterale in punctele -1 i 1. Ay
2
x4=1, xe(-=, —1]JU[l, =)
Solutie. ﬁ:ﬂ—{ T y
deci functia feste derivabild pe R\{—1, 1} si
' Ix s IE{—'I",-I}U{I.,CI:I]
S&=y 5 | xet-1,1) 8] x
1 F 4

Functia fiind continud in 1 si — 1, aplicdm corolarul Fig. 20 -1
tcoremei lui Lagrange:

f(=1)= Ilm (2x)=-2, f;(- 1]" Ilrn{ 2x) =2 gianalog fi(1)=-25i f,(1)=2

f e |
,.I;'E:— I a1

Graficul este reprezentat in figura 20.
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6. Extindere . Teorema lui Cauchy

Teorema lui Cauchy
Fie functiile f, g: [a, b] PR, care verifica conditiile:
(a) fsigsunt continue pe intervalul /a, b/,

(b) fsig sunt derivabile pe intervalul (a, b); f(®)-f(a) [ ()
(c) g '(x) # 0 pentru orice x e (a, b). atunci existd c e (a, b) astfel incat g(b)—g(a) g(c)
Observatii.

1. Teorema lui Lagrange se poate obtine $1 ca un caz particular al teoremei lui Cauchy daca alegem g(x) = x.
2. Teorema lui Cauchy se mai numeste $i a doua teorema a creSterilor finite sau a doua teorema de medie.
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L 3 EXERCITII DE INITIERE g

“ Calculati prin douii metode:
a) derivatele laterale ale functivi f:R—+R, flx)=|x+2] in x=-2;
by derivata la dreapta a functiel f: [1, @)= R, flxl=J/x-1 inx=1;

derivatele laterale ale Tunctiei SRR, flx]= x? 1.1'23“._1'
c) derivatele laterale-ale functiei /R - t'—Jl T =k

H Fie functia

o-1, xz2
f’“*mﬁ"}“{ x  , x<?

Stabiliti dacii se poate aplica corolarul teoremei lui Lagrange pentru calos-
lul derivatelor laterale in 2.

E Aflati valorile parametrilor reali @ 5i b pentru care functiile definite prin
relatiile urmétoare sunt derivabile pe H.
sin2x+ax , x20 xsinx+a+h , x2n
ﬂﬁﬂ:{ In{l—x)+b , x<0 * h}lﬂx}—{ alx—b) y X<’

o ¥ gx+h , x<l d) flx) n.:r=+b,.r-=:1
f}f — __115_ ,IEI " ] e :.I\_T .,_.!."Ez ¥

X +ax , xe[l,ox) ' rax+? o, x<b

|
. , x&l-m1) * ﬂﬂ”’i In(les1)4b , x=0 "

) ﬂx}l e

— e, e e,
L
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PROBLEME 4 PROBLEME ¢ PROBLEME [2[7]

1. Aflati valorile lui a, b, ¢ pentru care functia
flx) = .1.-;" vaxt +hx+e , x>1
x+3

v x5
este derivabili de doud ori pe R.

2 Pentru functille f: R—R definite prin relatiile de mai jos, aflati domeniul
de derivabiliate. Reprezentati graficele Tunctiilor 5i gasiti puncrele unghiu-

a) flx) =Ll b) flx)= a2+l +Yad;
o) filx)=x? =4+ 3; d) flx) =|lnxl.
1. Pentru ficcare dintre functiile de mai jos, aflati domeniul maxim de

definitic si domeniul de derivabilitate. Calculati derivatele laterale in
punctele in care functia nu este derivabild.

a) flx) = aresin fﬁ; h) fix)=arccos Tﬁ_i; ¢) flx) = arccos 41 - Xt

lare:

Prof:Ciocotisan Radu

4. Elevii unei clase au primit temd si studieze derivabilitatea functiei

} =2+ , x21
3 inx=1.

l i s x<l

Printre solutii s-au numirat urmitoarele:

j wl-2, x>1

| -1 , x<1"’

=1inii1x =1 s fll)= I'iZITII.':,l:l"z—I}= 1, deci f este derivabild in 1 si

Kk X=h

= |

fiR=R, flx]=

Elevil A: [ 'lx)= de unde rezultd cd fill)=

xl
fi)=1
Elevul B: lin} flx)=0, si fi1)=1. Functia nu este continud in 1,

xl
prin urmare nu este derivabili.

- . o ex— .

Eleval € fi(1) = |!in'll'&]l—‘;m = llm'rx+.ll =w s fyll)=
X—+

. P |
x=l x<l
- lim L) i 22=252L =, dect funcfia n este derivabili in 1
A=+ : X+
x=1 x=l

Care solutie este corectii ? Explicali in ce constau greselile.

5.*Studiati aplicabilitatea teoremei luni Cauchy pentru functiile:
a) f1[0,1]=R, flx)=e"sig:[0, 1]+ R, gle)=3e-13
1
b) f:[1,el] »R, fix)=lnxsig:[1,el]+R, gl ="



