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1. Sisteme de ecuatii liniare

Reamintim ca un sistem de 7 ecuatii algebrice liniare cu 7 necunoscute este
de forma:
ap Xy +appxy +...tayx, = bl
Ay1X] +axyXxy t+...+ay, X, = b2

(1)

ayX1 +aynxy +...+a,,x, =b,
Dacé notdm cu A matricea coeficientilor, cu x vectorul coloana format cu

necunoscutele sistemului si cu b coloana termenilor liberi, sistemul (1) se scrie
sub forma matriceala :

Ax=b, 2
unde:
a1 aypp ... Ay X1 bl
a a -a X b
A=\t T2 2 x=|"H, b=| 2
apl Aup2 .-+ App Xn bn

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor algebrice de ecuatii liniare
sunt de doua tipuri: metode directe si metode indirecte (sau iterative).

Metodele directe constau in transformarea sistemului (1) intr—un sistem
triunghiular echivalent, care se rezolva usor. Cele mai cunoscute metode directe
sunt: metoda Gauss, metoda Cholesky (utilizatd pentru sistemele in care matricea A4
este simetrica si pozitiv definitd) si metoda Householder.

Metodele directe permit determinarea solutiei exacte a sistemului in cazul
ideal, cand nu avem erori de rotunjire. Numarul operatiilor aritmetice efectuate este
de ordinul #’. Pentru sisteme cu un numir de ecuatii mai mare de 100, metodele
directe devin inutilizabile datoritd acumularii erorilor de rotunjire care altereaza
solutia.

Metodele indirecte (sau iterative) constau n constructia unui sir (D de
vectori n—dimensionali, care converge la solutia exactd a sistemului. Se alege ca
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solutie aproximativa a sistemului un termen x al sirului, al cirui ordin depinde
de precizia impusa.

O iteratie presupune efectuarea unui numadr de operatii aritmetice de
ordinul n’. Metodele iterative sunt utilizate la rezolvarea sistemelor mari de
ecuatii. Cele mai cunoscute metode iterative sunt: Jacobi, Gauss—Seidel, metodele
de relaxare.

§1.1. Metoda Gauss. Factorizarea LU

Fie
0 0
0 .
m, = i e .=
" My r ; : 0
my, 0
(elementul 1 din e, se afld pe linia r).
O matrice de forma M, =1, — m,-e, T, unde e,'= ©, .., 1,..,0), senumeste
matrice Frobenius. O astfel de matrice are urmatoarea structura:
1 0 0 --- 0
0 1 0
M, =
0 -- — My, 1 -~ 0
0 - -m, 0 - 1

De exemplu, dacad n=4 si r=2, avem:

1000 0 1 000) (0 0 00
0100 0 01000 0 00
M, = - (010 0= - =
001 0| |mp 0010 |0 my 00
000 1) \my [000107714200

1 0 00

0 1 00

10 —my 10

0 —my, 0 1
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Propozitia 1. Orice matrice Frobenius M, este inversabila si inversa sa este:

M[l =1, +m,-e .
Demonstratie.
(Li—m, e, I, +m,-e,)=L,—m, e, +m,-e,—m, (e, m)e .
Deoarece ¢, -m,=0, rezulta:
M., +m,-e)=1I, sideci M, '=I,+m, e . a

Teorema 1. Fie A o matrice patrata de ordinul n care satisface conditia:

15

an -.- AQp
*) det| : i |#0 pentruorice r=lLn-1.
a1 ... A
Atunci exista o matrice inferior triunghiulara MeM ,(R) astfel incdat matricea U
=MA este superior triunghiulard.
Demonstratie. Deoarece a;,;#0, putem considera matricea Frobenius
1 0 .. 0
a
-2L 1 0 .0
M=
a
Sl B 1
ar]
Dacanotam A=A si A,=MA;, atunci avem
2 @2 (2)
al 1 alz e aln
(2) (2)
Ay = 0 ayy ... ay,
2 2
0 aflz) a,(m)
unde, notand cu al(jl) = a; pentru i,j =1,_n, avem: al(?) =a1(}) pentru
» (@)
_ ay’a _
j=Ln; al(jz) = l(jl) —% , pentruorice i,j=2,n.
a
11

Observam ca

9% e an

a
al 11

#0.

arr a4

Daca notam



16 Bazele Analizei Numerice
1 0 0
0 1 0
(2)
0o -532
2
M, = a_gz) ;
(2)
0 2 g
a'?)
22
atunci
3 3 03 (3)
aqr 4 93 A
3 03 (3)
0 ayy ay Aop
Ay =MrAy = (3) (3)
372200 0 ag az, |’
3
0 0 0 al)
_ a?a?
unde al(j3) =al(]-2) pentru i=1,2, j=1,n si al.(;) =q? —M, i,j=3,n.
2
a;
Un calcul simplu ne aratd ca
; 1 a1 a2
“§3) =T |1 42 a3 #0.
a,ya
1122 as; azp

In general, aﬁf) # 0 si se poate considera matricea Frobenius:

0

Daca notam cu A4,.,=M,A4,, atunci

0

0
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(r+1) (r+1) (r+1) (r+1)
all alz LY alr .o aln
(r+1) (r+1) (r+1)
0 ay, e Gy, a,
A= 0 0 alth almih |,
(r+1) (r+1)
0 0o .. O Ugtpsl - Gpylp
+1 1
o 0 .. 0o alth .4
a g™
D) _ (1) 1. L1 (r+) _ (ry ir rj
unde a;; " =a;;, pentru i=Lr , j=1n, a; " =ag; —a(” ,
iL,j=r+Ln.
In final se obtine matricea superior triunghiulara
(m) () (n)
41 92 ol
(n) (n)
U=dy=M, . MMA=| O 2 - % |
0o 0 .. aW

Notam cu M=M, M, ,... M, M, si demonstratia teoremei este completa.

Exemplu.
5 21 1 00
A=4=| 5 -6 2|, My=-1 1 0|, A, =|0
-4 4 0 1 0
5
1 0 0 5 2 1 1 0
M2: 0 1 0 ,U=A3= -8 1 5 M—Mle— -1 1
9 9 7 9
0 — 1 0o 0 = — —
20 4 20 20

Consideram sistemul
Sxp+2xp +x3 =12
5x1 —6xy +2x3=-1,
—4x1 4+ 2xy +x3=3
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a carui solutie este x;=1, x,=2, x;5=3. Sub forma matriceald sistemul se scrie:
12

Ax=b , unde b=|-1|. Acest sistem este echivalent cu urmatorul sistem:
3
(MaMA)x=(MoM,)b . Efectuand calculele obtinem

5)&?1 +2X2 + X3 =12

—8)(?2 + X3 =-13
9 27

_x3 -

4 4

Numarul operatiilor pentru determinarea matricei U si a vectorului Mb

(r)
Pentru o linie fixatd i se calculeazd - ’(rr R apoi se fac inmultirile cu
arr
aﬁjr), r+1<j<nm, si se aduna al(jr),r+1San. La fel si cu bl.(”l). Sunt
2(n—r)+3 operatii elementare pentru fiecare linie i, »+1<i<n , si pentru fiecare
etapd r vor fi (n—r)2(n—r)+3] operatii. In total vor fi

n
Z [Z(n - r)2 +3(n— r)]z %nS +ln2 —%n operatii elementare. Dacd adaugam si

2
r=1
cele n* operatii pentru rezolvarea sistemului triunghiular, rezultd ¢i numarul de
.. . . 23 3, 7
operatii pentru rezolvarea sistemului Ax=b este gn +=n —gn.

In continuare notim cu L, =M, ! Din Propozitia 1 rezulta ca L, este de

forma:

1 ... 0 0

0 1 0
(r)
a

L.=|0 %rl)r 0l.

arr

0 A 1
aly)

Daca notam cu L=LL,...L,, atunci L este o matrice inferior triunghiulard de
tipul urmator
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1 0 o0 0
1 1 0
L=
L N S S |
Deoarece A=M1_1M2_1...M;_11U, rezultd ca:
A=LU 3)

Asadar, orice matrice patratica ce indeplineste conditia (*) din Teorema 1 admite o
descompunere unicd de forma (3), unde L este inferior triunghiulara avand
elementele de pe diagonala principald egale cu 1 si U este superior triunghiulara.
Descompunerea (3) este cunoscuta sub numele de factorizarea LU.

Algoritmul pentru factorizarea LU
{ Determinarea matricelor U §i L cu pastrarea matricei 4 }
Pentru i:=1,n executa
Pentru j:=1,n executa
Uji=ai;,
dacd i=j atunci 1,:=1 altfel 1,;:=0;
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru 7 ;
Pentru r:=1,n—1 executa
Pentru i:=r+1,n executa
Pentru j:=rt+1,n executd
uirurj

y y ?
Upy

u

sfarsit pentru ; ;
Ujy

1ir . ;
ul"}"
sfarsit pentru 7 ;
sfarsit pentru 7
Pentru i:=2,n executa
Pentru j:=1,i—-1 executd
u;:=0 ;
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru i .

Algoritmul se afla programat in MATLAB si poate fi apelat cu secventa:
[L,U ]: lu(A) { se afiseaza cele doud matrice }

In exemplul precedent avem:
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1 00 1 0 O
Li=1 10|, =0 1 0},

4 9

— 01 0o — 1
5 20

1 0 0|5 2 1 5 2 1

A=LU=| 1 1 040 -8 1(=5 -6 2
49 1llo o ? -4 2 1
5 20 4
Observatia 1. Daca pivotul este “foarte mic” , adica ag) <<1, atunci

impartirile la acest pivot produc erori de rotunjire foarte mari, care altereaza
solutia. In acest caz se recomanda schimbarea pivotului. Se poate alege un nou
pivot

ﬁrzal(rr)zmax{ algr) s r<j<n }
sau ﬂrzagz)zmax{ a,({z) s r<k,/<n }

Aceasta presupune schimbarea intre ele a doua linii §i eventual si a doud coloane.

Algoritmul Gauss pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare
Pentru r:=1,n—1 executd
Pentru i:=r+1,n executa
Pentru j:=r+1,n executa
gaseste pivotul conform cu (B) ;
schimba linia i cu linia pivotului si coloana j cu coloana
pivotului daca este cazul ;
sfarsit pentru j
sfarsit pentru i
Pentru i:=r+1,n executa

a;,.b;
_ r-i
by =b ———+
arr
Pentru j:=r+1,n executd
ai;=a _dirty
g T

rr
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru 7 ;
sfarsit pentru 7
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Pentru i:=n-1,1,—1 executa
s:=0 ;
Pentru j:=i+1,n executd
s:=s+a,«j X,
sfarsit pentru j ;
% (b =) :
dij

sfarsit pentru 7.
§1.2. Matrice simetrice pozitiv definite

Reamintim cd o matrice simetrica se numeste pozitiv definitd, dacd forma
patratica asociatd este pozitiv definitd. Mai precis, dacd A este o matrice simetrica,
atunci 4 se numeste pozitiv definita daca

P(x)=x"Ax>0,
pentru orice x#0, unde x= (xl 3 XD peees Xy )T.
Din Algebra Liniara, se stie ca o matrice simetrici A, este pozitiv definita daca si
numai daca A4,>0 pentru orice r = I,_n , unde
ay .--- e
A, =det :
a,q ...

In practica aceste conditii sunt greu de verificat pentru matrice de dimensiuni mari.
De aceea, In continuare vom prezenta unele conditii necesare, respectiv si
suficiente, pentru ca o matrice simetrica sa fie pozitiv definita.

Propozitia 1. Daca A este o matrice simetrica pozitiv definita, atunci:

(a) a;>0  pentruorice i=1,n,
(b) aza>a;”  pentru orice i,j=1,n.
Demonstratie.

ap Xy +...tayx,
(o(x)szsz(xl,...,xn)- : =(a11x1 +ayXy +...+a1nxn)x1 +
ax; t...+a,,x,
+ (6121)(71 +dayxy +...+dy,Xx, )X2 +...+ (anlxl +a,0Xy +...+a,,Xx, )Xn
Tinind seama cd a; = a;, in continuare avem
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2
ga(x): Z Zaijxixj = ayx| +2ap3x1x +.+ 2a1,x1%, +
2
+dajyx; +..+ 2(12”)62)6” +

2
+a,, X,

In particular, pentru x=¢; =| 1| avem ¢(e;) =a;. Cum ¢ este pozitiv definita si

0

e;#0, rezultd ca a;= ¢(e;) > 0, adica (a).
Pentru un numar real oarecare 4 avem
A Aere)=a A +2a;0+a; >0 . (1)
Pentru ca inegalitatea (1) sa fie adevarata ;entru orice AeR, trebuie ca

A=4(al-j2~—al-iajj <0.

Asadar am demonstrat ca a? < aj;aj; pentruorice i,j= I,_n, adica (b). 4

i

Observatia 2. Conditiile care apar in Propozitia 1 sunt doar necesare nu §i
suficiente.

Exemplu.
3 2 =2

Matricea A=| 2 3 2 | satisface conditiile din Propozitia 1, dar nu este
-2 2 3

pozitiv definita.
Intr—adevar,

(p(x) = S(xlz + x% + x32 )+ 4(x1x2 —X1X3 +XpX3 )
1
Dacd x=|—-1|, atunci @(x)=9-12=-3<0, deci ¢ nu este pozitiv definita.
1

Definitia 1. Spunem ca matricea A este tare diagonal dominantd daca elementele
sale satisfac inegalitdtile:

n

|a,~l-| >
j=1
J#EI

a;| , i=1,_n. (d)
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Daca inegalitatile (d) devin egalitati pentru anumiti indici, dar nu pentru toti,
matricea se numeste slab diagonal dominanta.

Teorema 1. Fie A o matrice simetrica cu urmdtoarele proprietati:

6] A este tare diagonal dominantd,
(i1) a;> 0 pentru i=1n.

Atunci A este pozitiv definita.

Demonstratie.

Din conditia (i) rezulta ca dacd x#0, atunci:

plx)= Zaux 1535 SURRIED 393 170 393 I RIAE I
i=1 j=l1 i=1 j=1 i=1j=1
J#EI J#i J#i

Jai- (bl =)

Deoarece a;=a;; avem si inegalitatea‘

i=1j=1
J#i

Adunand cele douad inegalitati rezulta

2¢)(x)> Zn:i a

2
'(|xi|“x1“) 20
i=1 j=1 ‘

J#EI

Asadar, ¢(x)>0 pentruorice x#0, deci ¢ este pozitiv definitd. U

=33k

i=l j=1
J#i

dij

i

Definitia 2. Fie M={12,...,n}. O matrice A se numeste reductibila daca exista
doud submultimi S, T cM cu proprietatile:

6)] S2@, T#®

(ii) SNT=d

(iii) SUT=M

(iv) a; =0 pentru orice ieS§ i jeT .
Matricea A se numeste ireductibila daca oricare ar fi submultimile S si T ale lui

M cu proprietatile (1)—(iil), exista iyeS si joe T astfel incat @i %0

Cel mai simplu exemplu de matrice reductibila este matricea diagonala.
Teorema 2. Fie A o matrice simetrica avand urmatoarele proprietati:
(1) A este slab diagonal dominanta,
(i1) A este ireductibila,

(1i1) a; >0 pentru orice i=1,n.
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Atunci A este pozitiv definitd.
Demonstratie. Procedand ca in demonstratia Teoremei 1, rezulta:

n n 2
o233

-(|x,-|—‘xj‘) =0.
i=l=1
];tl
Vom arita ca situatia @(x)=0 pentru x#0 nu poate avea loc. Intr—adevir, ¢(x) se
anuleaza in urmatoarele cazuri:
1) a;= 0 pentru orice i#/ . Atunci matricea A are forma diagonald si este
reductibila.

dij

2) |xi|=‘xj‘=a¢0 pentru orice i $i j.

n 2 n n n n 2
plx)=Yaza® + ¥ Yagxx; > Y (az - Xlag)-a” =0.
i=1 i=1j=1 i=1 j=1
J#L J#i
n
Cum exista cel putin un indice i, astfel incat Z aj, j‘<ai0i0 , rezultd
J=1
J#io

o(x) >0 pentru x=0.

3) a;=0 pentru orice pereche de indici (i,/)) pentru care |xi| i‘xj ‘ i
a;#0 daca |xi|=‘xj‘ =0.
Fie M={1,2,..,n} si S:{ LjeM; x,-|=|xj|¢0 }

Daca S=M, atunci suntem in cazul 2).

Daca S= @, atunci |xl~|¢‘xj‘ pentru orice i si j si evident ¢(x) > 0 pentru

x#0.
Asadar, putem presupune cd @#£ScM (incluziune strictd). Dacd notdm cu 7=M \
S atunci Ssi T satisfac conditiile (i)—(iv) din Definitia 2, deci A este reductibila.

d

Exemplu.
Fie

2 -1 0 0

-1 2 -1 0

A:
0o -1 2 -1
0o 0 -1 2

Matricea A este simetricd, slab diagonal dominanta, ireductibila si are elementele
de pe diagonala principald strict pozitive. Din Teorema 2 rezultd ca A  este
pozitiv definita.
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Oservatia 2. Teorema 2 este utila la stabilirea faptului ca anumite matrice care
apar in rezolvarea numericd a ecuatiilor cu derivate partiale de tip eliptic sunt
porzitiv definite.

§1.3. Metoda Cholesky

Fie A o matrice simetrica, pozitiv definita si

n n
=T Ay —
(p(x)— x Ax= z Zaijxixj
i=1 j=1
forma patratica asociata. Deoarece a;;>0 avem:
2

n o n noan.
— 2 B 1
(/)(x)— a1 Xy + 26112}61)(?2 +.+ 2a1nx1xn + Z Zaijxixj =|.Jaj1x + Z_ X; +
i=2j=2 j=2 ari
n n
1 1 alialj L —
+zzal(j)xixj’ unde alg) zaij ) la]=2,n
i=2j=2 a1
Daca notam cu
n

n
] (x): z Zal(jl)xixj )

i=2 j=2
atunci ¢, este la rAndul sdu o forma patratica pozitiv definita.
2
Intr—adevir, sa presupunem prin absurd cd existi z=| : |#0 astfel incat
Z}’l
¢1(2)< 0.
2
Fie z;=- S ﬂzj si z= 2
=241
Zl’l
In continuare avem
2

Pp(Z)=| a1z + Z%Zj +¢1(z)=0+¢(2)<0,
j=2van

ceea ce contrazice faptul cd ¢ este pozitiv definita.
Asadar, am demonstrat ci ¢, este pozitiv definitd. In particular, rezulti ci

1)

ayy >0. Mai departe procedam cu ¢, asa cum am procedat cu ¢ si obtinem
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Y
¢’1(x)= aglz) x2+Z ; X +(02(x) )
= 3la()

unde
n n
®> (x) = z Zal(jZ)x X
i=3 j=3
este pozitiv definita. In final ¢(x) se reprezinti ca o suma de pétrate. Mai precis
¢(x) admite urmatoarea scriere:

(l 1)
/ (-1
aji x +JZI;H [ (1 1) J

unde
(0) ) (D) a2 b))
_ P p— pi “pi a——
a; =a; sioaif =a ) , p=1Ln-1.
4pp
Introducem notatiile:
rll - \ l(ll ) l:l’_n
(l 1)
1= % i<j
AT (1)
}’U =O, ] <I
1
ISp) algp) Fpilpi» P=Ln—L1 i,j=p+ln.
Cu aceste notatii avem
2
Q)(X)ZZ Zrl]xj z(r11x1+r12x2 +...+r1nxn) +(r22x2 +...+r2nxn) +
i=1\ j=i

2
oot (T )
Dacé notam cu R urmaétoarea matrice superior triunghiulara

n N2 --- Np

0 r R
R=| . % |

0 0o ... r

nn
atunci  @(x)=(x"R")(Rx)=x"(R'R)x . Pe de alti parte, ¢(x)=x"4x. Se obtine astfel
urmatoarea descompunere a matricei 4

A=R'R (2)
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unde R este o matrice superior triunghiulara.
Descompunerea (2) poartd numele de factorizarea Cholesky a matricei A si are loc
pentru matrice simetrice pozitiv definite.

Numarul de operatii pentru determinarea matricei R
Pentru a calcula elementele liniei a i—a a matricei R sunt necesare (n—i)(2i—1)+2i—
2 operatii elementare si o extragere de radacina patrata. Pentru toate liniile sunt
necesare
n 3 2
ZI(n—DQﬁ—D+2ﬁ—2]:2—+ﬁ——§£—
P 32 6

operatii elementare plus n extrageri de radacina patrata.

Exemplu. Si se determine descompunerea Cholesky a matricei

322
A=2 3 2
223
2 2 M 2 5 5
n =\/§, Ny=—7=, N3=—7=, 45 =Aoyp —Hy ==, Py =,—,
11 12 \/g 13 3 22 22 12 3 22 3
1
a(l)=a23—V12V13=2, rz3zﬁ=—2 ) a(l)=033—r123=§,
23 3 ry A5 B 3
@_ . m_2_7 _ |7
axy =Ay3 —1H3=—, 133 =.,|—
33 33 23 5 33 5
2 2
SBoL =
NN
r=lo |2 2
3 J15
0 0 7
5

Se verifica imediat ci A=R'R .

Rezolvarea sistemului Ax=b cu metoda Cholesky, in cazul cand matricea
A este simetrica si pozitiv definitd, revine la rezolvarea a doud sisteme
triunghiulare si anume

RTyzb
Rx=y

Algoritmul Cholesky pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare
Pentru p:=1,n—1 executd
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Top =40

pp p >
Pentru k:=p+1,n—1 executad
a
_ “pk
Fpk ==
Ypp

sfarsit pentru £ ;
Pentru i:=p+1,n executd
Pentru j:=i,n executa
e
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru 7 ;
sfarsit pentru p ;
{ Rezolvarea sistemului R'y=b }

by
N=—":
n1
Pentru i:=2,n executd
s:=0;
Pentru j:=1,i executa
SI=S+I”!~/- Vi,
sfarsit pentru j ;
bi —S
Yi= ;
}/'..

121
sfarsit pentru i ;
{ Rezolvarea sistemului Rx=y }

X, =2n ;
r}’l}’l
Pentru i:=n-1,1 executa
5:=0;
Pentru j:=i+1,n executad
SISy
sfarsit pentru j ;
X; = Jit?d ;
7

124
sfarsit pentru 7.
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Algoritmul se afla programat si In MATLAB si se apeleaza cu secventa:

R=chol(A);
x=R\R"b { pentru afisarea solutiei }
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§1.4. Metoda Householder. Factorizarea QR

O matrice Householder este o matrice de forma H = I, — 2hh", unde

h'=(0...., 0, ki, ..., hy) si ||h||2 = \lhl-z +...+ h,% =1. Se observa imediat ca o matrice

Householder este simetrica si are urmatoarea structura:

1 0
1
H= 2
0 1-2h7 =2y ... —2hh,
—2h,h; —2h,hyy ... 1-2h2

Mai mult, constatdm cd H este ortogonala. Intr—adevir,
H*= (I,-2hh"(I,—2hh")=1,—2hh" = 2hh" + 4h(h"h)h.

Cum A'h=1, rezultd H* =1, Asadar, avem H'=H=H".
Un calcul simplu ne arati ca (hh")x=(h"x)h , pentruorice x= (xl 3 XD yees Xy )T .
In continuare ne punem urmatoarea problema: dat fiind un vector coloand x # 0,
se poate determina o matrice Householder H , astfel incat Hx sd fie colinear cu
e; ?( unde e,"=(1,0,...,0) ).
Cu alte cuvinte, se poate determina un vector coloana /, cu ||h||2 =1 §i un numar
real o astfel incat Hx=x-2hh'x=ce, ?
Tindnd seama de observatia de mai sus, aceasta revine la x—2(h'x)h=ce,, de unde
rezultd x— oe,;=2(h'x)h. Asadar, % trebuie si fie colinear cu x—c-¢;. Cum ||h||2 =1

rezulta

X—0-¢

h (1)

Nr-oal,
Pe de alta parte, H fiind ortogonald avem
[l =1, = o -ler]| = -
Alegem o=-sgn(x;) ||x||2 si facem conventia sgn(x;)=1 daca x;=0.

In continuare avem
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xp +sgn(x)- [, Qx1| +x[, )-sen(ap)
X2 R%) .
X—0-¢ = : = : si

Xn Xn

2 2
= el =23 +2bar]- |, =2l (il +1l) -
Inlocuind in (1) obtinem
(] + I, Jsen
X2

1
h= )
V2l [l + )

Se obtine astfel urmatorul algoritm pentru determinarea lui 4 si deci a matricei H:
H=I,—fuu"
A= o, )
u= (Qx1| + ||x||2 )sgn(xl), Xy ees Xy, )T

sgn(x;)=1 daca x;=0.

Xn

1

3)

Teorema 1. Pentru orice matrice A€M ,(R) nesingulara exista o matrice
ortogonala H astfel incat matricea R=HA este superior triunghiulard.
Demonstratie.

an

. az1 . < _ . < s <
Fie a;=| 7 |, prima coloand a matricei 4. Din cele ardtate mai inainte rezulta

apl

ca existd o matrice Householder H,; astfel incat H,a;=oc-,. Matricea H, se
determina astfel:

1/2
n
SZ{ZG?IJ , ﬁ:(s(~“f|“11|))_1 ) ”=((|011|+S)Sgn(a11),021, ---,anl)T’
j=1

sgn(a;y)=1 daca a1 =0, leln—ﬂuuT . 4)
Daca notam cu 4,=H A, atunci A; are urmatoarea forma:

—sgn(ap)s al(? al(i)
1 1
4 = O a%z) a%n)

: g ’
0 a,(ﬂ) aim)
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A . e 1 . . . .
In continuare consideram vectorul a( ) = : 1 determindm o matrice
2

ortogonala H 5 €M,1(R) astfel incat
Hyd =03,
unde g’ =(1,0,..,0eR"",

1 0
Notdm cu H, =[ ~ J eM (R) sicu A,=H,A,. Matricea A, va arita astfel

0 H,
(2) 2 v v
a1 “1&2; ‘11(3; al(n;
2 2 2
0 ayy ayy ... a, o
A= 0 0 a%) agi) , unde @ =a;, j=Ln.
0 0 a,%) ag%)

In continuare se determini o matrice Householder 1713 eM, »(R) cu

proprietatea ca H 2a§2) = Ggl , unde ng =(1,0,...,0) eM, »(R). Vom nota cu

1 0

H; =[ (f i j eM ,(R) si cu A;=H3A,. Matricea 4; va avea toate elementele de
3

sub diagonala principala, din primele trei coloane, zero. Procedeul continua intr-un

mod evident. In final, obtinem o matrice superior triunghiulard 4, |, = H, 14, , =

=H, |-...H,H\A. Daca notam H=H, |-...HH; si cu R=HA, atunci H este

ortogonald si R superior triunghiulara. 4

Corolar. Pentru orice matrice nesingulara AeM ,(R) exista o matrice ortogonald
O si o matrice superior triunghiulara R astfel incat A= QR.

Algoritmul Householder pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Fie sistemul Ax=b cu AeM ,(R). Notdm cu C=(4|b)=(c;)eM ,,,:1 (R)
matricea extinsa.
Pentru i:=1,n—1 executa

- 2
Zcﬁ ’
J=i

dacd s=0 atunci A4 este singulara . Stop!
altfel B:=(s(|ci+s)) " ; dacd ¢;=0 atunci sgn(c;):=1;
u:=(0, ..., 0, (Cii+5)-SEN(Cir), Cis1is wrs Cni) 3
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H:=I1,—puu’"; C:=HC,
sfarsit pentru i ;

Exemplu. Fie sistemul
Sxp+2xy +x3=12
5x) —6xy +2x3 =-1
—4x +2xy +x3=3

Solutia exacta este x;=1, x,=2, x;=3.
Aplicam metoda Householder.

5 2 1 12 5 2 1 12
A=[5 -6 2| ; b=|-1|, C=|5 -6 2 -1|;
—4 2 1 3 4 2 1 3
Iteratia I
5
ay=| 5|;¢=5; s=66=8.124038405;
—4
13.124038405
B= ! =9.379086466-10  ;u= 5 ;
8.124038405 - 13.124038405 _4

—0.615457455 —0.615457455 0.492365964
Hy=|-0.615457455 0.765522838 0.187581729
0.492365964  0.187581729  0.849934617
—8.12403840 3.44656174 —1.35400640
A =H\A= 0 —5.44888848 1.10316995
0 1.55911078  1.71746403
-5.292934112
by =Hib=|~7.588267109 | ; C=H,-C=[4|p]
8.270613687

Iteratia a [I-a
(1) _[(—5.448888481) 55 '
a,’ = 5 S =4/CH +C3y =5.667557862;
2 ( 1.559110785 27
0

c»=5.448888481 ; ; [(=0.015872234; u=|—-11.116446343
1.559110785

b
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1 0 0
Hy=|0 —0.961417354 0.275093933
0 0275093933  0.961417354
-8.124038405 3.446561747 —1.354006401
Ay =Hy 4y = 0 5.667557862 —0.588142797 |;
0 0 1.954675092
~5.292934112
by = Hyby=| 9.570687333 |5 C=H, -C=[da|b, ]
5.864025277
—0.615457455 —0.615457455 0.492365964
H=H,-Hj=| 0727158367 —0.684384346 0.053467527
0.30406057  0.390935018  0.868744486
—8.124038405 3.446561747 —1.354006401
R=H-A= 0 5.667557862 —0.588142797

0 0 1.954675092
Solutia sistemului initial este x=R'Hb , unde:
—0.123091491 0.074854538 —0.062742657
R7'= 0 0.176442839  0.053089941
0 0 0.511593975
Se obtine solutia  x;1=1 ; x,=2 ; x3=3.000000001 .

b

b

b

§1.5. Norme de matrice

Cele mai utilizate norme vectoriale pe R” sunt:
1) ||x||OO =max{ |x1 ,...,|xn| }
n

l/p
S T
i=1

unde x"=(xy, x, ..., x,)€R".

%)

B

Definitia 1. Se numegste norma de matrice orice aplicatie
A-||4],, : M, (R)>R-

cu proprietatile:
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(i) |4,,=0dacasi numai daca 4=0,
G) [y, =l ;R AM®R),
i) [d+B],, <[4l +]2],, -

(v) (4B, <[l Bl - A BeM.R)

Un exemplu de normad de matrice este norma euclidiand de matrice, care se
defineste astfel

0 on 1/2
IIAIIE{ZZaﬂ : (1)

i=1 j=1
Proprietatile (i) si (ii) sunt evidente. Pentru a demonstra proprietatile (iii) si (iv) se
foloseste inegalitatea Cauchy—Buniakovski—Schwarz pe R”. Pentru exemplificare
demonstram (iv). Fie C=A4B. Atunci

2 |« P (o 2 | <2
Cij = Zaikbkj < Zaik Zbkj
k=1 k=1 k=1
In continuare avem

2 n n 2 n n 2 n n 2 2

4Bl =22 i <2 Daix |- 2| 2biy |=[4lz B
i=1 j=1 i=1\ k=1 j=1\k=1

de unde rezulta ||AB|| z < ||A|| z ||B|| g

2
E’

Definitia 2. O norma de matrice se numeste compatibild cu norma

-1
vectoriald ||||p daca ||Ax||p$||A||M||x||p pentru orice X.

Observatia 1. ||Ax||2 < ||A||E||x||2, (Y) x.

n n n
Intr-adevir, ||Ax”§ = Z(aﬂxl +.F A X, )2 < Z[Zalg J(ijz} = ||A||2E ||x||§ .

i=l ==l )\ j=l

Observatia 2. Daca A este o valoare proprie a matricei A, atunci |/1|S||A|| I,
pentru orice normad de matrice compatibila cu o norma vectoriald.

Intr—adevar, fie v un vector propriu al matricei 4 care corespunde valorii
proprii 4. Atunci avem

M= = v <[4 v

2
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deci |/1| S”A”M.

Dupa cum se stie, intre multimea M ,(R) a matricelor patratice cu
elemente din R si multimea L(R") a aplicatiilor liniare si continue, U :R"—>R",
existd o corespondentd bijectivd. Mai precis, dacd A este matricea asociata
transformarii liniare U, atunci U(e;")=(ays, @z, ..., ani),
unde ¢/ =(0, ..., 1, ..., 0)eR” si U(x")=(4x)". Pe de alti parte, spatiul L(R") este
un spatiu normat in raport cu norma operatoriala:

Wl =swot [0k )| |7]=1 @

unde cu || . || am notat o norma oarecare pe R”.

Se stie de asemenea ca:

||U||O=inf{c>0; HU(xT)HSCHxT , (V)x eR” } 3)

Definitia 3. Se numegte norma matricei A subordonatd normei vectoriale || : ||

urmatorul numar:
4]

J4l=sup {lax] : =1 }=supt ot “4)
xs0 [
Ca si In cazul normei operatoriale, avem
|4|=inf{e>0; |4 <], ()x) . (5)

,VxeR", deci norma

Din relatia (5) rezultd in particular ca ||Ax||£||A||||x

matriceald definita de (4) este compatibild cu norma vectorialda careia 1i este
subordonata.

Este evident ca aplicatia A4 —>||A|| definita de (4) satisface proprietatile (i)—(iii)
din definitia 1. De asemenea avem
48] < 4] 3] <[] |2] - -
de unde rezulta ||AB|| £||A|| B||
Asadar, formula (4) defineste intr—adevar o norma de matrice.

Definitia 4. Daca A,, ..., A, sunt valorile proprii ale matricei A , atunci se noteaza
cu p(A)=max|/11-| si p(A) se numeste raza spectrald a matricei A (in aceastd
1<i<n

definitie A, pot fi reale sau complexe)

Teorema 1. Pentru AeM ,(R) avem:

n
0 xS
Jj=1

b

a-v
i
1<i<n J
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) |4 1= maxz

1<j<n

b

dij

1

@ [a=lpla-alp .

unde cu ||A||p am notat norma matricei A subordonata normei vectoriale ||x||p.

Demonstratie.

Smaxz

‘J‘ "x” maXZ‘ l]‘

||Ax|| o= max

Zay J

dij

Ramane sa aratam ca existd X cu ||x|| w=1

Rezulta ||A||oO maxz ajj|.
j=1

1<i<n

astfel incat ||Ax|| o=
1<i<n

(6)

ij

%\%\ﬁg’;}gga
J= J=

0 daca akj=0
sifie X; =4 %%

J daca ap; # 0
Akj

Evident ca ||x|| =1 si ||Ax||Oo Z‘akj‘—maxz

a;;| . Asadar, am demonstrat

(1). In continuare avem

n n
||Ax|| 1= Z|a,-1x1 +..+ amxn| < Z(Ia,-1||x1| +..+ |a,-n||xn|)S

i=1 i=1

(gix $ ,]j (1 o )= mae [Z

n
I<j<nl ;5 i ]”xul

de unde rezulta

1<<
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Pe de alta parte daca eTjI(O,...,l,...,O) , atunci Hej“l =1 si HABJHF i‘aff" de
i=1

n

n -
unde rezultd ||A||1 2; ‘aij , pentru orice j=1,n. Asadar, ||A||1 ergnjagxng‘ay-‘

si cu aceasta afirmatia (2) este dovedita.
Fie B=A"A si fie
W =sup{ xTBx; x|| 7=1 } (7
2 .
oy =t =} deci ], = o -
=1

x"2 } este compacta, rezultd ca existd v cu

2=1.

Evident 4 =sup{(Ax)T Ax

Deoarece multimea S = {x ;

proprietatile: 14=v'Bv si ||

Vom arata in continuare cd Bv=g,v, decicd v este un vector propriu pentru B si
corespunde valorii proprii z.

T
Intr-adevar, pentru orice z#0 avem: (i J B[i JS L sideci
) U
Bz < /41”2”; = ﬂlZTZ ®)

Pe de alta parte este evident ca relatia (8) este verificata si pentru z=0. Deci relatia
(8) are loc pentru orice z. De asemenea avem:

vIBv=1v'v )
Daca notam cu C=B—1, , atunci avem:

Z'Cz<0, (Y)zsi (8"

vICv=0 9"

Fie z=v+ty, unde reR este oarecare si y este un vector oarecare. Din (8') si din
faptul cd C este simetrica rezulta
VIOV 20/ (Cv)+£y"Cy<0 .
Tinand seama de (9') avem
2yl ey +2n7 (ov)<o . (10)
Pentru ca (10) sa fie adevirati pentru orice t€R trebuie ca y'Cv=0.Cum y a
fost arbitrar rezultd 0=Cv=(B—yl,)v=Bv—1yv.

Asadar, avem Bv=g,v, deci g este valoare proprie pentru B si in plus p = ||A||§

Pe de alta parte, fie x o altd valoare proprie a matricei B si fie wu=0, u"2 =1,
astfel incat Bu=gu. In continuare avem
2 2 T T
H =||A||2 2||Au||2 =u'Bu=u pu=u.

Asadar, g4 este cea mai mare valoare proprie a matricei B, deci am demonstrat §i
afirmatia (3). a
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In particular dacd presupunem cd matricea A4 este simetrica, rezultd ca
B=A>. Fie A, A, ..., A, valorile proprii ale matricei A4, care In acest caz sunt

reale. Se stie ca /112,/13,...,/131 sunt valorile proprii ale matricei A4°. Si

presupunem ca /112 = max /13 .
1<j<n

Din Teorema 1 rezulta ca ||Al||2 = |ﬁl|. Daca, in plus, 4 este pozitiv definita, atunci

A>0 pentru orice i. Sa presupunem ca: A >4, >...2 4, . Din cele de mai sus
rezulta ||A|| )= A1, unde 4, este cea mai mare valoare proprie a matricei simetrice

si pozitiv definite A.

§1.6. Perturbarea sistemelor liniare.
Numdrul de conditionare al unei matrice

Consideram urmatorul sistem de ecuatii liniare
10x; +7xp +8x3 +7x4 =32
7xp +5xy +6x3 +5x4 =23 )
8xy +6x7 +10x3 +9x4 =33
7x1 +5x7 +9x3 +10x4 =31
a cdrui solutie exacta este x;=x,=x;=x4=1.
Sa consideram acum sistemul (1') in care am modificat “putin” termenii liberi
10x; + 7xy +8x3 +7x4 =32.1

7)(?1 + SX2 + 6)63 + SX4 =229 (1')

8)61 + 6)62 + 1OX3 + 9X4 =33.1

7x1 + 5)C2 + 9X3 + IOX4 =30.9
Solutia sistemului (1') este x1= 9.2 ; x,= —12.6 ; x3= 4.5 ; x4~ -1.1 . Asadar, o
eroare micd, de ordinul 0.1, a termenilor liberi, produce o eroare mare, de ordinul

10, a solutiei sistemului.
Fie acum sistemul (1") in care modificdm putin coeficientii sistemului

10x) +7xy +8.1x3 +7.2x4 =32

7.08x; +5.04xy +6x3 +5x4 =23

8x; +5.98x5 +9.89x3 +9x4 =33
6.99x] +4.99x, +9x3 +9.98x4 =31

Solutia sistemului (1") este: x1=—-81; x,;= 137 ; x3=-34; x,=22.
Sa analizam acum efectul perturbarii membrului drept asupra solutiei unui sistem
liniar Ax=b, in care matricea A este nesingulara.

(1"
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Notdm cu o0b perturbarea membrului drept si cu ox perturbarea care rezulta
pentru solutie. Avem: A(x+ox)=b +6b , de unde rezulta Aox=05b si deci
Sx=A"'6b . Pentru orice normi de matrice compatibild avem:

Joe| <™ - oo @
Pe de alta parte ||b|| =
M 5
IIXII el
o]

Ch

Numarul de conditionare al unei matrice se defineste astfel
cond(A) =]} 47| . )

, de unde rezulta:

Din relatiile (2) si (3) obtinem H_" |- H —1“ |

Asadar, intre eroarea relativd a membrului drept si eroarea relativi a solutiei
sistemului avem urmatoarea inegalitate

o] _ [[¢%]
< cond(A)- (5)
T° Tl

Observam ca daca numarul de conditionare al matricei coeficientilor sistemului
este mare, atunci la erori relativ mici ale termenilor liberi, pot apare erori relativ
mari pentru solutia sistemului. In cazul exemplului (1) avem

10 7 8 8 25 —-41 10 -6

75 6 5 . 41 68 —17 10
8 6 10 9|’ | 10 -17 5 -3
7 5 9 10 6 10 -3 2

si condy(A4) = 2984. (S—a folosit norma de matrice || ||2). Dupa cum se vede,

numarul de conditionare este destul de mare, ceea ce explica instabilitatea solutiei

sistemului.

Numarul de conditionare are urmatoarele proprietati:

@) cond(/,)=1

(i)  cond(4)=cond(4 ")

(iii))  cond(aAd)=cond(4) pentru orice a0

(iv) cond, (4) = T ,unde p>g6>..21,>0 sunt valorile proprii ale matricei
Hy

B=A"4
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max|/11~|

min|/1,~
valorile proprii ale matricei 4
(vi)  Daca A4 este ortogonald, atunci cond(4)=1 .
Pentru a evalua eroarea solutiei sistemului la o perturbare a coeficientilor
sistemului, avem nevoie de urmatoarele doua leme.

W) Daca A4 este simetrica, atunci cond,(4) = ,unde A, ..., 4, sunt

Lema 1. Dacai AeM ,(R) si ||A|| <1, atunci:

) A+l, si A-I, sunt nesingulare, si
g 1 1 1
(ii) —SH(AJ_rI ) Hs—
[4]+1 B E
Demonstratie.

Prezentdm demonstratia pentru A+, .
Presupunem prin absurd cd A+/, este singulara. Atunci exista x # 0,

||x|| =1 astfel incat (4+1,)-x = 0. In continuare avem x=—Ax, deci ||x|| < ||A|| - ||x|| .
Rezulta ||A|| >1 ceea ce contrazice ipoteza ||A|| <1.

Pentru a demonstra (if) observam ca

1=[1,] = \ (1, +AXI, + A)-lu <|1, + 4 \ (1, + A)_IH <(1+]4))- \ (1, + A)-1H

de unde rezulta

eelas ]

[+ <|(a+27].
Pe de alta parte avem

L=(L+A) HAULFA)
de unde rezulta
‘(ln ¥ A)_IH |1, -4, + A)_IH 31+||A||-‘(1,, + A)_l‘ :
si mai departe
_ 1
‘(1 +4) 1“3—.
! 1=[4]

Lema 2 (a perturbarii). Fie A, BeM (R) cu proprietatile:
0 e
(ii) HA_I(B - A)H <k<l.

(2

Atunci B este nesingulara §i HB_IH < e

Demonstratie.
Din Lema 1 rezulti ci I,+4 '(B—-4)=A"'B este nesingulara.
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Cum det(4 'B) = det(4 ')-detB, va rezulta detB # 0, deci B este nesingulari.
Tot din Lema 1 rezulta

< 1 )
1 HA_IB A)H 1-k

HB “1B-a)

Mai departe avem
o<l <t <2

Teorema 1. Daca perturbam matricea coeficientilor sistemului Ax=b cu O0A §i

—1 . A . .. . ..
HA 5AH <1, atunci intre eroarea relativa a solu,tzel S1 eroarea relativa a matricei

coeficientilor are loc inegalitatea
o] . conday ||

nu‘lcmwwﬁrmwﬂ

Demonstratie.
Din egalititile Ax=b si (A+04)(x+dx)=b rezultd AS+0Ax+34%=0. In continuare
avem & =—(A+04) 64 x si mai departe

I ” < a0 (6)

Daca alegem in Lema 2 azHA_ H si B=A+0A, atunci

HA_I (B- A)” - HA‘laAH <1

si va rezulta

I
57| =+ 0!]< g
- HA 1§AH - HA H o]
Din (6) si (7) obtinem
O R L

-] o] 1] ||"5A”|| 4]
Tinand seama de definitia numarului de conditionare, ultima inegalitate devine

o] . cond(ay [o4] a

M ICWMAJ A 4]



42 Bazele Analizei Numerice

Observatia 1. Daca presupunem in plus ca perturbam §i membrul drept al
sistemului cu Sb atunci rezulta

o] cond(4) (IIﬁAII N II%IIJ_
R N2
Zl

||x|| 1—cond(A)

Observatia 2. Rezolvarea sistemului Ax=b, cu metoda Gauss revine la rezolvarea
a doud sisteme triunghiulare Uy=b si Lx=y. Rezolvarea fiecdrui sistem necesiti n’
operatii. Daca unul din aceste sisteme este rau conditionat (ceea ce se poate
intdmpla chiar daca sistemul initial Ax=b este bine conditionat) metoda Gauss
conduce la erori mari.

Cu totul altfel stau lucrurile in cazul metodei Householder. Deoarece cond(Q) = 1
si cond(QR) = cond(R), rezulta ca sistemul Qy = b este bine conditionat si deci
ca sistemul A4x = b are aceeasi conditionare ca sistemul Rx = y. Asadar, algoritmul
Householder are proprietati de stabilitate mai bune decat algoritmul Gauss.

Observatia 3. Pentru evaluarea numarului de conditionare cond(4), este suficient

sd cunoastem un majorant pentru HA_IH .

Calculul lui H(LU )*IH este mai usor decat calculul lui HA_I‘ , deoarece

inversarea matricelor triunghiulare este usoara. Sa presupunem ca

(coy!|=a si Ja-Lu| s
(24

unde 0<k<l. Atunci din Lema 2 rezulta HA_IH < % .

Intr-adevar, si alegem in Lema 2 matricea LU finloc de A si matricea 4 in loc
de B. Avem

|47 (4-10) |< 47| |4~ U] <a-

£:k<1.
a

Atunci rezulta HA_IH S% sideci cond(4)< f” k” . 0
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§1.7. Metode iterative de rezolvare a
sistemelor de ecuatii liniare

Metodele directe de rezolvare numerica a sistemelor de ecuatii liniare se
utilizeaza pentru sisteme care au matricea coeficientilor densa (aproape toti
coeficientii sunt nenuli) si cu un numar de ecuatii moderat (pana la 100 de ecuatii).
Pentru sisteme mari de ecuatii de ordinul 10° — 10° si care au matricea
coeficientilor rard (cu multe elemente nule), se utilizeazd metode iterative de
rezolvare numerica.

Sa presupunem ca sistemul

Ax=b €))
se poate pune sub forma echivalenta

x=Bx+c 2)
Forma echivalenta (2) ne sugereaza urmatorul proces iterativ:

At Zpelm) s , (3)

unde x'© este un vector arbitrar.
Dacéd notam cu x solutia exacta a sistemului, atunci avem
x =Bx +c 4)
Fie €™ =x"x" vectorul eroare.
Din (3) si (4) rezulta et = pe(m) , meN" si mai departe
e = gme(0) ®)]

Teorema 1. Daca ||B|| <1, atunci sirul (x(m)) este convergent si 1im x(m) =x".

m—>0
Demonstratie.
Este suficient s ardtim ci lim (™ =0
m—>0
Din (5) avem
<1l <tz |
. m _ - . (m) _
Deoarece lim ||B|| =0, rezulta Iim "/ =0. a

m—»0 m—»0

Teorema 2. Conditia necesara si suficienta ca sirul (x(m)) definit de (3) sa fie
convergent este ca p(B)<1 , unde cu p(B) s—a notat raza spectrald a matricei B.
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Demonstratie.

Este suficient sd aritim cd  lim B” =0 dacd si numai daci p(B)<1. Din
m—>0

Algebra liniara se stie cd matricea B se poate aduce la forma canonica Jordan, deci

ca existd o matrice nesingularda C astfel incat

cl.B.c=J= Jpli(ll) J, (1) 0
YT : p2\"2 : ’
0 I, G)
unde
A 10 0
J ()= 1 :
P : o1
0 A
este o celula Jordan, A, ..., A, sunt valorile proprii ale matricei B si
pi, ... , p» sunt ordinele de multiplicitate ale acestor valori proprii. Deoarece
C'B"C=J", rezultici lim B™ =0 daci si numai daci lim J™ =0. Pe
m—»o0 mM—»00
de altd parte, J =D + N, unde
4 0 0
0 4
D=
A, 0
0 0 A,

este o matrice diagonald de ordinul n, iar N este o matrice nilpotenta de ordinul
n, adica N'=0.

N m
In continuare avem J"' = ZC,];Dm_kN k' Deoarece N*=0 pentru k=n, vom

k=0
avea

n
Jm=yckpmnkyk (6)
k=0
Observam ca ||D||OO = rnax|/11| = p(B)<1. Din (6) rezulta:
I<i<r

HJmH < i m(m—1)...(m —k +1),
s k! !

k
DI N, < 3 2L, - (o)
k=0 "-
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Cum  lim mX(p(B)"* =0, remlta ca  lim HJ’”szo, deci ci
m—>o0 m—0

lim J™ =0.

m—»o0

Reciproc, si presupunem ¢ lim B™ =0 si ca p(B)Z 1. Atunci exista
m—>0

un vector propriu x # 0 si o valoare proprie A, cu |/1| >1, astfel incat Bx=Ax si
deci B"x=A"x.

Cum (A" x) nuconverge la0, rezulta ca B" nuconverge la 0, ceea
ce contrazice ipoteza facuta. a

Una din cele mai cunoscute metode iterative este metoda Jacobi.
Sa presupunem cd matricea sistemului Ax=b are proprietatea a;; #0,i =1,_n.
Daca notdm cu D =diag(ayy,...,a,,) $icu E=D-A, atunci obtinem sistemul
echivalent (D—E)-x=b si mai departe

x=D'Ex+D7'p (7)
N . 1 1 _ niag;
Cum D’ =diag| —,...,— | , rezultica HD 1EHOO: max ¥ |2 .
a Aun 1<i<n Jj= a;;
J#i

Observam ca daca matricea A este tare diagonal dominanta, atunci HD_IE H o<l si

in virtutea Teoremei 1, sirul

) 2 (pT k) 4 pTp w0 8)
este convergent pentru orice aproximatie initiala  x'7.
constad In urmatoarele:

Sistemul Ax = b se pune sub forma echivalenta (7).

Scris pe componente, sistemul (7) arata astfel

Asadar, metoda Jacobi

1 n
xj=—1|b;— 2 a

ajj Jj=1

J#I

X i=Ln . (77)

Se obtine sirul recurent { x(m) } unde

n _
xl_(m"'l) :L b; — Zaijxg.m) , i=ln . (87)
aji J=1

J#i
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Daca matricea 4 este tare diagonal dominanta, sirul (x(m )) converge la
solutia exacta a sistemului.

Exemplu. Fie sistemul
5 -1 -1 -1)(x
-1 10 -1 —-1]|x,
-1 -1 5 -1||x;3
-1 -1 -1 10)\x4

Solutia exacta este xl—l X=2, x3= 3, x4 =4.
5 0 0 01 11 0 02 02 02
0 10 0 O 1 01 1 1 01 0 01 0,1
= ,E: N D E: )
0 0 5 0 1 1 01 02 02 0 02
0 0 0 10 1 110 01 o1 01 O
-0,8
-1 192 -1
plp= o EHOO:O.6<1 .
1,6
3,4

Obtinem urmatorul proces iterativ:

MV = 0220 1026 +0.2x(" ~0.8
WV =006 0x{” 1 0.0x0" —1.2

Y =026 102x07 +02x(" +1.6

Y =006 1 0.0V v 0.1xY 434

Daca alegem aproximatia initiala xlo =xg = xg = xg =0 atunci dupa 5

iteratii obtinem
x=0948; x{) =1969; x{ =2948 x{ =3969

O altd metoda iterativda cunoscutd este metoda Gauss—Seidel si care
corespunde urmatoarei spargeri a matricei coeficientilor:
A=(D+L)+U unde D=diag(ay,...,a,,),

0 0 .. 0 0 aypp ... a4y

a 0o ... 0 o o0 ..
21 iar U= aon
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Sistemul (1) devine (D+L) x =—-Ux +b si mai departe obtinem urmétorul proces
iterativ:

(D+L) X" = —Ux™ +b . 9)
Pe componente obtinem

xl(m+1) 1 [b _’i ayx Sm+1) Z ayx( )J i=ln . (10)

ajj Jj=1 Jj=i+l
. . .. - . +1 . .
Din algoritmul (10) se observa ca fiecare noud componenta, xgm ), este imediat
utilizata la calculul urmatoarei componente.
Se poate arata ca procesul iterativ Gauss—Seidel este convergent daca
matricea A este tare diagonal dominanta.
In cazul exemplului precedent obtinem

s 0 o0 o[« o1 1 [« (-4
~1 10 0 o|[xm fo o 1 r|[xM] |12
= +
1 -1 5 0 xgmﬂ) 00 0 1 xgm) 8
-1 =1 =1 10)| (mt) | {0 0 0 0)| (m)| |34

xl(mH) =%(xgm) + xgm) + xgm) - 4)

ngrl) o ( (m+l) (m) + xgm) n 12)

x{mH) ( (m+1) | (’”H)+x£m)+8)

sau

gm+1) ( (m+l) (m+1) n x§m+l) 4 34j
10
Pentru x(o) = xéo) =x§0) = (O) =0, dupa 5 iteratii obtinem

) =0995 ; (5)—1998; ) =2998 ; 2 =3.999 .

§1.8. Metode de relaxare. Principiile de bazdi

Metodele de relaxare sunt metode iterative si sunt utilizate pentru
rezolvarea numerica a sistemelor liniare care au matricea coeficientilor simetrica si
pozitiv definita.

Fie sistemul liniar

Ax-b=0 (1)
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V1

. . L . . = V2
unde matricea 4 este simetricd si pozitiv definita. Dacd v=| ” | este un vector de

proba oarecare, atunci notam cu

r=Av->b . 2)
Vectorul » se numeste vectorul rezidual.

Scopul oricarei metode de relaxare este ca prin schimbarea sistematica a
vectorului v, vectorul rezidual corespunzitor r sa se micsoreze, eventual sa se
anuleze.

In cele ce urmeaza, pentru orice doi vectori

U V1
Us 3 \%
u=| | si v=
ul’l vi’l
vom nota produsul lor scalar cu
(u,v>:vTu:ulv1 tupvy ... tuyvy 3)
Asociem sistemului (1) functia patratica
1 n n n 1
FW=—2 XYa;viv; - 2byv, =—<Av,v>—<b,v> 4
2121 i=l 2

Deoarece A este pozitiv definitd, rezulta Q(v)>0 pentru orice v#0, unde
oWw)= <Av, v> . Observam de asemenea ca pentru orice i=1,n avem

OF 1
o aaijvj b

deci vectorul rezidual
r=gradF . ®)]

Teorema 1. Problema determinarii solutiei sistemului (1) este echivalenta cu
problema determinarii punctului de minim al functiei patratice (4).
Demonstratie.

Fie v, solutia sistemului (1). Atunci ry=Avy—b=0. Cum

F
ro=gradF(vy), rezulta j—(vo) =0. Asadar, v=y, este punct critic pentru F. Pe
Vi
de alta parte,
2 n n
d“F(vp)=2 Xa;dvidv; >0.
i=1j=1
Rezulta cd v=v, este un punct de minim global pentru F.
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Reciproc, dacd v=v, este punct de minim pentru F atunci

n
Rezulta Za,-jv? —b; =0, i=Ln, deci v=v, este solutie pentru (1). U
Jj=1

In continuare prezentim principiul de bazi al metodei relaxarii. Fie v un
vector de proba oarecare, p o directie datd si D = { vi=v+ip, teR } , dreapta

care trece prin v si este paraleld cu p. Ne propunem sd determindm vy € D
astfel incat F(vg) = min{F W) v'e D}. Tinand seama de (4), rezulta
F(v') :%<A(V +ip)v+ip)—(by+ip)=
2

1 t t t
= E<Av,v> - <b,v> + 5 <Av,p> + 7<Ap,p> + 3 <Ap,v> - l<b,p> =
2 2
=FW)+ %<Ap,p> + t<Av,p> - t<b,p> =FW)+ % <Ap,p> + t<Av - b,p> =

2
=F(v)+ %<Ap,p> + t<r,p> .

Folosim notatia

2
, t
f(t)=F(V)=F(V+tp)=F(V)+7<Ap,p>+t<np> (6)
Determinam pe ¢ astfel incat f(¢)=F(v') sa fie minima. Pentru aceasta trebuie

saavem f'(¢t)=0, de unde rezulta t<Ap,p> + <r,p> =0. Asadar, obtinem:

Cum f"(t)= <Ap,p> >0, rezultd ca vectorul vy =v+17y;,p este un punct de

min

minim pentru F(v').
In continuare avem

{re)”
(4p.p)

fltmin)=F(vp) = F(v) _%

de unde rezulta

1 {rp)”
AF =F(vy)—F(v)=——

2 <Ap,p>
Pentru ca AF<O0, trebuie ca (r,p> #0. Rezulta cd directia p se alege

<0 .

astfel iIncat p sanu fie perpendiculara pe r.
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Observatia 1. Daca ry = Avy —b este vectorul rezidual corespunzator vectorului

Vo =V+iminP, atunci (ré,p>=0.

Intr-adevar,

(= av-) i 0= )7 22 ) =0

Pentru interpretarea geometricd a principiului relaxarii sd consideram cazul
particular n = 2.

Ecuatiile F(v) = constant, reprezintd ecuatiile unor elipse concentrice, al
ciror centru comun, coincide cu punctul de minim al functiei F. Intr-adevar,
ecuatia F(v) =c revine la

allvlz +2a12v1v2 +022V§ —2b1V1 —2b2V2 =2c. (8)
Deoarece A este pozitiv definitd, rezulta ca

a a
5= [ 11 12 J>O ’
ajp a4
deci (8) reprezinta o elipsa.

Fie vy un vector de proba oarecare si c¢y=F(vy). Ecuatia F(v)=cy
reprezintd o elipsd si v=v, apartine acestei elipse. Deoarece ry=gradf(v,), rezulta
ca ry este perpendicular pe tangenta in v=v, la elipsa. Directia p; o alegem
astfel incat sa nu fie perpendiculard pe 7ry. Fie vi=vottmmp1 sifie c=F(v)).

Punctul v=v, apartine elipsei F(v)=c; si de asemenea apartine dreptei ce
trece prin v, si are directia p.

Fie r=Av,—b. Din Observatia 1, 7o

rezultd cd r este perpendicular Vo

pe directia p;. Pe de alta parte

ri=gradF(v;) este perpendicular

pe tangenta in v=v; la elipsa

F(v)=c). Rezulta ca v=v,, este r P
punctul de tangentd la elipsa

F(v)=c, al dreptei care trece prin v, §i are directia p;.

§1.9. Metoda relaxarii simple

Este o metoda specificd calculelor de mana, avand mai ales o semnificatie
istorica.

Fie v un vector de proba oarecare si fie r=Av — b vectorul rezidual
corespunzator.
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, atunci alegem p=e; unde el =(O,...,1,...,0).Rezulté

Daca max |rl~| = ‘rj

I<i<n /
(rop) __ 1
mn="7, -~ §
(4p.p)  aj
' _ i
Vi=VHignp=v-———¢; @8
4ji
Pe componente avem:
V; daca i#j
Vil -—L daca i=j - 2)

i

’/‘ .
De asemenea vom avea 7' =Av —b=r——_ Ae; simai departe

ajj
r.
J
I"l —}"1 ——alj
ajj
rj'-=0 3)
]/‘.
' J
Ty =Ty ———ay;
aji
2
, 17
AF =F(Wv)-F()=—-——"-<0,
2ajj

ceea ce asigurd convergenta metodei. Desi convergenta este asiguratd, experientele
numerice aratd ca aceasta este foarte lentd. Convergenta este imbunatatitd daca
matricea 4 este tare diagonal dominanta.

Exemplu.
—X] + O.ZX2 + 0.2X3 +06 =0

0.2x, -x; +02x3 +05 =0
02x; +02xp -x3 +04 =0
0
Daca alegem vD =0 , atunci
0
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0.6
r(l) =105] si max(rl(l), rz(l), r3(1)):r1(1) =06 .
0.4
Asadar
1 (D D
p1=e =|0], v® =y —l—el si r@ =M —I—Ael.

a a
0 11 11

Pe componente avem

v =06 1P =0

W0, P =062,
VP =0 r2 =052

r2(2) = max(rl(z), r2(2) , r3(2))= 0.62.

Rezulta
0 e e
pr=ey=|1], v =@ _2 ey sl r® =@ —2—A€2 ;

0 az) az

v =06 r® =0.124

v o=062, 1) =0

G _ 3 _
V3 =0 3 =0.644
r3(3) = max(r1(3), r2(3) , r3(3))= 0.644 .

In continuare

3 -3
przes=|o], vy B o g @0 B
33 a33
v =06 r® =02528

v =062, (AP =01288 , etc.
v =o0644 |1 =

— = O O
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§1.10. Metoda deplasarilor succesive (Gauss - Seidel)

In metoda deplasarilor succesive, directia de relaxare urmeazad ciclic
directiile ey, e, ..., e,, indiferent de reziduurile respective, dupa care ciclul se reia.
Pentru simplificare sd presupunem ca avem sistemul

aj1x; +apxy +apzx3—b = 0
ay|x; +axnxy +axx3—by = 0
azx| +axpxytazzxz —by = 0
1
Fie v vectorul de proba initial si fie p'=e; =|0|. Conform formulei (1) din §9
0
()
rezulti v/ =v(%/ —1—e1 , lar pe componente
a
Vi =v1(0) —aL(aHvl(O) +a12vgo) +a13vg0) —bl)
11
1% =v£0)
= f

In continuare alegem directia de relaxare
0

p=e=|1
0

si obtinem vectorul v" de componente
=

1
V= VEO) ———(ayvf + agvh +axv —by) .

ax
Vi = vg 0)
In sfarsit, pentru directia de relaxare
0
p"=e3=|0],
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obtinem vectorul V" de componente

viﬂz vi’
"
V2 =V
1
7= (a3 V] + agph +az3vi —b3)
ass
Dupa incheierea acestui ciclu, vectorul gasit va fi notat cu v si va avea
componentele:
a a
vl(l) :viuz_ﬁng) _ing) "
a1l ap apy
a a b
vgl)zvgz_ 21 V1(1)— 23 vg0)+ ) )
a ar an
a a b
vgl) :vg’z_ivl(l) _ﬁvgu L
ass as3 ass

Efectuand calculele obtinem:
allvl(l) + alzvgo) + a13v§0) =b
a21v(l) + azzvg) + a23v§0) =b,
a31v( )4+ a32v§1) + a33v§1) =bs

In general, pentru un sistem de n ecuatii, dupd (m+1) cicluri se obtine vectorul

+1 . - ..
v care verifica ecuatiile:

allvl(m+ ) +a12v( )+a13vgm) +...+a1nv,(1m) =b
a21v1("1+1) +a, v(m+1) +a23vgm) +...+a2nv,(,m) =b, @)
a,, vl(m+1) +a, v(m+1)+an3vgm+1) +...+annv2mﬂ) =b,
Observatia 1. Formulele (1) coincid cu formulele (10) din §7.
Daca notdm cu
0 0 0. 0
al 0
an 0 0. O
T . 0 ay -
E= asy aszn 0.. 0}, F=E $1 D= . . . )
0 0 Ay
a, a4 0
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atunci matricea 4 admite descompunerea A=E+D+F si sirul de vectori p(m)
verifica relatia matriciald

(D+ENV™D + ;™ =p (3)
de unde rezulta

VW= _(D+E) 'R +(D+E) b . 4)
In sfarsit, notand

M= —(D+E)"'F si C=(D+E)’'b (5)
obtinem procesul iterativ

W=ppM4C (6)

Exemplu. Sa se gaseasca solutia aproximativa obtinutd dupa 5 iteratii cu metoda
deplasdrilor succesive, luand vectorul initial (0, 0, 0), pentru sistemul Ax = b,
unde:

2 -1 0 0 1
-1 3 -1 O 1
A= , b= .
0 -1 3 -1 1
o 0 -1 2 1
Rezolvare
18 0 0 O 0 -1 0 O
q 116 12 0 0 0 0 -1 0
36|12 4 12 0 0 0 0 -1
1 2 6 18 0O 0 0 O
0 18 0 O
1 110 6 12 0
M=—(D+E)y F=—
36|0 2 4 12
01 2 6

detM —any=2 22 -2, L)
9" 36

Valorile proprii ale matricei M sunt 4; =0369 ; 1, =0.077,; A3=0; 44=0.
p(M)=0.369<1, deci procesul este convergent.
Pe componente algoritmul conduce la:
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56
Iteratia I
1 1 0 0 0
x1( : :a_(b —a12x§ ) —ay 3x(3) —a 4x(4))
11
1 ! o 0 0.5
) = p=azp{” ) ) 05
1 212 . rezults  x(V = 0' 5
Xy =@ ~azpy) —any) —az)) 0'75
33 '
1 1 )
xf;) :a(b —a41x(1) —a4zx(zD “’43"(31))
Iteratia a Il —a
2 _ |1 !
= ) a2 )
11
i 1 , 0.75
xé : :a_(b —azlx(1 ) —az3x(31) _“24x(41)) 0.75
i 122 , , rezulti ¥ = 08'3333
x§ ):—(b—a31x(1 ) —a32x(2) —03436(41)) '
s 0.91667
2 1 2 2 2
xz(; : :a(b—amﬁ ) _a4zx(2) _“43x(3))
Iteratia a I1I —a
3 1 2 2 2
Lo r? )
3 ! . , ) 0.875
xg ) :_(b—azlx(l ) —azgxg) —az4x(4)) 0.90278
a i X =|
! 1 5 5 o rezulta x“/ = 0.93981
Y =—b-azpl? —a3nl) —a3pl?) '
a%3 0.96991
3 3 3
xf; : :a(b—amxﬁ ) —a42x(2) _a43x(33))
Iteratiaa IV —a
4 _ 1 3
x1( ):a_(b —alzx§3) —a 3x(3) —a 4x(43))
11
) 1 5 3 0.95139
xé ) :_(b—azlx(l4) —aggxg) —az4x(4)) 0.96373
ax i xW=| ©
) 2 o “ - rezulta x\" = 0.97788
x§ =——(b—azp” —azx,” —azxy’) '
afS 0.98894
4
xz(; ) :a_(b —a4lx(14) —a42x(24) —“43"(34))
44

Iteratiaa V —a
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5 1
x1( ):a_(b —a12x§4) —aq 3’6(;9 ! 4x(44))
11
. 1 0.98187
xé ) :a_(b —a21x(15) —azgx(34) —a24x(44)) 0.98658
5 %2 rezulti  x©) = 0'99184
x§ ) —— —a31x(15) —a3zx(25) —034?6(44)) '
33 0.99592
5 1
xz(; : :a(b _a4lx(15) —“42x(25) —a43x(35))

Teorema 1. Daca matricea A este simetricd §i pozitiv definitd, procesul iterativ
Gauss —Seidel este convergent.

Demonstratia rezultd din analiza descresterii functiei patratice F prin trecerea de
la o iteratie la alta. O altd demonstratie se bazeaza pe faptul ca se poate arita ca
dacd A este simetricd si pozitiv definita, atunci p(M) <1 si conform Teoremei 2

din §7, procesul iterativ este convergent.

§1.11. Metoda suprarelaxarii

Pentru sisteme mari de ecuatii, procesul iterativ Gauss —Seidel converge
lent, deoarece raza spectrala p(M) este in vecindtatea lui 1.

Metoda suprarelaxdrii este o generalizare a metodei Gauss —Seidel, care
consta in introducerea unui parametru @ in vederea accelerarii convergentei. Ca si
in metoda Gauss —Seidel, directia de relaxare urmeaza ciclic directiile ej, e, ..., e,
dar se inlocuieste f,, cu =@y, Exemplificim metoda pe cazul particular al
unui sistem de trei ecuatii. Fie v vectorul de proba initial. Dupa un ciclu in care
directia de relaxare urmeaza succesiv directiile e;, e), e; obtinem vectorul "

de componente:

1 0 (<Y 0 0 0
Vl()ZVI( )—a(allvl( )+a12vg )+a13vg )_bl)
w
=Y _a_(a21v1(1) tap” +ayp” —bz) (1)
22
1 0 w 1 1 0
Vg ) ZVg ) —E(aﬂvl( ) +a32v£ ) +a33vg ) —b3)

Daca @w=1, obtinem din nou formulele (1) din §10. Dupa efectuarea calculelor
rezulta:
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a)'lallvl(l) +(1 —Cl)_l)al lvl(O) + alzvg()) + (113ng) _ b]
a31v1(1) + a32"£1)+033a’_1"g1) +(1- cu_l)a33vg0) = b3

Dacé introducem notatiile

0 0 0 an 0 0
E=|ay; 0 0|, D=| 0 ay O | si F=E",
asy aszp 0 0 0 ass
relatiile (2) capata forma matriciala
(E+o ' DWVY + [F+(1 -0 )DW” =b . (3)
In general, pentru un sistem de n ecuatii, sirul de vectori " satisface relatia:
(E+o ' D)V + [F+(1 -0 D] V™ =b . (4)

In continuare avem
W= —(E+o D) [F+(1 0 D] "+ (E+o'D) b .
Notam cu
M(w)=—(E +w D) [F+(1—af1)D -
Clw) = [E+a)_1DFb
Obtinem astfel procesul iterativ
VW =M(0 W™ + C(w) . (6)
Pentru @w=1 obtinem algoritmul Gauss —Seidel (vezi (4), (5), (6) din
§10).
Parametrul optim, ., va fi acela pentru care raza spectrald a matricei
M(w) va fi minima. Evident, pentru acest parametru se obtine cea mai rapida
convergenta.
Se poate demonstra urméatoarea teorema.

Teorema 1. Dacd matricea A este simetrica §i pozitiv definitd, metoda
suprarelaxarii este convergenta pentru orice 0 < @< 2.
In particular, rezultd ci metoda Gauss —Seidel este convergentd dacd A
este simetrica §i pozitiv definitd, deoarece corespunde cazului particular @= 1.
Determinarea parametrului optim, @y, este posibild in cazul matricelor
bloc tridiagonale.

Definitia 1. O matrice A se numeste bloc tridiagonald, daca are urmadtoarea
structura:
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D FF 0 0 - 0
E, Dy F, 0 - 0
0 E, Dy F

A< 2 3 3 ’
0 Em—2 Dm—l Fm—l
0 . 0 E,, D,

unde D; sunt matrice pdatratice de diferite ordine, E; si F, sunt, in general,
matrice dreptunghiulare. Fy are acelasi numar de linii ca matricea Dy si acelasi
numar de coloane ca matricea Dy+\. Ej are acelasi numar de linii cu Dy, Si
acelasi numar de coloane cu D,. In afara matricelor care intra in banda, toate
elementele sunt nule. Dacad, in plus, matricele D; sunt diagonale, A se numeste
diagonal bloc tridiagonala.

Prezentam de asemenea fara demonstratie urmatoarea teorema.
Teorema 2. Fie A o matrice simetricd, pozitiv definita si diagonal tridiagonala.
2

opt = ——
1+4/1- 47

. . .. -1
A1 este cea mai mare valoare proprie a matricei — D (E+F) .

Atunci parametrul optim de relaxare este dat de relatia @ unde

Exemplu. Fie sistemul Ax = b din exemplul din paragraful precedent, care are
matricea diagonal bloc tridiagonala

2 -1 0 0 0 -1 0 0
-1 3 -1 0 1 0 -1 0
A: ,E+F: [}
0 -1 3 -1 0 -1 0 -1
0 0 -1 2 0 0 -1 0
0o L o o

200 0 121
0300 4 3 030

D= , -D N E+F)= .

003 0 1 1
0 — 0 —
00 0 2 313
00 — 0

2

Ecuatia caracteristica este
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o W= o~

|
o Wik ~ N
NN =)

N W l— o

| —

care este echivalenta cu
2. -1 0 O

~1 34 -1 0 P
=364* +1642 +1=0.
0 -1 312 -1

0 0 -1 22

4447

18

Rezulta 4; == si A =0.60763.

Parametrul optim de relaxare w,,, = 2
opt = [ 5
1+4/1- A7

Procedeul iterativ x""" =M(@ X" + C(w) , unde

=1.11469 .

—-0.11469  0.55734 0 0 0.55734
—-0.04261 0.0924  0.37156 0 0.57865
M(w)= , Clo)= >
—0.01583  0.03433 0.02337 0.37156 0.58657
—0.00882482 0.01913 0.01303 0.0924 0.88426
conduce la urmatoarele valori ale vectorului solutiilor pentru primele cinci iteratii:
0.55734 0.81593 0.92431 0.99166
MO 0.57865 O 0.82631 O 0.96946 O 0.99595 ,
0.58657 0.93988 0.98803 0.99825
0.88426 0.97976 0.99565 0.99953
0.9987
O _ 0.99933 .
0.99978

0.99993
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§1.12. Metoda gradientilor conjugati

Fie sistemul Ax=b, unde A4 este simetrica si pozitiv definita.

Definitia 1. Spunem ca directiile p si q sunt directii conjugate in raport cu
matricea A daca <Ap,q> = <p,Aq> =0.

Fie v” un vector de proba si =4V~ b vectorul rezidual

corespunzitor. In metoda gradientilor conjugati pentru rezolvarea sistemului
Ax=b, prima directie de relaxare se alege p""’=—r" . In continuare avem:

<r(0),p(1)> <,,(0),r(0)>
Fmin =_<Ap(1),p(1)> B <Ap(1>,p(1>> : M
) O 2)
c
- <,,(0>,p(1)>
41 = tmin = —m 3)

Valoarea minima a functiei F=F(v), cand v parcurge dreapta ce trece

prin v si are directia p"=—r? este V.

Fie
r(1)=gradF(v(1>)=Av(1) —b.
Din Observatia 1 din §8 rezultd ca

<,,(1),p(1)> :_<r(1),,,(0)>: 0. 4)

Urmitoarea directie de relaxare p® se alege de forma p®=—r"+¢p'" si in plus
sa fie conjugati directiei p" in raport cu A.
Asadar, avem:

0 :<Ap(2),p(1)> :<p<2>,Ap<1)> _ —<I”(1),Ap(l)>+cl<Ap(1),p(1)>

de unde rezulta

<r(1>, Ap(1>>
s (4p® )

Avem de asemenea

)
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<r(1), p(2)>
v@ =, (M tminl’(z) — _?pﬂ) ) (6)
< Ap ),p( )>
In general, pentru orice k>2 obtinem
<r(k_1), Ap(k—1)>
= , 7
Ck-1 <Ap(k_1),p(k_l)> (7
p® =g p@h ®)
<r(k_1), p(k)>
=2 7 9
1 (4p® @) ©
Vi =D +qkp(k). (10)

Metoda gradientilor conjugati este definitd de formulele (7) — (10).
In continuare prezentdm unele simplificari si proprietati suplimentare.

Deoarece #*" este ortogonal pe directia p* " rezulta

<r(k_l) p® > - <r(k_1) D e p<k—1)> - —<r(k_l) , r(k_1)>

si deci

<r(k—1),,,<k—1>>

= (4p®,®)
Pe de alta parte, din (10) avem
B = 0 _p = gD qkAp(k) _p=rkD qkAp(k) .
Obtinem deci urmatoarea relatia de recurenta

>0. C)

P = k=l qkAp(k) . (1)
Observam ca

(r®.r &) 0. (12)
Intr —adevar, din (11) rezulta
<r(k),r(k_l)>:<r(k_1),r(k_l)>+qk<r(k_1),Ap(k)> ‘ (13)

E-D - qunt

Pe de alti parte, tinand seama de (8), de (9°) si de faptul ca p® si p
A — conjugate, rezulta
<r(k_1), Ap(k)>

(=1) 4 (k)>:< (k1) (k—1)>
(Ik<l” Ap rr <Ap(k) (kD +Ck_1p(k—1)>

- —<r(k_1) , ,,(k—l)>

Din (13) si (14) rezulta acum (12) .
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Deoarece Ap® oricum trebuie calculat, rezultd cd vectorul rezidual ¥ se
va calcula din relatia de recurentd (11) si nu prin inlocuirea directi a lui v* 1in
expresia Av=b.

In continuare vom stabili o altd formula pentru coeficientul ¢;_;.

Din (11) si (12) rezulta

< D) 4 p(k—1)> O (r(k—l) _ r(k—Z)) _ 1 <r(k—1)’r(k—1)> ‘
9k-1 91
Tinand seama de (7) si de (9’) obtinem

<r(k_1), Ap(k—1)> <r(k_1),r(k_1)>
k-1 =<A (k-1) (k—1)> :< (k—2) (k—2)>
p*Vp r

Algoritm pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare cu metoda gradientilor
conjugati
Calculeaza

) = 40 _p . p(l)z_r(o)

<,,(0),,,(0)>
q1:<A L WV =) gV ()20 gD
p.p >
Pentru k:=2,n calculeaza
<,,(k—1),,,(k—1)>
P

Ck-1=7 7 0 o\’
<r(k_2),r(k_2)>
<,,ﬂc—1),,,ﬂc—1)>

< Ap(k),p(k)>

sfarsit pentru k .
In Mathcad algoritmul de mai sus este aplicat unui exempu.

b

R VIS

b

g = PN VI R R S VISRl
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Metoda gradientilor conjugati

Folosind metoda gradientilor conjugati sa se gaseasca solutia sistemului de ecuatii liniare Ax=b

0

5 1 -1 1 6
0
1 6 2 -2 7 Vectorul de proba Xi= n.=4
A= b= 0
-1 2 7 1 9
1 8 8 0

Algoritmul metodei gradientilor conjugati

GrCon(A,b,xn) = [ <Ax=b
<0>
pe-1
<0> <0>
T T
q(—
App
XX+ q'p
S <0> +qAp
for ke 2. n
<k—1> <k—1>
T T
Ce-—
<k—2> <k—2>
T T
<k—1>
pe-r1 +cp
<k—1> <k—1>
T T
q<—
App
x—X+qp
S <k=1> +qADp
X

Apelarea programului si afisarea rezultatelor

—_—

GrCon(A,b,x,n) =

—
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Teorema 1. In metoda gradientilor conjugati directiile de relaxare p®,
(k=1,2,...) sunt conjugate doud cate doud in raport cu matricea A, iar vectorii
reziduali ™, (k=0,1,...) sunt ortogonali doi cdte doi.

Demonstratie.

Demonstratia se face prin inductie relativ la k. Pentru 4&=1 avem <r(1) , r(© > =0

din (4), iar pentru prima afirmatie nu avem ce arata. I[poteza de inductie este:

<,,(i),r(f)>: 0 pentru %, 0<i, j<k, (15)

< p®, Ap(f)> =0  pentru i#, 1<iSj<k . (16)
Va trebui sa aratam ca

<r(k+1),r(])>=0, pentru j =0,k (17)

<p(k+1),Ap(j)>:o, pentru =1k . (18)

Fie j=k, atunci
<p(k+1),Ap(k)>: <Ap(k+1),p(k)> ~0

' sunt 4 —conjugate.

deoarece p* si p**
Fie 1<j<k, atunci

<p(k+1),Ap0)>: <-r(k)+ckp(k), p(i)> — _<r(k)’Ap0')>
deoarece < p(k),Ap(’)>:0 conform ipotezei (16).

Pe de alta parte,

Al = qu(,,w_,,(/-l))

si din (15) rezulta <rﬂ€),Ap0)> =0 .

Asadar am demonstrat (18).
Pentru j=k, (17) este adevarata din (12).
Fie 0<j<k. Din (11)si (15) rezulta:

<r(k+1),r0)>= <r(k)+q » Ap(kﬂ),rw> . < Ap(k+1>,r(j)>=

k+1 j i—1
=4k+1<AP( ' ):'PO) + Cj—lPO )>
Tinand seama de (18) si de faptul cd A4 este simetrica, rezulta <r(k+1) ,r0)> =0 si
cu aceasta teorema este demonstrata. a

Din Teorema 1 rezultd ci vectorii reziduali #* sunt ortogonali doi cate
doi si deci sunt liniar independenti (daca sunt nenuli). Asadar, nu pot exista (n+1)

vectori reziduali nenuli. Rezulta cd In metoda gradientilor conjugati solutia exacta



66 Bazele Analizei Numerice

se gaseste in cel mult 7 pasi. Teoretic ar trebui ca vectorul rezidual +™ si fie zero
si deci v=1"" si fie solutia exacti a sistemului.

In practica acest lucru nu se intdmpla, deoarece in determinarea vectorilor
® intervin erori de calcul, care fac ca acestia si nu formeze un sistem ortogonal.

r
A . - - - k AL w .
Deoarece in general #"#0, continuim si calculim #*, k>n péanid obtinem un

vector rezidual nul sau foarte mic (Hr(k) H << 1). Aceastd atitudine se justifica

prin faptul ca metoda gradientilor conjugati este o metoda de relaxare prin care
valoarea functiei patratice F=F(v) se micgoreaza la fiecare pas.

Metoda gradientilor conjugati se dovedeste foarte utild pentru sistemele in
care matricea 4 are multe zerouri si fiecare ecuatie are o anumitd regularitate
internd.

Astfel de sisteme apar in procesul de discretizare a problemei la limitd a
ecuatiilor cu derivate partiale de tip eliptic.

§1.13. Metoda celor mai mici pdtrate

In procesul de prelucrare si ajustare a datelor, apar sisteme de ecuatii
liniare supradimensionate sau subdimensionate. Abordam pentru inceput problema
sistemelor supradimensionate. Fie sistemul

ap Xy +.tay,x, Zbl
.......................... , m>n . (D

A1 X) +.F Ay X, = by,

Evident, un asemenea sistem poate sa nu aiba solutie. Fie

r=Ax—b=(n,r,...7 )T (2)
vectorul rezidual , unde

v =anx) +.t ayx, —b; , i=1m

Consideram functia patratica
2 2 2
J0)= flxpeex,)=(rr) =1 +15 +.477 3)

Definitia 1. Se numeste solutie in sensul celor mai mici pdtrate a sistemului (1),
* . . . ~
acel vector x , pentru care functia (2) are valoarea minima.

Daca: min f{x)= f(x* )=0, atunci r(x)=0, pentru orice i= I,_m Rezulta ca
xeR”
sistemul (1) este compatibil si x=x" este solutia exacti a sa.
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In general, sistemul (1) nu este compatibil si ~ min f{x)= f(x* )>0, iar x=x"
xeR"
este un substitut pentru solutia sistemului $i anume solutia 1n sensul celor mai
mici patrate.
Functia f se poate pune sub forma
J1x)=(r,r) = (Ax-b,Ax-b) = (Ax,Ax) — 2( Ax,b) +(b,b)
si mai departe

S =( AT axx)=2(abx) + (b.b) @)

Teorema 1. Daca rangA = n, atunci sistemul (1) admite o singura solutie in
sensul celor mai mici patrate si aceasta este solutia (unicd) a sistemului.

AT Ax=4A"b 5)
(Sistemul (5) se numeste sistemul normal al lui Gauss).

Demonstratie.
Punctele de extrem ale functiei patratice f datd de (4), se cautd printre
punctele sale critice, iar acestea, se afla rezolvand sistemul:
grad /=0
Cum grad f=4"Ax —A"b, obtinem sistemul 4’Ax=A"b. Pe de alta parte se stie ca:
rang A4 =rangAT =rang(AT A):rang(AAT )

Matricea B=A"A este o matrice patratici de ordinul n i rangB=n,
conform celor de mai sus. Rezultd cd sistemul (5) admite o solutie unici, x=x,
care este punct critic pentru  f.

Matricea B este evident simetricd si semipozitiv definitd. Mai mult, in
ipoteza noastrd, matricea B este pozitiv definita. Intr —adevir, daca presupunem ci
<Bx,x>=0, atunci rezultd <Ax,Ax>=0 si deci Ax=0. Cum rangd=n<m

rezultd x=0.
Pe de alta parte avem

n n
2
d f(X) = Z Zbl]dx,dxj >0 ,
i=1 j=1
de unde rezulti ca x=x" este punct de minim pentru f si cu aceasta teorema este
demonstrata. u

Asadar, in ipoteza rangd=n, solutia sistemului (1), in sensul celor mai
mici patrate, este unica si se afla rezolvand sistemul (5). Acest sistem este simetric
pozitiv definit. Rezolvarea sa se poate face prin metoda Cholesky sau una din
metodele de relaxare.

Observatia 1. Teoretic, solutia sistemului (5) este x'=(4"4) '4"b. Matricea
P=(A"4)"'A" se numeste pseudoinversa matricei (dreptunghiu —lare) A.
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Se observa ca daci A este patraticd, atunci P=A '(4") '4"=4 "', deci
notiunea de matrice pseudoinversd generalizeazd notiunea de matrice inversa
(pentru matrice dreptunghiulare).

Rezolvarea practica a sistemului (5) ridica probleme din cauza faptului ca numarul
de conditionare al matricei B=A'A este mare. Fie 4 >4, >.>1, >0 valorile

proprii ale matricei B. Atunci:

:
cond(B) = A (6)
)“n
Cum
(Bx,x) . _ (Bxx) . .
/1 =sup > rnax<Bel~,el-> =maxb; si 4, =inf—-< rn1n<Bei,el~> =minby;,
w0 (X)) i i x20 (xx) i i
rezulta
b;:
cond(B) > %% (7)
mll’lbl'i

Exemplul 1. (Dreapta de regresie)

Sa presupunem ca vrem sa gasim o dreaptd y=mx+n care sa treacd prin punctele:
M(0,0); Mx2,1); Ms(5,3); My8,5); Ms(10,6)

Se obtine astfel sistemul

0-m+n=0
2-m+n=1
5-m+n=3 . ®)
8-m+n=5
10-m+n=6
Evident, sistemul (8) este supradimensionat si incompatibil. Avem:
0 1 0
2 1 1
T 193 25 T 117
A=|5 1|, b=|3|, B=4"A4= ;A b= .
25 5 15
8 1 5
10 1 6

Ecuatiile normale ale lui Gauss sunt
193m+25n=117
25m+5n=15
21
= -, n
34
Ay =1732. Rezultd cond(B)=113 . Daca folosim estimarea (7) obtinem

Solutia exactd este  m = —% , 1ar valorile proprii sunt 4; =196.268 si
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maxb;; 193
— L ="""=386.
mlnbl'l' 5
A 21 3 < <
Dreapta de regresie in acest caz este:  y =3—4x —3—4. Aceastad dreapta nu trece

prin punctele M, dar este acea dreaptd din plan care trece cel mai aproape de
aceste puncte.
Sa presupunem ca vrem sa determindm dreapta de regresie corespunzatoare

punctelor M;(x;,y;), i =1n.

Matricele
11 n(n+D)Q2n+1)  n(n+1)
2 1 ) o, 6 2
A= Lo si B=A4A A= M
n 1 2
conduc la

maxb; (n+1)2n+1) _ n?

minbﬁ B 6 3
Pentru n=100, cond(B)>13333, deci sistemul normal al lui Gauss este prost
conditionat.

Sistemele subdimensionate apar in probleme legate de ajustarea datelor. Sa
presupunem ca masurand n cantitati x;, x, ... , X,,, gdsim valorile 1/, b, ..., [,. Pe
de alta parte, necunoscutele xj, x, ... , X, satisfac anumite ecuatii si anume

apx) . tayx, = bl
........................ . m<n . )
A1 X] + ot Ay Xy, = by,

Datoritd lipsei de acuratete a masuratorilor se pune conditia ca suma

n

patratelor corectiilor Y (/; — x; )2 s fie minimd. Se obtine astfel o problema de
i=1

extrem cu legaturi.

Exemplul 2.
Sa presupunem cd masurand unghiurile xj, x,, x; ale unui triunghi gasim
valorile [,, b, 5. Evident avem legatura
X1+ X+ x3=180° .
Impunem conditia ca abaterile datorate impreciziei masuratorilor sa fie cat mai
mici, deci ca expresia

(=) + (e =1 P + (3 =15
sa fie minima.
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Revenind la cazul general, se pune problema sa determindm n necunoscute Xxi, X,
.., X, care satisfac legaturile (9) si care minimizeaza functia:

2 2
S0y )= =) 44 (x, = 1,)"
Consideram functia auxiliara
2 2
@(xl,...,xn,/ll,...,/lm) = (Xl _ll) +..+ ()Cn _ln) -
- 211 ((11 1X1 t...+ax, _bl)'“_ Zﬂm (amlxl Tt qynX, _bm)

Punctele critice ale functiei ¢ sunt date de sistemul

x| _Zl _(allﬂ’l +...+am1/1m) =0

(10)

A1 X] F e +appXx, —b, =0

T

Dacanotdimcu /= (ll,...,ln)T sicu A=(4,....,4,)" , atunci sistemul (10) se

scrie sub forma matriciala

x=AT2+1 (10°)

Ax=b (10°7)
Inlocuind (10”) in (10°*) obtinem sistemul

AAT A =b-4l . (11)

Daca rangA=m, atunci rang(AAT )=m sisistemul (11) are solutie unica. Mai

mult, matricea 447 este patratica, simetricd si pozitiv definita, deci rezolvarea

sistemului (11) se poate face cu metoda Cholesky sau una din metodele de relaxare.
Rezolvand sistemul (11) gasim multiplicatorii lui Lagrange 4;,...,4,,, iar din

relatia x = AT 2+1 determinim punctul de minim conditionat al functiei f.

(Cum d 2¢ = 2(0lx12 +...+ dx,zl )>0 rezultd ca avem intr —adevér un punct de
minim).

Exercitii
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Folosind metoda Gauss sé se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii liniare:
6x) +xy —x3+ X4 =2
X +7xp+2x3-x4 =-1
=X +2x) +8x3+x4 =12
Xp =Xy +x3+9%4 =-5
1.0 0.1667 —-0.1667 0.1667

. . .. . ~ 10 1.0 03171 -0.1707
R. Matricea triunghiulara 4=

2

0 1.0 0.2150
0 1.0
0.333
) o ~ | —0.1951
vectorul termenilor liberi transformat 4 =
1.7850
-1.0

1

Solutia sistemului  x = -

-1
4x1+x) —x35+x4 =1
X1 +8xy+x3+x4 =7
X +xy+6x3+x4 =-10
Xp+xy+x3+7x4 =12

1.0 0.2500 -0.2500 0.2500

. . ...~ 10 1.0 0.1613  0.0968
R. Matricea triunghiulard 4 =

b

0 1.0 0.1105
0 0 0 1.0
0.2500
) o ~ 0.8710
vectorul termenilor liberi transformat b =
-1.7789
2.0

Solutia sistemului x=(-11-22)’.



72

R. Matricea triunghiulara A=

Sxp+xy+x3+x4 =14
X +8xy +2x3+ x4 =127
—X;+xy)+6x3—-x4 =15
Xp+ Xy +x3+x4 =10

1.0 0.2000 -0.2000 0.2000
0.1026
—0.1558

0 1.0 0.2308

0 1.0
0 0 0
2.8000
. o ~ |3.1026
vectorul termenilor liberi transformat b =
2.3766
4.0

Solutia sistemului  x= (123 4)’.

Cholesky:
10x) +xp —x3-x4 =9
4 X +9x) +x3—x4 =-6
—Xxp+xy+1lx3+x4 =8
—X =Xy +x3+8x4 =-7
3.1623 0 0 0
R RT - 03162  2.9833 0 0
-0.3162 0.3687 0.32809 0
-0.3162 -0.3017 0.3082 2.7774
2.846
R'y=b este y= -23129 , lar cea a sistemului
2.9726
-2.7774
1

sistemului initial este x=

-1
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1.0

b

Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii liniare folosind metoda

Solutia  sistemului

Rx=y ,

si deci solutia
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8x; —xy —x3 + x4 =7
5 —X;+6xy +x3-2x4 =6
—Xxp+xy+Tx3+x4 =-8
X —2xp+x3+9%4 =-11
2.82843 0 0 0
R T_ —0.35355 2.42384 0 0
—0.35355 0.361 2.59705 0
0.35355 —0.77357 0.54071 2.82564
2.47487
Solutia sistemului R’y=b este y= 283641 iar cea a sistemului Rx=y, si
-3.13776
—2.82564
1
deci solutia sistemului initial este  x=
-1
6x1 +xy —2x3 — X4 =19
6. X;+5x) +x3—Xx4 =15
—2x1+xp +11x3—x4 =8
—X] =Xy —x3+4x4 =-10
2.44949 0 0 0
R, RT - 0.40825  2.19848 0 0
-0.8165 0.60648  3.15682 0
—0.40825 —0.37905 -0.34954 1.88878
7.75672
Solutia sistemului R'y=b este y= 53825 , lar cea a sistemului Rx=y, si
3.50636
—1.88878

deci solutia sistemului initial este x=(32 1 -1)’.
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Folosind metoda Householder, sa se rezolve sistemele:

4x14+3xy) —2x3+x4 =2

7 S5x1+6xy) +7x3-8x4 =-14
9x) —8xy +7x3 —6x4 =-30
X|+ Xy —X3—X4 =0

R. det(4)=-1112; descompunerea A=QR este datd de
0.3607 —0.3882 0.7877 -0.3143

104508 —0.7068 —0.5445 0.0257

0= 08115 05787 -0.0784 0.02 ’
0.0902 —0.1217 0.2774 0.9487
110905 —-26148 80249 -80249
Re 0 -101569 00016 19155
0 0 —62130 583368
0 0 0 —-1.58889
299354
Solutia sistemului Qy=b este y= ~8.2430 ,
115498
—1.5888

iar cea sistemului Rx=y este x=(-11-11)".
X +2xy =3x3-4x4 =16

5x)—6xy +7x3—8x4 =2

9x| +8xy) +7x3+6x4 =6

4x) =3x) +2x3—x4 =-2

R. det(4)=-2808; descompunerea A=QR este datd
0.09017 0.17005 0.78843 —0.58424

1045083 -0.71359 -0.2494 -0.47469
| 08115 055307 —0.18504  0.03651
0.36067 —-0.39494 0.53098  0.65727

11.09054 2.88534 92872 0.541
0 1023107 —-2.42367  8.7419
0 0 -4.3444 -279972
0 0 0 5.69631

R:
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6.49202
Solutia sistemului Qy=b este y = 540201 ,
9.94384
—11.39263
1
iar cea sistemului Rx=y este x= ?
-2
4x; +3xp +2x3+x4 =2
o X +2xp) +3x3 +4x4 =-2
9x; —8xy +6x3-7x4 =30
x| — Xy +Xx3—x4 =4
R. det(4)=—80 ; descompunerea A=QR este datd de

040202 -0.82257 0.3961 0.0697
| 0.1005 -0.39663 —0.90448 —0.12039
1090453 04028 —0.05925 —0.12673|
0.1005 0.06173 —0.14663 0.98213

9.94987 -5.92972 6.63325 —5.62821

R 0 —-6.5451 —-0.3565 -5.29041
0 0 —2.42341 -2.66043
0 0 0 —0.50691
28.14106
Solutia sistemului Qy=b este y= 147901 ,
0.23702
0.50691

iar cea sistemului Rx=y este x=
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10. Pentru matricea 4 =

1 2 1 -1
2 1 -1 3
1 -1
1 -1 -1 1
det(4), A", det(4™");
Il Yl Jal,

cond(4), condy(4), cond,(4) .

0.6667
—-0.3333
1
0

det(4)=6, 47! =

det(4™")=0.1667;

b)

¢)

4l =s.

)=
1

o
2

cond(4)=18, condy(4)=12.7511,

11. Sa se calculeze:

a)
b)

c)

det(4) , A, det(4™");
4

17

pentru matricea A=3 2 -2

R.  a) det(d)=8, A7\ =|-2.625 —225 2.875
~1.125 -1.25

|A||2 =5.7446, |4 =7;

b)

¢)

4 -1 5
6 1 3
1 1

4l =e.

)=
1

o
2

= 57446, 4], =7
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, sa se calculeze:

At ol oL
1 2 0

-0.3333 1

-1
1
0

—2.848, HA_IH —4 .
o0

cond,(4)=28 .

, det(4 )=0.125 ;

—2.848, HA_IH —4 .
o0

cond,(4)=68.25, cond,(4)=48.28525, cond.. (4)=77.5 .
Folosind metoda lacobi sa se gaseascd solutia aproximativd pentru
urmatoarele sisteme de ecuatii liniare :
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Sxp—xp—x3 =5
12. X1 +6xy+x3 =—4
X=Xy +7x3 =9
R. Sistemul se poate pune sub forma x = Bx+c, unde B = D' - (D-A), iar D =

500 0 1 1
0 6 0|, E=D-A4=|-1 0 -1},
0 0 7 -1 1 0
0 0.2 0.2 1
B=|-0.16667 0 —0.16667| ,c=D"-b=|-0.66667| , B"2 =0.41997,
—0.14286 0.14286 0 1.28571
0
P(B)=0.29277. Solutia la fiecare iteratie, pornind cu xX@=lo , este:
0
1 1.12381
M= 066667 | , xP=|-1.04762| ,
1.28571 1.04762
1 0.98939
= -1.02857 | , x™ =] -0.99592
0.97551 0199592
1
Solutia exactd fiind x*=| —1| , eroarea care se face dacd se retine ca solutie
1

aproximativa K@ , este Hx* - x(4)H =0.01208.

6X1+XZ—X3+X4 =2
x1+7X2+X3—X4 =4 o . . S «
13. (sa se scrie solutia obtinutd dupa patru
x1+ZX2+8X3+X4 =6
x1+x2+x3+9x4 -8
iteratii).
R. Se poate pune sistemul sub forma x = Bx+c, unde B=D"-E, iar
6 0 0 0 0o -1 1 2
07 00 -1 0 -1 1
D= , E=D-A= ,
0 0 8 0 -1 -2 0 -1
0 009 1 1 1 0
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0 —-0.16667 0.16667 —0.33333
| —=0.14286 0 —0.14286 0.14286
S| -0125  -025 0 ~0.125 |
-0.11111 —-0.11111 —-0.11111 0
0.33333
c=D"'-b= _065775143 , |B,=0.5989, p(B)y=0.27926. Solutia pentru primele
—-0.88889
0 0.33333
4 iteratii, pornind cu  x(?) = 0 , este: x(D= ~0.57143 ,
0 0.75
0 —0.88889
0.84987 0.95117 0.9886
@ —-0.85317 O —-0.96542 RO —0.98884
0.9623 0.97528 0.99689
—-0.94577 —-0.99544 —-0.99567
1
Solutia exactd fiind x*= _1 , eroarea care se face daca se retine ca solutie
-1

aproximativa x| este “x*_x(4)“:0'01682 .

4x) —xp —x3+x4 =3
xp+7xy +x3—-x4 =14
Xp =Xy +6x3+x4 =21
Xy —xp—x3+9x4 =38

R. Se poate pune sistemul sub forma x=Bx+c, unde B=D"E , iar

4 0 0O 01 1 -1

07 00 -1 0 -1 1
D= , E=D-A= ,

0 0 60 -1 1 0 -1

0 0 009 -1'1 -1 0
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0 0.25 0.25 =025
| —0.14286 0 —-0.14286 0.14286
—-0.16667 0.16667 0 -0.16667|

-0.11111 0.11111 —0.11111 0
0.75

. 2
c=D"-b= ,
35

B|,=0.60753, p(B)= 0.22758. Pentru primele 4 iteratii,

422222
0 0.75
0 2
pornind cu xO = , solutia este: xM = ,
0 3.5
0 4.22222
1.06944 1.00711 0.99663
1.99603 1.98545 1.99883
+@ — , +3 = , G-
3.00463 2.99239 2.99784
3.97222 3.99133 3.99844

Solutia exactd fiind x*= , eroarea care se face daca se retine ca solutie

AW =

aproximativa x| este Hx* —x(4)H =0.00417 .

Sa se rezolve cu metoda Gauss—Seidel urmatoarele sisteme:

5x1—=2xp —=2x3 =-3
15. X +6xy —x3 =2
—x; —3xp +4x3 =8
5 -2 =2
R. Se observa ca matricea coeficientilor sistemului 4={ -1 6 —1| este tare
-1 -3 4

diagonal dominanta si atunci algoritmul Gauss—Seidel este convergent.
Sistemul se poate pune sub forma x""V=(D+L)"'(~Ux"+b), m>0, unde:

0 00 0 -2 -2 500
L=-1 0 0| ,U=0 0 -1} ,D=|0 6 0
-1 -3 0 0 0 0 0 0 4

Atunci
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0.2 0 0

(D+L)"=]0.03333 016667 0 |,
0075  0.125 0.5
0 04 0.4

~(D+LY'U=1{0 0.06667 023333 ,
0 015 0275

~0.6 0
(D+L)'b=10.23333| . Se obtin pornind cu x(¥ = 0| , vectorii:
2.025 0
~0.6 0.30333 0.73531
x0=1023333| , xP=]072139 | , x® =]0.89203| ,
2.025 2.61687 2.85285
0.89795
x™ ={ 0.95847
2.94334
6x) —xy —2x3 + x4 =2
2x1 +6xy —x3 — X4 =8

—X1—3X2 +8X3 +2)C4 =2
XI+X2+)C3+4X4 =—1

R. Se observa ca matricea coeficientilor sistemului

6 -1 -2 1
2 6 -1 -1
A=
-1 -3 8 2
1 1 1 4

este tare diagonal dominanta si algoritmul Gauss—Seidel este convergent.
Sistemul se poate pune sub forma x""= (D+L)"(~Ux"+b) , m>0, unde:

0 00 0 0 -1 -2 1
L:2 0 0 0 [0 0 -1 -1

-1 -3 0 0f o 0o o 2|°
1 110 0 0 0 0
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600 0
06 00
D:
008 0
000 4
0.16667 0 0 0
. | -0.05556  0.16667 0 0
Awnel (D+L) "= 00625 0125 0 | °

-0.02778 —0.05729 -0.03125 0.25
0 0.16667 033333 —-0.16667

0 0 -0.05556 0.05556  0.22222
—(D+L)y U= ,
0 0 0.0625 —-0.1875
0 -0.02778 -0.11285 0.03299
0.33333
(D+L)"'b = 1.22222
0.75
—-0.82639
0 0.5 0.95573
Alegénd x© = 0 , obtinem: X = ! , x2) = 1.02778
0 0.9375 0.96973
0 —0.85938 —0.98831
0.99259 0.99803 0.99971
N 0.99937 N 1.00048 ) 1.00006
0.99592 0.99918 0.99984
—0.99697 —-0.99942 —-0.9999
10x) —xp —x3+x4 =7
17, xp+11xy —x3 — x4 =-10
X=Xy +12x3+x4 =22
X +xy+x3+13x4 =-24
R. Se observa ca matricea coeficientilor sistemului
10 -1 -1 1
1 11 -1 -1
o1 -1 121
1 1 1 13

este tare diagonal dominanta si algoritmul Gauss—Seidel este convergent.

81
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Sistemul se poate pune sub forma x"™V=(D+L)(~Ux"+b) , m>0, unde:

0 000 0 -1 -1 1
|1 000 R K
-1t =100/ {0 0o o 1|’
1 110 0 0 0 0
100 0 0 0
|0 1100
0 0 12 0
0 0 0 13
Atunci
0.1 0 0 0
DD —0.00909  0.09091 0 0 ’

0.00758  0.00758  0.08333 0
—0.00758 —0.00758 —0.00641 0.07692
0 0.1 0.1 -0.1

0 —-0.00909 0.08182 0.1

0 0.00758  0.01515 —0.08333
0 -0.00758 -0.01515 0.00641

~«(D+L)'U=

b

0.7
-0.97273
(D+L) 'b=
1.81061
—1.96445
0 0.7
0 -0.97273
Alegand X0 = , obtinem: x = ,
0 1.81061
0 —1.96445
0.98023 0.99793 0.99993
L@ _ -1.01219 ’ RO —1.00001 , L@ _ —1.00001 ’
1.99437 1.99958 1.99998
-1.99711 —1.99999 —1.99999
1
-1
+©O) =
2
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Folosind metoda relaxdrii simple sa se scrie solutia aproximativd pentru
urmatoarele sisteme:

8x] —xp +x3 =3
18. —X1+6x; —x35 =14
X —xy+9x3 =-28
8 -1 1
R. Matricea sistemuluieste A=|-1 6 -1
1 -1 9
0 -3
Luand vectorul de proba xXW=lo| se obtine D=l _14 , deci prima directie
0 28
0 0
de relaxare este p(l) =ey=|0| .Rezulta X = 0
1 -3.11111

Analog :

611111 0 0
r® = -10.88889 | ,pP =y =| 1| ,xP=| 181481 | ;
0

0 -3.11111
—7.92593 1 0.99074
JE) I B , pD =g _[OJ , P =) 181481 |
—1.81481 0 -3.11111
0 0 0.99074
r® =] 2099074 | | p® =ey=|1] , x® =| 1.91994
—-0.824070 0 -3.11111
s. a.m.d.
10x;+xp —x3—x4 =9
19 X1 +9x; —x3+ x4 =-24
—x;—xp +11x3 +x4 =30
—x;+xp +x3+8x4 =-32
10 1 -1 -1
o | 9 -1 1
R. Matricea sistemului este 4=
-1 -1 11 1
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0 -9
Alegéand X0 = OJ se obtine r = 24
0 -30
0 32
0 0 -5
Deci pV =¢, = 0 x? = 0 PLE 20
0 0 -34
1 -4 0
Mai departe obtinem :
0 0 —8.09091 0
5 0 0 16.90909 1
PP =e=l 1= oot | T o V== ]
0 -4 3.09091 0
0 1 0.99697 0
@ _ —-1.87879 : p(4) o= 0 RO —-1.87879 ) 0.99697
3.09091 0 3.09091 0.88182
-4 0 -4 0.21515
0 0.99697
, p(s) e 1 L6 _ —-1.98956
0 3.09091
0 -4
4x —2xy+x3 =9
20. —2x;+6xy—x3 =5
X; — Xy +5x3 =6
4 -2 1
R. Matricea A=|-2 6 -1 este simetrica, tare diagonal dominanta:
1 -1 5
4> =2 +[1] . 6] > -2+ -1, |3 > [+ -1 . A=4, A=20, A;=94 , deci pozitv

definita si se poate aplica metoda. Luand vectorul de proba
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0 -9 1 2.25
D =lo]| se obtin: PRLCON , p(l) =¢=|0]| , AR ) ;
0 ~6 0 0
0 0 2.25 ~3.16667
rP = —95 | Leste pP=ey=|1],xP=[158333|;,PD=| o0
~3.75 0 0 ~5.33333
0 225 ~2.1 1
PP =e=l0]| ,x® =] 1583 | ;@ =[-1.06667|, p™ =¢; = 0] ,
1 1.06667 0 0
2775
x® =]1.58333
1.06667

Sa se scrie solutia aproximativd pentru urmadtoarele sisteme de ecuatii
liniare obtinuta cu metoda suprarelaxarii:
2x1 —xy =3
21. -Xx+3xy-x3 =-5
—Xy +4x3 =5
R. Matricea coeficientilor sistemului este bloc tridiagonala, simetricd §i pozitiv

definita, deci metoda suprarelaxarii este convergenta. Sistemul se poate pune sub
forma:

K" V=p M+ C m>0, unde: M =— E+ D { 1—— } ,
L 0 0 0 200
C:[E+—j b ,E=|-1 0 0| ,D=|0 3 0| ,F=E",
@ 0 -1 0 00 4

W= L fiind cea mai mare valoare proprie a matricei —D '(E+F),

1+,/1—/112’

4=0.5, @=1.0718 si considerand vectorul initial x“=b, rezulta
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~1.28719 1.64605
xD=-0.10088| , x® =|-0.85027
0.95373 1.04344
1.00661
x® =1 -0.99835
1.00034

14x; +xp =13

9. X +5x) —x3 =-3
—-xy +14x3 -2x4 =-15

—2x3; +5x4 =7
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1.03385
CxD =] —098314]
1.0014

R. Matricea coeficientilor sistemului este bloc tridiagonala, simetricd §i pozitiv
definita, deci metoda suprarelaxarii este convergenta. Sistemul se poate pune sub

forma
K" V=pm+C M0,
0
1! 1
C=|EF+— b, E=
10} 0
0
2
= . /11

_1+\/1—/112

unde Mz—(
0 0 O

0 (]

-1 0 of ’
0o -2 0

se o) [re(i-L)o]

140 0 0
05 0 0 ,
, F=E
0 0 14 0
0005

fiind cea mai mare valoare proprie a matricei —D '(E+F),

41=0.2735, @=1.01943 si considerand vectorul initial

1 V= p, rezulta:
0.91242
O —3.79769
—0.05784
1.26758

RO

1.20542
L) _| 079542
—0.96444

1.0093

b

0.99985
—0.99987
—-0.99997

1.00001

£ _

2

0.98111
) _| 7099288
~0.99882
1.0003
0.99999
~0.99999

-1
1

Sa se gdseascd solutia aproximativd obtinutd cu metoda Gauss—Seidel pentru
sistemele de ecuatii liniare urmatoare:
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14)(,'1 + X =13
+5 - =-3
23 X1 X2 X3
— X +14X3 —ZX4 =-15

—2x3  +5x4 =7
Sa se precizeze numarul de iteratii necesare pentru ca eroarea s se micsoreze de
10 ori.
R. Matricea A4 fiind simetrica si pozitiv definita procedeul iterativ
Gauss—Seidel este convergent. Sistemul se poate pune sub forma
K D=pp M m=>0,

unde
0 0 0O
M=—D+E)'F, C=(D+E)'b, E= bo oo , F=E"
0 -1 00
0 0 -2 0
14 0 0 O
D 0 5 0 0
0 0 14 0
0 0 0 5
0 -0.07143 0.92857
i 0 0.01429 0.2 —0.78571
Deci M = ,C=
0 0.00102 0.01429 0.14286 —1.12755
0 0.0004 0.000571 005714} 0.94898
Daci se porneste cu v”’=5  obtin vectorii:
1.14286 1.20204 0.99353
SO —3.82857 ) _| —0.90939 3) | —0.98992
-0.3449 |’ -0.95609 | ° -0.99677 | ’
1.26204 1.01756 1.00129
0.99928 0.99994
S _ —-0.99921 , 5) _ —0.99994
—-0.99976 —0.99998
1.0001 1.00001

Raza  spectrald  este  p(M)=0.0748, rata de  convergentd  este
R(M)=—1g(p(M))=1.12609 si numarul de iteratii dupa care eroarea scade de 10 ori

este K= 2 ! =0.88803, adica la fiecare iteratie eroarea scade de 10 ori.
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5)(,'1 + Xy — X3 =5
24. x| +8.)C2 + X3 =10
— X1t X +15.X3 =15
Sa se precizeze numarul de iteratii necesare pentru ca eroarea s se micsoreze de
10 ori.
R. Matricea A4 fiind simetrica si pozitiv definita procedeul iterativ

Gauss—Seidel este convergent. Sistemul se poate pune sub forma
KD =pp M m=>0,

unde
0 0 0 50 0
M=—D+E)'F, C=(D+E)'p, E=|1 0 0| , F=E', D=[0 8 0
-1 10 0 0 15
0 -02 0.2 1
Deci M=0 002 -0.12 | ,C=| 09
0 —0.01467 0.02133 1.0067
Daci se porneste cu V=5 obtin vectorii:
2 1.376 1.05954 1.04563
v =107 ,v® =] 07444 | ,v® =|0.78984 | , +vP =]0.79364]| ,
1.18 1.04211 1.01798 1.0168
1.04463
v =10.79386
1.01672

Raza  spectrala este  po(M)=0.06262, rata de convergentda  este
R(M)=—1g(p(M))=1.20326 si numadrul de iteratii dupa care eroarea scade de 10 ori

este K= =0.83108, adica la fiecare iteratie eroarea scade de 10 ori.

Sa se scrie solutia aproximativa obtinutd cu metoda gradientilor conjugati aplicata
sistemelor de ecuatii liniare:

6x; +x, —x3 =6
25. X +8xy +x3 =-8

-x; +xp +10x3 =-12
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R. Matricea coeficientilor sistemului este simetricd si pozitiv definita si deci se

0
poate aplica metoda. Luand x”=| 0| ca vector de proba, se obtin rezultatele.
0
Iteratia I.
-6
r=4x,—b=| 8 |, prima directie de relaxare, p"’=—
12
<r<0), p(1>> 0.60797
q1=— RO =0.10133, x=x+¢,p"=| -0.81063 |-
< PP > -1.21595

Iteratia a I1-a .

~1.94684 <r(1) ,,(1)>
rD =10 4 g4p® =] 090698 |, ¢;=—L=0.02911

0) ,.(0)
~1.57807 <r 7 >
2.12151 <,,(1) p(2)>
PP = V4epV=| 113987 | , ¢y =— DG =0.17916,
1.22874 <Ap P >
0.98807
xP=xV+ gpP=| —1.01485 |.
~0.9958
Iteratia a I1l-a.
—~0.09062 <r(2) r(2>>
r(2)=r(l)+q2Ap(2)= ~0.12656 |, ¢y =~—— L =3.62608-107
ROO
0.03906
0.09832 <,,(2> p(3)>
B = D40 =] (12243 —_ N 7 012133
p rTep . > 43 3) (3 : ’
~0.03461 <Ap P >
1
x(3) =x(2)+ q3p(3): —11.

-1
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26. Sa se determine traseul optim pentru o conducta de gaze naturale care sa treaca
prin "apropierea" localitatilor L;, i=1,...,10 , care raportate la un sistem cartezian

de referintd au coordonatele urmatoare:

L1(1,2), Ly(2,2), L5(5,3), La(7,4), L5(10,2), Le(11,3), L+(15,4), Ls(16,5), Lo(18,1),

L10(20,4).

R. Luand traseul dupa o dreapta, se obtine sistemul:

a+b

2a+b

Sa+b
Ta+b
10a+b
1la+b
15a+b
16a+b
18a+b
20a+b

=2

=2
=3
=4
=5
=1
=4

care este supradimensionat. Se formeaza sistemul normal al lui Gauss Bu=c, unde

r r L 1505 105
B=A"A, ¢c=4"b , adica: B= , C=

105 10

340
30

J , a carui solutie este

1;=0.06211 , u,=2.34783 . Raportat la acel sistem de coordonate traseul conductei

trebuie sa urmeze dreapta y = 0.06211x+2.34783 .
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