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 ( )tzKieiEE ω−= 1
11

rr
 şi ( )tzKiejBB ω−= 1

11

rr
    (6.73) 

atunci unda reflectată este reprezentată prin 
 ( )tzKieiEE ω+−= 1

11 ''
rr

 şi ( )tzKiejBB ω+−= 1
11 ''
rr

   (6.74) 
şi unda transmisă are forma 

 ( )tzKieiEE ω−= 2
22

rr
 şi ( )tzKiejBB ω−= 2

22

rr
    (6.75) 

unde i
r

 şi j
r

 sunt versorii axelor Ox şi respectiv Oy iar amplitudinile 
câmpurilor electrice sunt legate de cele ale câmpurilor magnetice prin 

c
nEEB ==

v
, iar 

c
nK ω

= . 

O condiţie la limită se referă la continuitatea componentei tangenţiale 
a câmpului electric la 0=z . Din expresiile (6.73–6.75) această condiţie 
devine 

 211 ' EEE =−        (6.76) 
Această condiţie implică că cele trei unde trebuie să aibă aceeaşi frecvenţă ω 
pentru ca ea să fie satisfăcută la orice moment t. 

O a doua condiţie la limită exprimă continuitatea componentelor 

tangenţiale ale lui 
0μ

=
BH
r

r
 la 0=z . În cazul nostru ea se scrie sub forma 

 211 ' BBB =+        (6.77) 

sau, folosind relaţia 
c

nEB = , 

 ( ) 22111 ' EnEEn =+       (6.78) 
Rezolvăm sistemul de ecuaţii (6.76) şi (6.78) pentru a obţine 

 
12

12

1

1
12

'
nn
nn

E
Er p +

−
==  şi 

12

1

1

2
12

2
nn

n
E
Et p +

==    (6.79) 

unde pr12  este coeficientul de reflexie şi pt12  este coeficientul de transmisie. 
Relaţiile (6.79) sunt relaţiile lui Fresnel pentru incidentă normală. Indicele p 
arată că undele sunt plan polarizate. Dacă ne interesează intensităţile undelor 
reflectate şi transmise în raport cu intensitatea undei incidente este necesar să 
definim reflectanţa R şi transmitanţa T prin relaţiile: 

 
1

1'
S
S

R =  şi 
1

2

S
S

T =       (6.80) 

unde 11 ', SS  şi 2S  sunt mediile temporale ale intensităţilor undelor 
incidentă, reflectată şi respectiv, transmisă (vezi paragraful 5.4, ecuaţia 5.71 ) 

Deoarece 
c

En
S

μ
=

2

 ecuaţiile (6.78), (6.80) conduc la 

 2
12 prR =  şi 2

12
1

2
pt

n
nT =       (6.81) 
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 02011
22

'
1111 cos'cos'cos rKirKirKi eEeEeE

rrrrrr

θ=θ−θ    (6.85) 
unde am ţinut cont de expresiile (6.82) – (6.84) ale câmpurilor celor 3 unde şi 
am notat cu 0r

r  vectorul de poziţie al câmpului în planul 0=z , care constituie 
interfaţa dintre cele două medii cu indicii de refracţie n1 şi n2. 

A doua condiţie de continuitate a componentei tangenţiale a 
intensităţii câmpului magnetic, H

r
, se scrie: 

 020101
22

'
1111 ' rKirKirKi eEneEneEn

rrrrrr

=+     (6.86) 
Această relaţie rezultă din ecuaţiile (6.82)–(6.84) care arată că inducţia 
magnetică (deci şi H

r
) este perpendiculară pe planul p pentru toate cele 3 

unde. 
Remarcăm că ecuaţiile (6.85) şi (6.86) diferă faţă de relaţiile (6.76) şi 

(6.78) din cazul incidenţei normale, prin factorii de fază 01rKie
rr

, 01' rKie
rr

 şi 02rKie
rr

. 
Pentru ca cele două condiţii de continuitate (6.85) şi (6.86) să fie satisfăcute 
pentru orice punct de vector de poziţie 0r

r  de pe interfaţă este necesar ca 
aceşti factori de fază să fie acordaţi şi apoi amplitudinile celor trei unde să fie 
corelate corespunzător. Acest acord de faze implică relaţiile 

 020101 ' rKrKrK rrrrrr
==       (6.87) 

care introduse în (6.85) şi (6.86) conduc la 
 ( ) 22111221111 ',cos'cos'cos EnEEnEEE =+θ=θ−θ   (6.88) 

unde 11 ',θθ  şi 2θ  sunt unghiurile de incidenţă, reflexie şi respectiv, refracţie. 
Să analizăm mai întâi consecinţele acordului de fază dat de relaţiile 

(6.87). Deoarece vectorul 0r
r  poate fi scris cu ajutorul versorului normalei la 

interfaţă nr  (cu direcţia şi sensul axei Oz) sub forma 
 ( )00 rnnr rrrr

××−=         
produsul scalar dintre un vector de undă K

r
 şi 0r

r  devine 
 ( )[ ] ( ) ( )000 rnnKrnnKrK rrrrrrrrrr

×⋅×−=××−=     (6.89) 
În conformitate cu ecuaţia (6.89), relaţiile (6.87) devin 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

nKnKnK

rnnKrnnKrnnK
rrrrrr

rrrrrrrrrrrr

×=×=×

×⋅×=×⋅×=×⋅×

211

020101

'

sau'
  (6.90) 

Forma vectorială a acestor relaţii reafirmă presupunerea iniţială că vectorii 
11 ', KK

rr
 şi 2K

r
 sunt coplanari. Cu alte cuvinte, razele luminoase incidente, 

reflectate şi transmise sunt coplanare. În plus, relaţiile (6.90) conduc la  
 221111 sin'sin'sin θ=θ=θ KKK      (6.91) 

care exprimă egalitatea mărimilor celor trei vectori din ecuaţiile (6.90). 
Din cauză că unda incidentă şi cea reflectată se propagă în acelaşi 

mediu, vectorii lor de undă trebuie să fie egali în mărime: adică 11 'KK =  şi 
prima egalitate din (6.91) conduce la 

 11 'θ=θ         (6.92) 
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Adică unghiul de incidenţă este egal cu unghiul de reflexie. Această relaţie 

exprimă legea reflexiei. În plus, deoarece 
c

n
v

K i

i
i

ω
=

ω
=  cu 2,1=i  din (6.91) 

deducem legea refracţiei (sau legea lui Snell) 
 2211 sinsin θ=θ nn       (6.93) 

Să ne întoarcem la relaţiile (6.88) dintre amplitudinile celor trei unde 

din care scoatem rapoartele 
1

1'
E
E  şi 

1

2

E
E  care reprezintă coeficienţii de reflexie 

pr  şi respectiv de transmisie pt . Din (6.88) obţinem 

 
2112

11

2112

2112

coscos
cos2,

coscos
coscos

θ+θ
θ

=
θ+θ
θ−θ

=
nn

nt
nn
nnr pp   (6.94) 

Acestea pot fi transformate prin utilizarea relaţiei (6.93) care serveşte la 
eliminarea indicilor n1 şi n2. În final, relaţiile (6.94) se scriu 

 ( )
( ) ( ) ( )2121

21

21

21

cossin
coscos2,

tg
tg

θ−θθ+θ
θθ

=
θ+θ
θ−θ

= pp tr    (6.95) 

Acestea sunt relaţiile lui Fresnel pentru undele polarizate în planul de 
incidenţă, notate cu p. 

În cazul când avem undă polarizată în planul normal pe planul de 
incidenţă, adică avem o polarizare în planul s, printr-un raţionament 
asemănător cu cel din cazul undelor cu polarizarea p, ajungem la relaţiile lui 
Fresnel de forma 

 ( )
( ) ( )12

21

12

12

sin
sincos2,

sin
sin

θ+θ
θθ

=
θ+θ
θ−θ

= ss tr     (6.96) 

care exprimă coeficientul de reflexie, rs, şi respectiv de transmisie, ts pentru 
undele polarizate (cu vectorul câmp electric) în planul s. 

Incidenţa normală discutată în 6.7.1. poate fi dedusă ca un caz 
particular al incidenţei oblice. În acest caz 021 =θ=θ  şi relaţiile lui Fresnel 
(6.95) şi (6.96) conduc la 

 
12

12

nn
nnrr sp +

−
=−=  şi 

12

12
nn

ntt sp +
==     (6.97) 

Acest rezultat coincide cu cel dat de formulele (6.79). Reflectanţa R şi 
transmitanţa T sunt aceleaşi pentru ambele polarizări deoarece ele depind de 
pătratele coeficienţilor r şi t în conformitate cu ecuaţia (6.81). 

Incidenţa razantă În acest caz unghiul de incidenţă este 
21
π

≈θ  astfel 

că ecuaţiile lui Fresnel (6.94) şi (6.96) conduc la 
 01 ==−=−= spsp ttrr      (6.98) 

Deci 1== sp RR  şi 0== sp TT  adică avem reflexie totală pentru ambele 
polarizări. 
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 ikninn r +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

εω
σ

+=
2/1

1~  şi n
c

K ~~ ω
=     (6.101) 

şi depind de frecvenţa undei ω şi de conductivitatea σ a mediului. Partea 
reală n a indicelui de refracţie complex n~  ia în consideraţie natura refractivă 
a mediului, în timp ce partea imaginară k reprezintă absorbţia undei în mediu. 

Abordarea acestei probleme este asemănătoare cu cea din 6.7.1.-2 
care se referea la interfaţa dintre două medii neconductoare. Rezultatele sunt 
asemănătoare cu deosebirea că indicii de refracţie nu mai sunt numere reale 
ci sunt complexe. De exemplu, relaţiile (6.79) devin 

 
12

12
12 ~~

~~~
nn
nnr

+
−

=  
12

1
12 ~~

~2~
nn

nt
+

=      (6.102) 

din care se observă că şi coeficienţii lui Fresnel devin mărimi complexe. O 
altă formă convenabilă a relaţiilor (6.102) se obţine dacă substituim 11

~ nn =  
(dielectric) şi 222

~ iknn +=  (conductor). Obţinem 

 ( )
( ) 212

212
12
~

iknn
iknnr

++
+−

= , ( ) iknn
nt

++
=

12

1
12

2~     (6.103) 

Din cauză că 12
~r  şi 12

~t  sunt numere complexe rezultă că undele 
reflectată şi transmisă sunt defazate faţă de unda incidentă. În scopul de a 
determina defazajele menţionate mai sus vom scrie coeficienţii lui Fresnel în 
coordonate polare sub forma 

 tr ii etterr φφ == 12121212
~~,~~      (6.104) 

Din comparaţia relaţiilor (6.103) cu (6.104) obţinem 

 ( )
( )

,~
2/1

2
2

2
12

2
2

2
12

12 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
+−

=
knn
knnr  

( )[ ] 2/12
2

2
12

1
12

2~
knn

nt
++

=   (6.105) 

şi 

 2
2

2
1

2
2

212tg
knn

kn
r +−
=φ  

12

2tg
nn

k
t +

−=φ     (6.106) 

Din relaţiile de mai sus rezultă atât mărimea coeficienţilor lui Fresnel cât şi 
defazajele rφ  şi tφ  pentru unda reflectată şi respectiv, transmisă faţă de unda 
incidentă. Cunoscând coeficienţii lui Fresnel putem calcula reflectivitatea 

 2
1212

~~ rrrR =⋅= ∗       (6.107) 
şi absorbţia RA −=1  deoarece transmitanţa T este fracţiunea din intensitatea 
incidentă transmisă prin interfaţă şi apoi absorbită în mediul conductor. Din 
definiţiile de mai sus obţinem 

 
( ) 2

2
2

12

214
knn

nnA
++

=  şi 
( ) 2

2
2

12

2141
knn

nnR
++

−=    (6.108) 

De exemplu, pentru metale 12 >>n  şi din (6.108) obţinem 
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2

2
k

A ≈  şi 
2

21
k

R −≈       (6.109) 

Dacă coeficientul de absorbţie, k2, este mic (cum este cazul oglinzilor de 
argint) atunci 0≈A  şi 1≈R  adică aproape toată lumina incidentă normal este 
reflectată. Mai exact, dacă înlocuim coeficientul de absorbţie cu expresia din 
paragraful 6.4 obţinem relaţiile 

 
σ
ωε

−=
σ
ωε

= 00 221,22 RA     (6.110) 

cunoscute sub numele de formula Hagen-Rubens, care este valabilă pentru 
conductorii buni la frecvenţe mai mari de 1015Hz (optice) iar pentru 
conductorii moderaţi este valabilă la frecvenţele de 109Hz (microunde). 

Cazul undei cu incidenţă oblică pe o interfaţă dielectric-conductor 
este mult mai complicat decât cazul corespunzător al interfeţei dielectric-
dielectric. 

Această complicaţie apare din faptul că unghiurile devin complexe ca 
şi vectorul de undă şi indicele de refrecţie. Deşi este greu să tragem concluzii 
fizice din formulele matematice cu unghiuri complexe vom scrie legea lui 
Suell 

 1122 sin~sin~ θθ nn =       (6.111) 
şi coeficienţii lui Fresnel 

 ,~coscos~

~coscos~~
1112

1112

θ+θ
θ−θ

=
nn
nnrp  

2112

11 ~coscos~
cos2~

θ+θ
θ

=
nn

ntp   (6.112) 

 ,~cos~cos

~cos~cos~
2211

2211

θ+θ
θ−θ

=
nn
nnrs  

2211

11 ~coscos
cos2~

θ+θ
θ

=
nn

nts   (6.113) 

în care mediul conductor este reprezentat prin indicele de refracţie complex, 
2

~n  şi unghiul de refracţie complex 2
~
θ ,. Aceste relaţii sunt asemănătoare cu 

relaţiile (6.93) şi (6.94) din cazul interfeţei dielectric-dielectric. Cu relaţiile 
(6.107) putem calcula din (6.112) şi (6.113) coeficienţii de reflexie de la o 
interfaţă dielectric-conductor, însă ele nu sunt convenabile pentru a determina 
direcţia de propagare, deoarece ele implică unghiuri complexe şi produse de 
cantităţi complexe. Prin urmare, este necesar să definim un unghi real de 
refracţie în mediul conductor. În acest scop se porneşte de la acordul de fază 
la interfaţă dat de ecuaţiile (6.87)–(6.90) care în cazul nostru le scriem 
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 ( ) 1
22

1
2

1 sin θ+=θ nnN      (6.123) 
ecuaţia (6.118) devine 

( ) 111 sinsin θ=φθ nN  şi ( ) nN =φθ cos1    (6.124) 
Prima ecuaţie din (6.124) este asemănătoare cu legea lui Snell pentru 
materiale dielectrice şi permite determinarea unghiului de refracţie φ în 
funcţie de indicele de refracţie efectiv calculat cu (6.123). 


