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Axiomele geometriei in plagi in spaiu

Cungtintele de geometrie acumulate Tn clasele gimnaziatefipimcadrate intr-un
sistem logic de propodii matematice: axiome, defii, teoreme, consecia, leme, etc.

Amintim ci natiunile geometrice ce nu se definesc se numesitmogeometrice
primare. De regdl acestea sint: punct, dreagtlan. Puncetele, dreptaleplanele se noteéz
respectiv cu litereleA, B, C, ...;a, b, c, ...;a, B, y, ... eventual cu indici. Nnile ce
se definesc cu ajutorul tionilor primare se numesc tioni derivate. Segment, semidregpt
unghi, triunghig. a. sint nguni derivate.

Punctele, dreptelg planele se afl in niste relaii numite relaii primare. Acestea se
numesc ,incidetd” (aparteners), ,intre”, ,congruemi”.

Natura obiectelor primare (punct, dregmlan)si a relaiilor primare poate fi arbitrar
cu condiia c ele sint legate printr-un sistem de axiome.

Axiomele sint propozii cu caracter de ipotézcare nu se demonstraazare descriu
legatura dintre n@unile primaresi relatiile primare. Ele repreziatproprietitile de baz ale
obiectelor de baizsi se consider adevrate. Axiomele sunt ca gte reguli de conduit ca
niste reguli ale unui jocs. a. Sistemul de axiome (reguli) ales trebdieerifice urnitoarele
condtii:

* axiomele trebuie&snu se contrazig

« axiomele 8 fie suficient de numeroase, astfel incat porniedadele & se poat
studia, explica toate sittide posibile.

in geometria elementarse iau ca axiome proprigit ale punctelorsi dreptelor deja
familiarizatesi amplu utilizate in gimnaziu. La ele se mai adasigalte citeva propriéti
importante sugerate de obseaivgi experimeniri.

Mentionam c una si aceea proprietate poate fi conside#iafntr-un sistem de
proprietiti drept axiond, iar in alt sistem de axiome drept o consgcidin axiomele
acceptate, adicdrept teoreri

Axiomele sint propozii cu caracter de ipotézcare nu se demonstraazare descriu
legatura dintre n@unile primaresi relatiile primare. Teorema este o propweiadevrul careia
se demonstreéz

Teoremele sunt propaiicare descriu propriétile natiunilor primaresi derivatesi se
demonstreax cu ajutorul axiomelor, defitiilor, lemelor sau teoremelor deja demonstrate.
Lema este o propar adevrul cireia se demonstreazi se apli@ la demonstrarea unei
teoreme.

Definitia este o propoge sau un grup de propoiziprin care se explic o naiune
noua. Astfel, propozia ,Daci dowi puncte A si B ale dreptei a apgn planului a , atunci
dreapta a apane planuluia” este o axiom (dupi cum vom vedea), iar afirnia ,Suma
masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°” estéemrena.

Aceasti teorend se demonstreazu ajutorul urnitoarelor propozii matematice:

P,. axioma paralelelor a lui Euclid (oricare ar fi edpt si un punct exterior acestei
drepte, n planul determinat de pusictireaps, exist cel mult o paralélla dreapta dat care
sa cortind punctul dat);

P,. teorema de existgha paralelei (printr-un punct exterior unei dreptest cel
putin o paralel la dreapta daj;
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Ps. teorema despre egalitatea unghiurilor alternaneteformate la intersga a dod
drepte paralele cu o secant

P,. definitia sumei unghiurilor;
Ps. defintia unghiului alungit;
Ps. teorema despre dsura unghiului alungit.

Convenim ca atunci cand ne referim la mai multeectel (puncte, drepte, planes.)
si le no&m cu simboluri diferite, le considetm distincte.

lata cateva exemple de defiinicare vor fi folosite in continuare:

Trei puncte A, B, C se numescoliniare dac exist o dreapt a ce le cofine. In
caz contrar, punctele se numesgcoliniare.

Se spune&dreaptaa intersecteaz (este incideritcu) planula dac exist un punct
A, astfel incatAOa si Ala.

Se spune £dreaptaa apartine (sau este camutd de planula) planului ¢ daa
orice punct al dreptea apatinesi planului a .

Patru puncteA, B, C, D se numescoplanaredac exisé un plana ce le cofine.
In caz contrar, punctele secoplanare

Alegerea ngunilor primare, reldilor primare si a sistemului de axiome respectiv,
astfel incat toatgeometria elementasi fie dedus bazandu-ne doar pe alepe legile logicii
se numgte construge axiomati@ a geometriei elementare.

Se cunosc mai multe sisteme de axiome ale geomelgmentare. In literatura
stiintifica este cel mai des utilizat sistemul de axiome iaDluHilbert. Geometria organizat
conform acestui sistem de axiome corespunde cu ee@mspaului din jurul nostru,
observat cu ,ochiul liber”. Conform acestei geometrii, oamieactiveaz n diversele lor
meserii, de exemplu, in arhitectpyconstruga de poduri, constrtia de case, de rgai, s. a.

in afai de aceagtgeometrie matematicau mai fost definitgi alte geometrii, bazate
pe alte axiome, unele din ele contrazic axiometenggdriei elementare. Aceste geometrii sint
utile in explicareasi prezicerea fenomenelor ce se petrec in Univexsrid relativistii,
evoluia stelelor, propagarea lumingi, a.

in continuare vom examina schema arguriringeometriei elementare conform
axiomaticii lui David Hilbert. Acest sistem de amie const din 20 de axiome Tndptite Tn 5
grupe. Prin aceastlasificare a axiomelor se rggte cea mai simplsi laconic formulare a
axiomelorsi in plus, se poate constata cat de consist@rtigat) poate fi geometria bazat
doar pe una sau cateva grupe de axiome.

Axiomele de incidenta (Grupa I)

Axiomele acestei grupe definesc propiigé de amplasare ale punctelor, dreptsior
planelor. Se admit uriitoarele axiome de inciden

I1. Oricare ar fi doé puncte distincteA, B ale spdului, existi o dreapt a care trece
prin aceste puncte.

I,. Oricare ar fi doél puncte distincteA, B exist cel mult o dreagta care trece prin
aceste puncte.
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A

Figura 1

Deci, dod puncte distincteA, B ale spéului determird o dreapi si numai una
singuti. Notgie: a = AB (fig. 1).

I3. Pe oricare dreaptsint situate cel pin dowa puncte. Exist cel puin trei puncte
necoliniare.

I 4. Oricar ar fi trei puncte necoliniar@, B, C, exist planul a ce trece prin aceste
puncte. Pe fiecare plan este situat ceinpun punct.

I's. Oricare ar fi trei puncte necolinia®, B, C, exist cel mult un plana care trece
prin aceste puncte.

Astfel, trei puncte necoliniaréd, B, C, determid un plana si numai unul singur.
Notaie: a = (ABC) (fig. 2).

v

Figura 2

le. Dac dowa puncte distincteA, B ale drepteia sint situate pe planulr, atunci
fiecare punct al dreptea este situat pe planut .

Altfel spus, dag& o dreapt are dod puncte comune cu un plan, atunci dreapta este
continuta Tn Tntregime in acest plan.

L")

Figura 3

I;. Daci doui planea si S au un punct comur\, atunci ele mai au cel po inc un
punct comunB . Planele se reprezinpe foaie de caiet prin paralelograme.

(o]

B

Figura 4
ls. Exista cel putin patru puncte necoliniare.



Axiomele geometriei in plagi in spaiu 4

D.

Figura 5
Utilizand aceste axiome pot fi demonstrate urnraieaeoreme:
T1. Doua drepte distincte au cel mult un punct comun.

Figura 6

T,. Daa doui plane au un punct comun, atunci ele au o dieamiuri pe care sint
situate toate punctele comune acestor plane.

Figura 7
Ts. Printr-o dreapt si un punct ce nu-i apane trece un plagi numai unul singur.

Figura 8

T,4. Prin dou drepte concurente trece un pkamumai unul singur.
>A( i
b

Figura 9

Ts. Orice plan cofine trei puncte necoliniare.
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7

Figura 10
Asadar, un plan poate fi determinat:

a) de trei puncte necoliniare,
b) de o dreapitsi un punct ce nu-i apgine,
c) de dou drepte secante (care se intersedieaz

S demonsiim de exemplu teoremelesBB4.

Teorema 3.Printr-o dreapt si un punct ce nu apg@ne acestei drepte trece un unic
plan.

C
B
/

Figura 11

Demonstrarie. Fie dreaptad dag si punctul ALJd. Conform axiomeid pe dreaptad
existi doui puncte distincteB si C (fig. 11). PuncteleA, B, C sint necoliniare, deci,
conform axiomelor4ls, prin aceste puncte trece un plansi numai unul singur. Dreaptd
apatine planului a, deoarece daupuncte distincte ale eiB si C, apatin planului a
(axioma §). Deci, planula este singurul plan ce cme punctul A si dreaptad . »

Acest plan se noteaz A,d) sau(d, A). Planul ce trece prin punctele necolinigke
B, C se noteaz (ABC).

Teorema 4.Exista un unic plan ce trece prin dbdrepte concurente.

b

Figura 12

Demonstrarie. Fie a si b doui drepte concurente i@. Pe dreaptaa, n afaé de
punctul C mai exisi cel puin un punct A, A#C (fig. 12). Conform teoremei 3, prin

punctul A si dreaptab trece un plara si numai unul singur. Unicitatea planului rezudtin
axioma §, deoarece orice punct al drep®&C apatine planuluia . »

Exercifiu. Demonstrd teoremele T, Ty, Ts.
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Axiomele de ordine (grupa Il)

Axiomele de ordine evideiazi relgia dintre punctele situate pe o dreapceast
relaie se exprim prin cuvintele ,a fi intre’i altele echivalente cu acestea. Bacnctul B
este situat (se afl intre puncteleA si C noitm A-B-C.

Se admit urriitoarele axiome de ordine:

Il . Daca avem A-B-C, atunci A, B, C sint puncte distincte coliniarg avem
C-B-A

A B C
Figura 13

Il » (Axioma punctului exterior). Oricare ar fi doa puncte distincteA, B exisk cel
putin un punctC astfel incatA-B-C.

A B C
Figura 14

Il 3. Oricare ar fi trei puncte distincte coliniafe, B, C, unulsi numai unul este situat
intre celelalte dau

A B C B C A c A B

Figura 15
Tnainte de a formula axioma, iefinim naiunile de segmen triunghi.

Figura ce consgtdin dou puncte distincteA, B si multimea tuturor punctelor dreptei
AB situate intreA si B se numgte segment inchisdeterminat de puncteld, B si se
noteaz [ AB] :

[AB] ={A B} O{M OAB|A-M -B}.

Punctele A si B se numescapetele(extremititile) segmentului. Uneori se spung c
segmentalAB unete puncteleA si B. Pentru comoditate se examing&azsegmentele nule
[AA], [BB]. Punctele segmentului, diferite de capetele insmesguncte interioare ale
acestui segment.

Multimea tuturor punctelor interioare ale segmentuAB se numgte segment
deschissi se noteaz (AB) . Atat segmentul nenul inchis, gasegmentul deschis deterriia

dreapi, care se nungée dreapta suport a segmentului respectiv.

Dac o dreapt trece printr-un singur punct al unui segment, @tge spune&dreapta
intersecteaz segmentul sauicsegmentul intersecteadreapta.

Reuniunea a trei puncte necoliniagea segmentelor ce unesc aceste puncte se
numeste triunghi .

Fie A, B, C trei puncte necoliniare. Triunghiul determinat deeste puncte se
noteaz AABC.

AABC =[AB] O[BC] O [CA]
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Figura 16

Punctele A, B, C se numescvarfurile triunghiului ABC, segmentele
[ AB], [BC], [CA] — laturile triunghiului ABC, iar planul (ABC )— planul triunghiuluiABC .

Il 4 (Axioma lui Pasch).Dac dreapta a este sitddin planul (ABC )al AABC si nu

trece prin nici unul din varfuriled, B, C ale AABC, dar intersecte@zo latuti a AABC (in
interior), atunci dreapta a intersectg@zca unasi numai una din laturiledABC (in interior).

B

Figura 17

Cu ajutorul axiomelor de incidgnsi de ordin se demonstreamai multe rezultate de
geometriesi se definesc o serie de figuri geomtrice impoear primul rand se deducé c
orice segment nenul are celtipuun punct interior, iar de aici rezalta orice dreapt are o
infinitate de puncte.

Axiomele de incideta permit ¢ definim semidreapta, semiplargilsemispéul dupa
cum urmeaz

Mai intii se formuleaz si se demonstredzeoremele de separare a dreptei, planglui
spaiului, de atre un punct, o dreapta, un plan respectiv.

Teorema S1.0Orice punctO al unei drepted imparte dreaptal in dod submutimi
nevide disjuncte de puncte, astfel incat oriceadmuncte A, B din submuiimi diferite sint
separate de punct@, iar orice doda puncteC, D din aceeg submutime nu sint separate
de punctulO.

D C A O B
Figura 18

Teorema S2.Orice dreapt d inclusa intr-un plana Tmparte planula in dou
submutimi nevide disjuncte de puncte, astfel incat perdrice dod puncte A, B din
submutimi diferite, segmentul AB Jntersecteaxzdreaptad , iar pentru orice daupuncteC,

D din aceegi submutime segmentul nu intersectéafreaptad .
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'/D

C

Figura 19

Teorema S3.Orice plana Tmparte muimea punctelor spaului Tn dow submutimi
nevide disjuncte de puncte astfel incat pentrueadimi puncte A, B din submuiimi diferite
segmentul AB intersecteaz planul a, iar pentru orice daupuncte C, D din aceeg
submutime segmentuCD nu intersecteazplanul a .

AX/D
pN

Figura 20

Fiecare din submtiinile din teorema S1 se numesemidrepte deschiseu originea
in O ale drepteid (sau cu suportud ).

Reuniunea semidreptei deschise cu originea eiweeate semidreapé inchisa.
Notaie: (OA, [OA respectiv sint semidrepte deséhischigi cu originea ThO care cofin
punctul A.

O A O A
Figura 21

Semidreptele diferite cu acelaupportd si aceeai origine O se humessemidrepte
opusesi se mai noteaiprin: (Od’, (Od".

d" O d'

Figura 22

Fiecare din submginile din teorema S3 se numesemispaii deschisedeterminate
de planula (cu frontieraa ).

Reuniunea semispalui deschis cu frontiera sa se nugteesemispgu inchis. Notse:
(aA, ([aA este semispaul deschis (inchis) cu frontierg care cotine punctul A.

Semispdile diferite cu aceeg frontiera se numesesemispdii opuse
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Reuniunea a dausemidrepte inchise cu originea coraige numegte unghi. Fie [OA
si [OB doua semidrepte.

Axiomele de congrueta (grupa IlI)

Axiomele acestei grupe definesc proptide relgiilor de congruetd dintre segmente
(unghiuri). Se folosesc natde: [AB] =[CD], OAOB =[AO'B’, care se exprit prin:
segmentul AB (respectiv unghiulAOB) este congruent cu segmentGD (respectiv cu
unghiul A'O'B"). Aceste axiome sint:

lIl ;. Fiind date segmentuhB si semidreapta cu originea 1A', exis& un punctB'
situat pe aceassemidreagit astfel inca{ AB] =[A'B ']

Il ,. Daci [AB] =[A'B'] si [AB] =[A'B'], atunci| AB'] =[A'B"]

Il Daci A-B-C, A-B-C', [AB]=[AB] si [BC]=[B'C], atunci
[AC] =[AC].

A B C A B’ C
Figura 23

Il 4. Fie OAOB, dreapta gi (O'X' 0 semidreapta a drepteicu originea in punctul
O'. Atunci, Tn semiplanubr exist o unic semidreapt O'Y" astfel incat JAOB = IX'O'Y .

T

Figura 24

lll 5. Daca pentru triunghiurile ABC si AB'C' au loc reldgile [AB]=[A'B],
[AC]=[AC'], UBAC =B'AC' atunci are loc retea JABC = JA'B'C', sau, schimband
notaiile, JACB = JAC'B'.

C C'
A//\ . A//\A |

Figura 25

Aducem ca exemplu céateva teoreme ce r&zitt axiomele de congrugnsi care le
vom utilize n continuare.

1) Relaia de congrue@i a segementelor este o teédade echivaleti pe mutimea
segmentelor.

2) Unghiurile de la baza triunghiului isoscel sint garente.
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Triunghiurile ABC si A'B'C' se numescongruentedac exist o corespondea f
intre virfuri, de exemplu f(A) =A,f(B)=B",f(C)=C", astfel ncat
OA=[0A,OB=0B,0C=0C'[AB] =[AB],[AC]=[AC],[BC] =[B'C'].
3) Criteriile de congruegi ale triunghiurilor:
3a) (Criteriul LUL). Daa triunghiurile ABC si A'B'C' sint astfel Tncat
(AB) =(A'B'),(AC) = (A'C"),0A=TA, atunciAABC =AA'B'C .
3b) (Criteriul ULU). Daa triunghiurile ABC si AB'C' sint astfel incat
0B =0B',(BC) =(B'C"),0C =0C', atunciAABC = AA'B'C .
3c) (Criteriul LLL). Daa triunghiurile ABC si AB'C' sint astfel incat
(AB) =(A'B'),(AC) =(A'C"),(BC) =(B'C"), atunciAABC = AAB'C "
4) Congruera triunghiurilor este o refe de echivaletd pe mutimea triunghiurilor.
5) Congruema unghiurilor este o refi@ de echivaletd pe mutimea unghiurilor.

in continuare putem formula defiiilie cunoscute ale nnilor “mai mare”si “mai
mic” pentru segmentgi unghiuri si putem deduce proprigtle compardei segmentelosi

unghiurilor.

De exemplu, spunemacsegmentul (AB )estemai mic decat segmentu{(CD )i
scriem (AB) < (CD ) daa exist un punctE pe semidreaptéCD , astfel incatC-E-D si
(AB) = (CE).

A 1 E D
Figura 26
In acest caz se mai spune(€D) estemai mare decat(AB )si se scrie(CD) > (AB )

Se numesainghiuri adiacente dowa unghiuri proprii care au acsglavarf, o latua
comuri si interioarele disjuncte.l{AOB si [JAOC).

B

Figura 27

Douwa unghiuri adiacente care au laturile necomune opaesenumescunghiuri
suplementare Un unghi se nunyée drept dak el este congruent cu suplementatiul. s
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A <

Figura 28
6) Exista un unghi drept.
7) Toate unghiurile drepte sint congruente intre ele.

8) Un unghi exterior al unui triunghi este mai marecatefiecare dintre unghiurile
triunghiului, neadiacent cu acel unghi.

9) 1n orice triunghi laturii mai mari i se opune ungin mai maresi viceversa: unghiului
mai mic i se opune latura mai ric

Axiomele grupelor I-IV permit & dam defintia mijlocului unui segmenti a
bisectoarei unghiului.

Se demonstreaza:
10) Orice segment are un singur mijloc.
11) Orice unghi are o singiubisectoare.

Axiomele de continuitate (grupa V)

IV 1 (Axioma lui Arhimede). Fie segmenteleAB si CD astfel incat(AB) > (CD )
Atunci pe dreaptaAB exis& un nunir finit de puncte A, A,, ..., A,, astfel incat au loc
relgiile:

a)A-A-AA-A-ALLAL AL A
b) (AA) =(AA)=...=(A,A) =(CD);

c) A-B-A,.
A A]_ A2 An—2 An—l B An
C D

Figura 29
IV,. Fie pe o dreapt oarecare a un sir infinit de segmente
(AB), (AB,),...,(A,B,), ...cu propriettile:
a) (AB)U(A,B.), LION.
b) nu exist nici un segment inclus Tn toate segmengeldui considerat.
Atunci pe dreapta exisé un singur punctM care apame fiecirui segment din acesi.

Principalele consecie oliinute cu ajutorul grupelor I-IV sint teoria asufrii
segmentelogi a unghiurilor.
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Geometria constrditin baza axiomelor grupelor I-1V se nugteegeometrie absokut

Axioma paralelelor (V)

V (Axioma paralelelor lui Euclid). Fie o dreagt oarecarea si un punct A exterior
drepteia. Atunci in planul determinat de punctl si dreaptaa, exist cel mult o dreat
care trece prin punctuh si nu intersecteaizdreaptaa.

/A'/ 3
T

a

Figura 30

Douwa drepte distincte se numeparalele dac ele sint situate intr-un plagm nu se
intersecteax

Este just urmitoarea teoretn

Teorema. Printr-un punct exterior unei drepte, in planul edetinat de puncgi
dreapi, exist o paralel unica la dreapta dét

Axioma V este echivaleftu fiecare din uriitoarele enuturi:

1) Orice secarnt s formeaz cu dreptele paralelea, b unghiuri alterne interne
congruente.

o

Figura 31
2) Pentru orice triunghi suma unghiurilor este égal 180°.
3) Exista un patrulater in care suma unghiurilor estezegal360°.
4) Exista un dreptunghi.

in baza axiomelor entate poate fi argumentatoat geometria elementastudiat in
clasele gimnaziale. Se spung geometria elementarstudiali in clasele anterioare este o
interpretare a modelului axiomatic al lui Hilbed donstruire a geometriei.



