NOTA MATEMATICA

Ecuatia 2 =x"+ y" nuare solutii pentru nc N* ,n>2sixyzel’.

Aceastd teorema a fost enuntata de Pierre de Fermat in anul 1637,
deci cu 369 de ani in urma §i din pdcate nici pana astazi nu a fost rezolvata
cu metode elementare cunoscute la acea vreme.

Autorul expune in paginile urmatoare un mod de abordare §i de
rezolvare a acestei interesante teoreme care l-a preocupat inca din anul
1962,de la varsta de 16 ani.Demonstratia prezentata in paginile urmatoare
a fost realizata de autor in 15 Decembrie 2003 si imbunatatita pana la data

editarii. Astfel am considerat ca este suficient sa demonstrez ca ecuatia

z" = x™ + y? nu are solutii pentru n > 2 si x,y,z,n € N” iar demonstratia ca

ecuatia P =x"+ y" nuare solutii pentru n e N* M >2sixyel”
rezulta ca un corolar al demonstratiei data in paginile urmdtoare.Intr-
adevdir pentru n=2-k+1 considerind toate variantele posibile de semne si de
relatii de ordine pentru tripleta de numere intregi x,y §i z §i anume :
z>y>x>0,;z<0,y<0,x<0 §i |z|>|y|>|x|,;z2>0,y<0,x>0 5i z<|y|<x sau |y|<z<x;
z>0,y>0,x<0 si z<|x|<y sau |x|<z<y;z<0,y<0,x>0 §i x<|z|<|y| sau
|z|<x<|y|;2<0,y>0,x<0 si y<|z|<[x| sau|z|<y<[x|, rezultd ecuatii de forma
z2-k+1 _ 2kt +y2'k+1,x2'k+1 _ zZ-k+1 +y2~k+1 sau

y2-k+1 = 2k+1 2kt

in care x,y,z pot fi considerate practic numere

intregi pozitive adicia numere naturale ,adica x,y,zc N” .

Se observa usor cd in cazul n=2-k indiferent de semnele nume-

2k _ 2k, 2k

relor x,y §i 7 ecuatia ramdne aceiasi z +y in care conside-

rdam cd |z[>|y[>[x|,deci este suficient sd consideram ca x,y,ze N*.

Aceasta nota matematica se adreseaza tuturor iubitorilor de mate-
matica care sper sa urmareasca cu atentie calculele pentru a se edifica de
veridicitatea demonstratiei date de autor.

Autorul roaga pe toti cei interesati ca orice observatie referitoare la
aceasta demonstratie sd fie transmisa la adresa de e mail:
tamrefl@yahoo.com
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Asa cum am aritat mai sus ecuatia z" = x™ + y™ nu are solutii pentru

ne N*, n>2six,y,ze Z" daca ecuatia z"

= x™ + y™ nu are solutii pentru n
>2six,y,z,n € N,
DEMONSTRATIE
Este evident ca x,y,z trebuie sa fie diferite si prime Intre ele doua cate
doud si putem stabili urmatoarea ordine : z >y > X.
Se observa ca daca n=1 exista o infinitate de solutii chiar daca x,y,z €Z

Pentru n > 2 , presupunem ca z>x + y. Prin ridicarea la puterea n a aces-
tei inegalitatii rezulta:

n—1
M>x"+ ¥ C%-Xn_k-yk+yn, dar z" = x™ +y™" deci
1
n=l o onk k Kk .k k
0= > Cix -y~ ceeaceesteabsurd, deoareceCy - x -y >0
1

Rezultd ca z <x +y sideci z,y,x sunt laturile unui triunghi oarecare ABC.
Facem urmatoarele notatii:

A AB=x,AC=y,BC =2z unde
BC =z = BM + CM iar conform teore-
1 mei sinusurilor din triunghiurile ABM
si ACM rezultd urmatoarele relatii:
B C
M
(1) BM = AM - X respectiv (2) M _AM __y

sin o, sinB  sina sin A, ~sinC  sina
dar A1=180 — (B+a) , respectiv A2= o, — C. Din relatiile (1) si (2) rezulta:
-sin(B + : -sin(o —
(3) BM= M respectiv. (4) CM = M
sina sina
Totodata este evident ci ecuatia z =x™ +y™ se mai scrie:
n—1 n—1
7 = X 1 X -|— y .
. N 1

y dar z=BM + CM deci inlocuind pe BM si CM

obtinem:



n—1 n—1 . S
z=2 x4 y=2 s1n.(B o) 4 s1n.((x ©) de unde rezulta:
-l 1 sina sina
x01 sin(B + a) y T 1 sin(o.— C)
- - X+ - - y=0
L1 sina, A1 sina

Aceastd ecuatie are urmdtoarele solutii evidentiate in doud cazuri:
Cazul 1 : coieficientii lui x §iy trebuie sa fie nuli , rezulta:

x11 _ sin(B+a) yn_1 _sin(a-C)

= - respectiv - sau altfel :
A1 simna -l sina.
(5) =y =sinB-ctga+cosB respectiv (6) < — =cosC —sinC-ctga
Z z

Eliminand pe ctga din relatiile (5) si (6) rezulta:

xn_1 e -1 -cosB zn_1 . sinB

(7) 1 = 1 , dar X =—
" .sinB 2" sinC x sinC
conform teoremei sinusurilor in triunghiul ABC si relatia (7) devine:

xn—x-zn_l-cosB:y-zn_1

-.cosC—y™ , dar z" = x" +y" deci
aceasta ecuatie se mai scrie astfel:

AN =0l -(x-cosB+y-cosC) caredevine (8) z=x-cosB+y-cosC

Rezulta ca solutile vor fi cele ale urmatorului sistem de ecuatii:

n
©) 1
zZ=Xx-cosB+y-cosC

:Xn+yn

Cazul 2 : Se adoptd modul de rezolvare al unei ecuatii diofantice:

yn_1 sin(a— C) : xn 1
g - -t , respectivy = -
0 sina N1 sina

_sin(B+a) t n

X =

care t=£1 intrucét x si y nu pot fi nuli $i nu pot avea divizori comuni.Pentru
usurinta calculelor vom adopta valoarea t=1Relatiile de mai sus se scriu:



n-1 n—-1 _.
(10) x = [yn - sm(aC)} ,respectiv (11) y = {Xn _sin(B+ G)}

201 sino, N1 sina.

Relatiile (10) s1 (11) se mai scriu:
n-1

y sina - cosC — cosa. - sinC .
X =- 1 + - respectiv
N sina
x"1 §inB- cosa + cosB- sina
y= . - sau altfel :
70~ sina
yn—l
(12) x=- T cosC —ctga - sinC respectiv
z
Xn—l
(13) y= v sinB - ctga — cosB . Eliminand pe ctga din relatiile (12) si
V4
n-1 n—1
y X
—X=T gt cosC o A cosB
(13) rezultd: (14) Z_ =Z . sau :
sinC sinB
n-1 n-1
—Xx-sinB— -sinB + cosC -sinB = -sinC —y -sinC —
Zn—l Zn—l
. ) . . X -sinB .
—cosB-sinC ,dar x -sinB = y -sinC respectiv sinC = deci
y

putem scrie :

n-1 . n -
-sinB -sinB
Y -$inB — cosC - sinB = cosB - ~ o2 _ X Slm
z"" y My
sau:yn—zn_l-y-cosC=Zn_1~x-cosB—xn

n—l,(

deci:x" +y" =z x-cosB+y~cosC)

sau : z" :zn_l-(x-cosB+y-cosC)

de unde putem scrie :z = x -cosB+y-cosC



Rezulta ca s1 in Cazul 1 rezolvarea aceluiasi sistem de ecuatii:

©) {Zn _xD 4 y0
zZ=Xx-cosB+y-cosC
Din sistem rezulta:
Xn—l n-1
X+ -y =x-cosB+y-cosC deci putem scrie :
Zn—l Zn—l

xn—l yn—l
(15) —cosB |-x+ —cosC |-y=0
=l ;01

Pentru rezolvarea ecuatiei (15) se disting doud cazuri :
Cazul A : coieficientii lui x 1y trebuie sd fie nuli. Rezulta urmatoarele:

7Z =

n—1 n—1
(16) cosB = Xn—l respectiv (17) cosC = Y — sau conform teo -
V4 Z
remei cosinusurilor din triunghiul ABC putem scrie :
2,2 2 n-1 2,2 2 n-1
(18) X rr oy X respectiv (19) y rz =x ¥
2.X-7 Zn—l 2-y-z Zn—l

sau altfel : (20) M2 x2 002 -y2 =2-x" respectiv

(21) N2 y2 M 22 . y™ din (20) sau (21) se mai scrie :

n n
Zn_z-(yz_x2):yn_xn sau (22) Zn_zz% sau altfel :

y =X
(23)Zn—2:yIl—1+yn—2,XJr ..... +y-xn_2+xn—1

y+X
(23) se maiscriepentrun = 2-Aunde A=23,....:

N2 _ n=2_ . n-4 2

y ty 2 yn-4_.n-2

.ty care se mai scrie :



2 =22‘yn_2+22'xn_2+22-(yn_4.x2+....+y2-xn_4jsau:
x™ 4y :22.yn_z+22-xn_2+22-(yn_4-x2+....+y2'xn_4j

deci(24)(zz—yzj-yn_2+(zz—Xz)-xn_2+zz-(yn_4-xz+ .....

+ y2 xM T 4) = 0 ceea ce este evident absurd deoarece z, y, x sunt strict

pozitiveiar z >y > x. Pentru A = 1,din (22) reiese : 1 = 1 ceea ce este evident.

iar pentrun = 2-A+lunde A = 2,3,..., egalitatea (23) se mai scrie :

n—1
(25) M2 - yn_z+yn_4-><2+....+y-xn_3 + 2 care se mai scrie:
y+X
2 n-1
2N = 72 yn_2+22-yn 4-Xz+...+22-y-xn_3+Z X sau
y+X
2 n—1
xn+yn:22 yn_2+z ~yn_4 x2 + +22~y-xn_3+Z x
y+X
sau inca:
(26)(22—yzj-yn_z+(22-yn_4—Xn_zj-X2+...+22-y-Xn_3+
;2. n-1
+ —— = Oceea ce este evident absurd deoarece z, y, X sunt strict
y+X

pozitive iar z>y>x. Pentru A =1decin =3, (25) sescrie :

2 2
X ,care prin ridicarea la cub devine : 2 = y3 +3- y2 X
y+X y+X

Z=y+

—+



4 6 x2

+3-y- . >t - 3de°ix3+y3=y3+3'}’2'—+
(y+0)?  (y+x) yrx
4 6 2
+3-y- X 2+ X 3deundereiese:x3=3-y2'X +
(y+x)%  (y+%) yrx
+3-y- = 5t . 3sau:x:3-y +3-y- . 2" - 3
(y+x)° (y+x) y+x (y+x)° (y+x)

2 2 4
sau| 3-—— —x +3-y- X 2+ X 3 =0, dar
yrx (y+x)7 (y+x)

2 2
[3. Y XJ > 0 deoarece evident 3-—— > x sau3~y2 >x-(y+x)
y+X y+X
2 2
deoarece y > x iar3-y2 > 2-y2 deci| 3-—L——x +3-y-X—+
y+x (y+x)°
e
+ — 3= 0 este o absurditate.
(y+x)
{ n—1 } {an }
Cazul B:x = | 7 —cosC |-t respectiv y = —cosB |-t
Zn—l Zn—l

unde t = +1deoarece x respectiv y nu pot fi nuliiar y nu are divizori co -

muni cu x. Deci mai putem scrie pentrut =1:

yn -1 n—1
respectiv (28) cosB =
n—1 n—1
z z
trebuie sa aiba valori 1n intervalul [ — 1, +1] , iar cum x >+1 si y >+2 rezulta
din relatia (27) cd cosC > + 1 ,respectiv din relatia (28) ca cosB <—1 ceea

ce este evident absurd. Faptul ca x >+1 si y >+2 se demonstreaza astfel :

(27) cosC=x+ —y ,dar cosB si cosC




presupunem ci x = 1 atunci z" —y™ =1" de unde rezulta :

(z-y)- (Zn—l 4072, VAot zoy™ o 2, yn_l) =1 ceea ce este evident

absurd ,deoarece membrul stang al relatiei de mai sus este mai mare ca + 2
si deci in concluzie solutiile considerate in Cazul B nu pot exista. In cartea
“Despre Teorema lui Fermat” a autorului M.M. Postnikov editatd de Editura
Didactica si Pedagogica Bucuresti — 1983 se arata ca intre x,y,z i n exista
urmatoarea relatiez>y >x>n
Observatii:

Din “Cazul A” rezulta ca relatia N2 -(y2 _x? ): y™ —x™ are
solutii numai pentru n = 2, (cazul n =1 fiind evident banal caci z=x+y are o
infinitate de solutii); pentru n > 2 rezultd ca =2 -(y2 — 2)< y™ —x™ de-

oarece 22 < yn_2 +x12 ;intr-adevar M2 o yi 2 1 x"2 g6 mai

scrie astfel 27 < 72 -yn_2 422 .x02 sau xn +y < 22 -yn_2 472 .x02
ceea ce este evident. Deci z" - < (y +x17 2) . (y2 - x2)
care devine 272 -(y2 - 2)< ym 4+ x1 T 2 y2 yt o 2 x2 _x" dar

X
yn+xn_2-y2—yn_2-x2—x —y _Xn_X2_y2.(yn—4_Xn—4)

adica y" —x" - x2 -y2 -(yn —4_xn- 4) < y™ —x"si in consecinti este

adevarat ca 212 -(y2 —x?2 )< yn —x".Asadar inecuatia aceasta are o

infinitate de solutii pentru n > 2 si x,y,n € N* size R*.

De fapt din ecuatia (15) rezulta acelasi lucru , caci dat fiind faptul ca x

n-1
. . " X .
S1y sunt strict pozitive este necesar ca —cosB <0 si
SN
n—1
y _ n—2_(y2_x2)<yn_xn.
Conclzii:



n

1) Rezulta ca ecuatia z~ = x™ + yn nu are solutii pentru n > 2 si

X,y,z,n € N si deci nici pentru x,y,z € Z sine N .
2) Cel mult cate o pereche de numere x,y sau x,z sau y,z pot fi fi numere

naturale diferite de zero.
3) Deci Pierre de Fermat a avut dreptate.

Alte observatii:

Se verifica usor ca ecuatia nu poate fi rezolvata nici dacd x,y,z € Q* si
. - . ace )
n>2iarn e N*.Intr-adevir fie {E’Ef} IS Q*,{a,b,c,d,e,f,n} eN* sia,b,

n n n
c,d,e,f prime intre ele atunci ecuatia: (29) (%) + (%) = [%) nu are solu-

a el
tii.Ecuatia de mai sus se mai scrie: —y +—7 = —;y $1 aducénd la acelasi nu-

b" d f
mitor se obtine (a-d-f)n +(c-b-f)n = (e-b-d)n Putem scriea-d-f =x,
c-b-f=ysie-b-d=z,deciecuatia (29) devine de forma M =xD 4yl

. o .. . k
si pe care am demonstrat-o ca nu are solutii pentru n > 2 si x,y,z,n € N . Se
observa deasmeni usor ca unghiul A , format de laturile x si y ,trebuie sa res-

. T A o A . . e
pecte relatia: 0 <A < 3 pentru n > 2 . Intr-adevdr in triunghiul ABC exista

relatia : 2 =x%4 y2 —2-x-y-cosA care prin ridicare la puterea n devine :

2n _(,2 .2 no : .
z =[x +y"—2-x-y-cosA §1 care se mai poate scrie:

n n-1 n-k
20 (X2+y2) + 2 (_l)k'C%'(Xz"'yzj '(Z'X'Y'COSA)k
1

n n-1 n-k
(Py?) + 2 ek (] exeyeoosa) <22 <o
1



n
dar (xz + yz) - 22'rl > 0 deoarece x2 + y2 — 2% > 0 Intr-adevar

XM < x2 .02 respectiv y ! <y 2. ,n-2 si adunand aceste ine-

galitati se obtine: x4+ yM < (X2 + y2 ) 2"~ 2 sau mai putem scrie:
M < (X2 +y2)-zn_2 si deci 22 <x? —i—y2 adici x2 +y2 —22>0.

Rezultd ca termenii sumei care contin pe (— l)k . (cos A)k din
ecuatia :

n n-1 n-k
(Py?) + 2 ek (] exeyoosa) -2 <o
1
trebuie sd nu fie pozitivi ci sa alterneze ca semn adica cosA > 0 pentru ca

. . o s . g . T
ecuatia de mai sus sa aiba solutii reale si deci pentru n > 2 unghiul A < 3

Q.E.D. in data de 15 Decembrie 2003
Perju Iulian Toma Radu
12.11.2007
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