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Prefata

Aceastd carte reprezintd un curs de geometrie adresat in principal studentilor
din anul T de la facultdtile tehnice. Scopul acestui curs este de a-i initia pe viitorii
ingineri in tainele geometriei superioare din plan si din spatiu, atdt de necesara
forméarii unei culturi tehnice solide. Din acest motiv, s-a incercat ca materialul
prezentat sa aiba un puternic caracter didactic fara insa a se neglija rigurozitatea
matematica specificd stiintelor exacte.

Actualul mod de prezentare al cértii imbinad experienta universitara a auto-
rilor mentionati in bibliografie cu experienta proprie dobandita de-a lungul mai
multor ani de predare la catedrd. Din aceasta perspectiva, consideram ca modul
de prezentare a materiei, precum si multitudinea si varietatea exemplelor folosite,
asigurd prezentei carti un grad destul de mare de independenta si de sinteza in
raport cu bibliografia existents.

In aceastd carte notiunile matematice sunt prezentate gradual, pornindu-se de
la conceptul geometric abstract de spatiu euclidian, continudndu-se cu studiul spa-
tiului euclidian al vectorilor liberi, precum si al elementelor de geometrie analitica ce
deriva din acesta, si finalizandu-se cu teoria diferentiala a curbelor si suprafetelor.

Pentru simplificarea expunerii notiunilor, autorii au utilizat identificarea na-
turald a unor spatii, pornindu-se de la ideea ca spatiul R™ este modelul standard
de spatiu euclidian de dimensiune n. Totodatd, pentru a se evita supraincarcarea
si a se fluentiza exprimarea, limbajul si notatiile sunt uneori simplificate, autorii
considerand ca cititorul intelege din context sensul corect al notiunii sau formulei
expuse.

Congtienti de faptul cd materialul de fatd poate suporta imbunatatiri, autorii
acestuia aduc multumiri anticipate tuturor cititorilor care vor avea de facut critici
sau sugestii legate de acesta.

Autorii






CAPITOLUL 1

STRUCTURI ALGEBRICE

Un rol insemnat in dezvoltarea fizicii teoretice si a mecanicii il poartd notiunile
algebrice abstracte de grup, inel, corp si spatiu vectorial. Acestea permit, din punct
de vedere algebric, o mai bund sintetizare a cunostintelor respectivelor domenii,
precum si o dezvoltare matematic riguroas# a diverselor concepte fizice utilizate. In
continuare, ne vom apleca studiul asupra catorva din cele mai importante structuri
algebrice de acest fel: grupul abelian, cAmpul de scalari si spatiul vectorial.

1.1. Grupuri abeliene. Subgrupuri

Unul dintre rolurile cele mai importante in studiul fizicii teoretice il joacd noti-
unea de grup abelian.

DEFINITIA 1.1.1. O multime de obiecte V, inzestratda cu o operatie
+: VXV =V

se numegte grup abelian daca sunt satisfacute urmdatoarele axiome:

1) z4+y=y+=z, Va,ycV -comutativitate;

(1)

2) (z+y)+z=2+(y+2), ¥ z,y,z €V -asociativitate;

(3) 30 €V astfel incit t+0=04+2x =2,V z €V -element neutru;

4) VzeV,3 —x eV astfel incit x + (—z) = (—z) +z = 0 -opusul unui
element.

Elementul 0 € V' se numeste elementul neutru al grupului V, iar elementul
—x € V se numeste opusul elementului x € V.

ExeEmpLUL 1.1.1. Fie multimea

vomn-{(: )

Inzestram multimea matricilor patratice de ordin doi cu operatia de adunare a ma-
tricilor, definitd prin

a b n ad b\ [ a+d b4V
c d d d ) \c+d d+d )’

Se verifica ugor ca operatia de adunare a matricilor conferda acester multimsi o struc-
tura de grup abelian. Elementul neutru ol acestui grup este

@(8 8)€M2(R).

7

a,b,c,dER}.
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FEvident, opusul unui element

(‘CL Z)GMQ(R)

a b —a —b
(c d)(—c —d>€M2(R)'
OBSERVATIA 1.1.1. Mai general, multimea V- = M, (R) a matricilor patratice

de ordin n € N*, impreund cu operatia clasicd de adunare a matricilor, capdtd o
structurd de grup abelian al carui element neutru este matricea nula.

este definit prin

EXEMPLUL 1.1.2. Fie multimea perechilor de numere reale
V =R?={(z,y) | v,y € R}.
Definim adunarea perechilor de numere ca fiind adunarea pe componente
(,y) + (@ y) = (@+2",y +y).
Se wverifica usor ca adunarea perechilor de numere este comutativa, asociativi §i

are ca element neutru perechea O = (0,0). Opusul unui element (x,y) € R? este
elementul —(z,7y) = (—z, —y) € R2. In concluzie, (R?,+) este un grup abelian.

OBSERVATIA 1.1.2. Mai general, pentru numdarul natural n > 2, multimea n-
uplurilor de numere reale

V =R" ={(z1,%2, ..., Tp) | Z1, 22, ..., Ty, € R},
impreund cu operatia de adunare
(1, T2, oy T + (2], XY, oy ) = (21 + 2, 00 + T4, ooy + 7)),
are o structura de grup abelian. Elementul neutru al acestui grup este
0=(0,0,...,0) e R"
iar opusul unui element (1, xa,...,x,) € R™ este
—(x1, T2, ey Ty) = (—x1, —X2,y oy —Tp) € R™.
ExEmMpPLUL 1.1.3. Multimea polinoamelor de grad cel mult n > 2, definitd de
V =Ru[X] ={f € R[X] | grad(f) < n},

are o structurd de grup abelian, relativ la operatia de adunare clasicd a polinoamelor.
Cu alte cuvinte, adunarea polinoamelor este comutativa, asociativa, admite ca ele-
ment neutru polinomul nul Q gi, in plus, fiecare polinom

f=a+aX+..+a, X" €R,[X]
are un opus definit prin
—f=—ap—mX —..—a, X" € R,[X].
S& considerdm acum c& (V, +) este un grup abelian. Fie W C V o submultime a

lui V. Este evident cd operatia de adunare de pe grupul V', definitd prin + : VxV —
V', induce pe submultimea W o operatie de adunare, definitd prin +: W x W — V.

DEFINITIA 1.1.2. Submultimea W C V este un subgrup ol grupului (V,+)
dacd §i numai daca (W,+) are o structurd de grup abelian, relativ la operatia de
adunare a elementelor din W, indusd de adunarea elementelor din V. In aceastd
situatie, vom folosi notatia W < V.
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ProroziTiA 1.1.1 (Criteriul de subgrup). Submultimea W C V este un subgrup
al grupului (V,+) daca si numai daca

Ve,yeW=z—yecW.

DEMONSTRATIE. Daci W C V este un subgrup al grupului (V, +), este evident
ca proprietatea din propozitie este adevarata.

Reciproc, operatia indusa de pe V pe W este evident comutativa si asociativa.
Dacd pentru orice z,y € W rezulta ca x —y € W, atunci, ludnd « = y, deducem ca
elementul neutru 0 al grupului V' se afla in W. Mai mult, luind = = 0, deducem c&
VyeW = —y e W. Cu alte cuvinte, sunt verificate cele patru axiome ale grupului,
adicd (W, +) este un subgrup al lui (V) +). O

ExeEMPLUL 1.1.4. Fie submultimea de matrici

v={ )

Ludnd doua matrici arbitrare

[z 0 v _ (v O
X_(O x)ﬂy_(() y>
din W, deducem ca

(0 (y 0O\ _(z-y O
e (52) () (Lt Jew

Conform criteriului de subgrup, obtinem ca W < My (R).

ac R} C (My(R), +).

EXEMPLUL 1.1.5. Sa consideram submultimea tripletelor de numere reale
W ={(z,y,2) eR® |z +y+2=0} C (R +).
Avem evident ca
W={(z,y,—z—y) | 2,y €R}.
Ludnd acum doud triplete de numere reale
X = (a,b,—a—0>) i Y = (a',V,—ad = V)
din W, constatam ca
X-Y = (a—d,b-V,—a-b+d +¥V)=
= (a—d,b—b,—(a—d)—(b-0)) e W
Conform criteriului de subgrup, deducem ca W < R3.
EXEMPLUL 1.1.6. Fie submultimea de polinoame
W ={aX?| aeR}C (R[X], +).

St considerdm doud polinoame arbitrare din W, notate f = aX? §i g = X2
Deducem ca

f-g=aX?-BX*=(a—p)X* eW.

In concluzie, din criteriul de subgrup, obtinem ca W < Ry [X].
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1.2. Spatii vectoriale. Subspatii

In fizicd, mecanici si tehnicii se intalnesc m&rimi pe deplin determinate de
valorile lor numerice intr-un anumit sistem de masura dat. De exemplu lungimea,
aria, volumul, masa sau temperatura unui corp. Toate aceste marimi poartd numele
generic de marimi scalare. Aldturi de acestea se intAlnesc gi marimi care, pentru a
fi determinate, sunt necesare mai multe entitati, in afard de o valoare numerica a
lor. De exemplu fortele sau vitezele, care sunt determinate de marimea lor, un sens
si o directie. Aceste mérimi se numesc generic marimi vectoriale.

Conceptul matematic care realizeaza o unificare a marimilor scalare si vectoriale
si care, in acelagi timp, scoate in evidentd nuantele diferite ale acestor marimi
distincte, este reprezentat de notiunea de spatiu vectorial peste un cimp de scalarsi.
Este important de subliniat faptul ca, in cele mai multe cazuri, multimile de marimi
vectoriale sunt inzestrate cu o operatie internd, in raport cu care acestea capitd o
structurd de grup abelian. In contrast, marimile scalare sunt adesea inzestrate cu
doua operatii algebrice interne care le conferad o structurd de corp comutativ.

DEFINITIA 1.2.1. O multime de obiecte K, inzestratd cu doud operatii + :
K x K — K (adunarea) si - : K x K — K (inmultirea), se numeste camp de
scalart sau corp comutativ daca

(1) (K,+) este grup abelian cu elementul neutru notat 0;

(2) (K*,-) este grup abelian cu elementul neutru notat 1, unde K* = K\{0}.

Elementele acestui corp se numesc scalari. Opusul unui scalar A € K este
notat —\ € K, iar inversul unui scalar A € K* este notat \™! € K*.

ExemprLuL 1.2.1. Fie (K,+,-) = (R,+,), unde ” + 7 reprezintd adunarea
numerelor reale i ” -7 reprezinta inmultirea numerelor reale. Este cunoscut faptul
ca (R,+) este un grup abelian avind ca alement neutru numdarul 0. Opusul unui
numdr real A € R este —A € R. Mai mult, multimea (R*,-) are, de asemenea,
o structura algebrica de grup abelian avdnd elementul neutru numarul 1. Inversul
unwi numir real nenul A € R* este \™! = 1/X € R*. In concluzie, avem ci (R, +,-)
este un corp comutativ, adicd un cdmp de scalari reals.

EXEMPLUL 1.2.2. Prin analogie cu multimea numerelor reale, sa luam multimea
numerelor complexe (K,+,-) = (C,+,-), unde” +”7 reprezintd adunarea numerelor
complexe §i 7 -7 reprezinta inmultirea numerelor complexe. FEste cunoscut faptul
ca multimea numerelor complexe (C,+,-) este un corp comutativ. In concluzie,
multimea numerelor complexe formeaza un cdmp de scalari complecsi.

Fie acum (V,+) o multime de obiecte, inzestratd cu o operatie aditivd, in
raport cu care multimea de obiecte are o structurd algebrici de grup abelian. Intr-
un limbaj specific studiului fizico-geometric, elementele acestui grup se numesc
generic vectori. Elementul neutru al acestui grup este notat Oy si poartd numele
de vectorul nul. De asemenea, si fixdim un cAmp de scalari (K, +, ).

DEFINITIA 1.2.2. Multimea de wvectori (V,+) se numeste spatiu vectorial
peste campul de scalari (K, +,-) sau K-spatiu vectorial daci existd o operatie
algebrica externd (inmultirea vectorilor cu scalari)

KXV =V, (Mv)— A,
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care verifica urmdatoarele patru proprietati axiomatice:

In cazul in care (V,+) are o structura algebrica de K-spatiu vectorial, vom
nota pe scurt gV, operatiile de adunare a vectorilor gi de inmultire cu scalari fiind
subdntelese. Adesea, pentru simplificare, inmultirea vectorilor cu scalari va fi notatd
pe scurt A -v % \v.

EXEMPLUL 1.2.3. Sa ludm ca multime de vectori grupul abelian (V,+) = (R3, +)
§i sa fixam campul de scalari (K, +,) = (R, 4+, ). Definim tnmultirea vectorilor cu
scalari prin

A (2,9, 2) = Az, Ay, \2), VA ER, V (2,y,2) € R
Este usor de verificat ca avem adevarate relatiile:
1) A (@, 2) + (¢, 2)] = A (2,9, 2) + A- (2,9, 27), VA ER, V (2,9, 2),
(@',y,7') €R?
(2) A +p) - (2,y,2) =X (z,y,2) +p- (2,9,2), V\, p € R,V (z,y,2) € R?;
(3) A (p-(2,y,2) = (A-p) - (2,9,2), VA p €R, Y (2,9, 2) € RY;
(4) 1-(2,y,2) = (x,9,2), V (2,9,2) € R3.

In concluzie, putem afirma ci R? este un R-spatiu vectorial sau, cu alte cuvinte,
un spatiu vectorial real. Vectorul nul al acestui spatiu vectorial este Ogs = (0,0,0).

OBSERVATIA 1.2.1. Mai general, sa luam ca multime de vectori grupul abelian
(V,+) = R™,+), unde n > 2, gi sa fizam campul de scalari (K,+,-) = (R, +,-).
Definim inmultirea vectorilor cu scalari in felul urmator:

A (21,22, ey Tp) = (A1, Mg, .y Ay), VA ER) Y (21,22, ...,2,) € R™.

Atunci multimea R™ are o structura de R-spatiu vectorial, relativ la operatiile de
adunare a vectorilor gi de inmultire cu scalari definite anterior.

ExempLUL 1.2.4. Sa considerdm ca multimea de vectori (V,4) este grupul
abelian al matricilor patratice de ordin doi Ma(R) impreund cu adunarea clasica a
matricilor. Fizam campul de scalari reali (K,+, ) = (R,+,-). Definim tnmultirea
vectorilor cu scalari reali ca fiind inmultirea standard a numerelor reale cu matricile.
Se stie ca aceastd inmultire externd verifica cele patru proprietati ce definesc un
spatiu vectorial. In concluzie, avem ci My (R) este un R-spatiu vectorial. Vectorul
nul al acestui spatiu vectorial este matricea nuld

0 0
OMz(R):(O 0)'
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OBSERVATIA 1.2.2. Mai general, si consideram ca multimea de vectori (V,+)
este grupul abelian (M,(R),+), unde n > 2, al matricilor patratice de ordin n
impreund cu adunarea clasicd a matricilor patratice. Fixam campul de scalari reali
(K,+,-) = (R, +, ). Definim inmultirea vectorilor cu scalari reali ca fiind inmultirea
standard a numerelor reale cu matricile patratice. Atunci multimea M, (R) are o
structurda de R-spatiu vectorial, relativ la operatiile de adunare a vectorilor si de
inmultire cu scalari definite anterior.

ExempLUL 1.2.5. Sa considerdm ca multimea de vectori (V,4) este grupul
abelian al polinoamelor de grad cel mult doi Ro[X] impreund cu adunarea standard a
polinoamelor. S considerdam campul de scalari reali (K, +,-) = (R, +, ). Inmultirea
vectorilor cu scalari reali o definim ca fiind inmultirea clasica a numerelor reale cu
polinoamele. Se stie ca aceastd operatie verifica cele patru proprietati axiomatice
de la spatiile vectoriale. In concluzie, deducem ci Ry[X] este un spatiu vectorial
real. Vectorul nul al acestui spatiu vectorial este polinomul nul Og,|x) = Q.

OBSERVATIA 1.2.3. Mai general, sa considerdam ci multimea de vectori (V,+)
este grupul abelian (R,[X],4), unde n > 2, al polinoamelor de grad cel mult n
impreunda cu adunarea standard a polinoamelor. Sa consideram campul de scalari
reali (K, +,-) = (R,+,-). Inmultirea vectorilor cu scalari reali o definim ca fiind
inmultirea clasicd a numerelor reale cu polinoamele. Atunci multimea R, [X] are
o structura de R-spatiu vectorial, relativ la operatiile de adunare a vectorilor gi de
inmultire cu scalari definite anterior.

EXEMPLUL 1.2.6. Vom considera acum o multime de vectori gi un cimp de
scalari, impreund cu miste operatii, in raport cu care nu avem o structurd algebrica
de spatiu vectorial. Pentru aceasta sa luam ca multime de vectori V. multimea
polinoamelor de grad mai mare sau egal cu patru

RY[X] = {f € R[X] | grad(f) > 4},

impreund cu adunarea vectorilor definitd de adunarea clasicd a polinoamelor. Ludnd
cémpul de scalari reali (K,+,-) = (R, +, "), definim inmultirea vectorilor cu scalari
ca fiind inmultirea standard a numerelor reale cu polinoamele. Evident, cele pa-
tru proprietati de la spatii vectoriale sunt adevarate. Cu toate acestea, multimea
R*[X] nu este un R-spatiu vectorial deoarece multimea R*[X] nu are o structurd de
grup abelian in raport cu adunarea vectorilor. In fapt, adunarea vectorilor, adici
adunarea polinoamelor, nu este bine definita pe R*X]. Cu alte cuvinte, suma a
doud polinoame de grad mai mare sau egal cu patru poate avea ca rezultat un poli-
nom de grad mai mic ca patru. De exemplu, polinomul f = X* + X° € R4[X]
adunat cu polinomul g = X — X* — X° € RYX] are ca rezultat un polinom de grad
unu: f+g = X ¢ RYX]. Prin urmare, R*[X] nu este un spatiu vectorial real
relativ la operatiile algebrice precizate mai sus.

Fie V un K-spatiu vectorial al cdrui vector nul este notat Oy . S& notam cu 0
si 1 elementele neutre, relativ la operatiile de adunare si inmultire din caAmpul de
scalari K.

PRrOPOZITIA 1.2.1. In spatiul vectorial 'V wrmdtoarele proprietati sunt ade-
varate:

(1) 0-v=0y,VveV;
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2) (-1)-v=—v,VveV.

DEMONSTRATIE. (1) In proprietatea (A + p)v = M+ pv, V \,p € K,V v €V,
luand A = g = 0, deducem c& 0-v = 0-v 4+ 0 - v. Adunand la stdnga cu opusul
—0- v, obtinem cd 0-v = Oy.

(2) In aceeasi relatie de mai sus, luand A = 1 si 4 = —1, deducem ci

(1+(-1)-v=1-v+(-1)-v.

Tinand cont ¢ 0-v =0y si 1-v = v, obtinem c& Oy = v + (—1) - v. Adunand la
stanga cu opusul —v al vectorului v, deducem ci (—1) - v = —v. O

S& consideram in continuare ca V este un K-spatiu vectorial i W C V este o
submultime a lui V.

DEFINITIA 1.2.3. Spunem ca W este un subspatiu vectorial ol lui 'V daca
submultimea W, impreund cu operatiile de adunare a vectorilor si de inmultire cu
scalari induse de pe spatiul 'V, are o structurd de K -spatiu vectorial. In aceastd
situatie, vom folosi notatia W <g V.

ProOPOZITIA 1.2.2 (Criteriul de subspatiu). Submultimea W C V este un sub-
spatiu vectorial dacd si numai dacd sunt adevarate urmdatoarele doud proprietati:

) Vo,weW=v+weW;
2) VAeK,YVveW = welW

DEMONSTRATIE. ” = ” S& presupunem ci W <z V. In aceste conditii, de-
ducem c& (W, +) este un grup abelian si, mai mult, cd inmultirea vectorilor cu
scalari este bine definitd pe W. Cu alte cuvinte, proprietitile (1) si (2) sunt satisfa-
cute.

7 <7 S& considerdm c& proprietatile (1) si (2) sunt adevdrate. Atunci, este
suficient si demonstram ci (W, +) este un subgrup in (V,+) si cd sunt verificate
cele patru axiome de la spatii vectoriale. Ludnd A = —1 in a doua relatie, deducem
ca —v € W,V v € W. Prin urmare, folosind prima relatie, deducem ca

v+ (—v)=v—weW, Vv,weW.

Din criteriul de subgrup, obtinem c& (W, +) este subgrup al lui (V,+).

Este evident ca inmultirea cu scalari verifica cele patru proprietati de la spatii
vectoriale. In concluzie, W are o structurd de K-spatiu vectorial, relativ la opera-
tiile induse de pe V. Cu alte cuvinte, W este un subspatiu vectorial al lui V. O

EXEMPLUL 1.2.7. Fie submultimea de matrici

w10 )

Considerdnd matricile

ac R} C My(R).

deducem ca
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Mai mult, ludnd A € R, deducem ca

a 0 Aa 0
A( 0 a > o ( 0 Ja > €W
Prin urmare, conform criteriului de subspatiu, avem W <g M>(R).

EXEMPLUL 1.2.8. Fie submultimea Wy = {(z,0) | x € R} C R2. Ludnd vectorii
(x,0) € Wy gi (y,0) € Wy, deducem ci

(z,0) + (y,0) = (v + y,0) € Wy.

Mai mult, avem
Az,0) = (Az,0) € Wh, ¥V A eR.

In consecintd, avem Wy <g R2. Prin analogie, submultimea Wy = {(0,y) | y € R}
este un subspativ al spativlui vectorial gR?.

ExeMpLUL 1.2.9. Fie W = {f € R[X] | grad(f) = 2} C Ry[X]. Deoarece
suma a doua polinoame de grad doi poate avea ca rezultat un polinom de grad mai
mic decdt doi, deducem cd prima proprietate de la criteriul de subspatiu nu este
satisfacutd. De exemplu, ludnd polinoamele f =2+X2 € W sig=1-X—-X? € W,
obtinem f+g=3—-X ¢ W. In concluzie, W nu este un subspatiu in spatiul vectorial
al polinoamelor de grad cel mult doi gRo[X].

EXEMPLUL 1.2.10. Fie W = {(z,y,2) € R® | z + 2y — z = 0} C R3. Fuident
avem

W ={(o,5,a+25) | a,0 € R}.
Fie vectorii (o, B, +28) € W si (!, ', o/ +2B8") € W. Suma acestor vectori este
(a+d, B+ at+ad +28+p)) eW.
Mai mult, avem
AMa, B,a+28) = (Aa, \B, da+2(A\B)) e W, V A eR.
Prin urmare, conform criteriului de subspatiu, avem W <p R3.

ExXemMpPLUL 1.2.11. Fie W = {(z,y,2,t) ER* |z +y+2z+t+1 =0} CRL
Submultimea W se poate rescrie sub forma

W={(z,y,2,—z—y—2—1) | 2,y,z € R}
Ludnd doi vectori arbitrari din W, de exemplu
(v, y,2,—x—y—z—1)eW i (29,2, -2 —y' =2/ —1) e W,
deducem ca suma lor
(42 y+y,z2+2,—(x+2")—(y+vy)—(2+7)—2)

nu apartine lui W. In concluzie, W nu este un subspatiu al spatiului vectorial gR*.
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1.3. Operatii cu subspatii
Fie S Ck V o submultime a K-spatiului vectorial V. Vom utiliza notatia
L(S) ={aqvi + agva + ... + apv, | pEN*, a; € K, v; € S, Vi=1,p}

pentru a desemna ceea ce se numeste acoperirea liniara a submultimii S. Elementele
acoperirii liniare L(.S) se numesc combinatii liniare finite cu vectori din S.

PrOPOZITIA 1.3.1. Acoperirea liniara L(S) este un subspatiu al spatiului vec-
torial V.

DEMONSTRATIE. Fie v = aqv1 +agva+...+apv, € L(S) st w = Siw1 + Bows +
.+ B,wq € L(S) doud combinatii liniare finite cu vectori din S. Atunci, suma

v+w=aqvr + agvz + ...+ apup + Bywr + Bows + .+ Bwy

este, de asemenea, o combinatie liniara finitd cu vectori din S. In consecintd, avem
v+ w € L(S). Analog, dacd o € K este un scalar arbitrar din K, atunci

av = (aar)vr + (aae)vs + ... + (aay)v, € L(S).
In concluzie, L(S) <x V. O
EXEMPLUL 1.3.1. Fie submultimea S = {X, X?} Cg Ry[X]. Atunci, avem
L(S) = {aX + AX? | a, § € R} <z Ro[X],

EXEMPLUL 1.3.2. Fie submultimea S = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} Cg R3.
Atunci, avem

L(S)

{a(1,0,0) + 5(1,1,0) +~(1,1,1) | ., B,y € R} =
= {(a+B8+78+77) |87 R}
Notind B+~v=p si a+ B+ v =v, rezulti ca
L(S) = {(v,11,7) | v,y €R} =R®.
Fie W1, Wy <k V doua subspatii ale spatiului vectorial V.

PRrROPOZITIA 1.3.2. Intersectia W1 NWs este un subspatiu vectorial al spatiului
vectorial gV.

DEMONSTRATIE. Fie v,w € Wy N Wj. Atunci, deducem c& v, w € Wi gi v,w €
W,. Deoarece W1 gi W sunt subspatii, obtinem ca v+ w € Wy si v +w € Wa. Cu
alte cuvinte, v + w € Wi N Wa. Analog, avem

av e WiNWy,Vae K, Vve W NWs.

ExEMPLUL 1.3.3. Fie subspatiile vectoriale
Wy = L{(1,0,0)} <g R® §i W5 = L{(1,1,0),(0,0,1)} <g R3.
Ne propunem sa calculam W1 N Ws. Din definitia acoperirii liniare obtinem cd
W1 ={(,0,0) | « € R} si Wo = {(5,5,7) | B,7 € R}.

Fie v e WiNWs. Deducem ca 3 «, 8,7 € R astfel incit v = («,0,0) siv = (5, 5,7).
Prin urmare, avem o = 3 =~ =0, adici v = (0,0,0). In concluzie,

WiNnWs ={(0,0,0)}.
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Daca intersectia a doud subspatii vectoriale este in mod cert un subspatiu
vectorial, prin contrast, reuniunea a doua subspatii vectoriale nu este in mod obli-
gatoriu un subspatiu vectorial. Din acest motiv, introducem suma a doud subspatii
vectoriale ca fiind

Wi+ Wy = L(Wl U Wg)

ProprozITIA 1.3.3. Suma a doud subspatii vectoriale este datd de multimea
Wi+ Wy = {w1+w2 | wy € Wy, we € WQ}.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra egalitatea din propozitie folosind principiul
dublei incluziuni.

Este evident cid multimea {w; + ws | wy € Wi, wy € Wa} este inclusd in
Wi+ Wy = L(W1 U WQ)

Reciproc, si considerim un vector v € Wy + Wo = L(W; U W3). Deducem ci
vectorul v este o combinatie liniara finita cu vectori din Wi U W5, adicd avem

V= QiU + QU2 + ...+ QpUp,

unde o; € K si v; € Wy UWa, Vi =1, p. Grupand termenii din combinatia liniar
a lui v, intr-o parte cei care sunt in W7 si in cealaltd parte cei care sunt in W,
obtinem cd v = w; + wsy, unde wy € Wy si wy € Ws, adicid ceea ce aveam de
demonstrat.

In final, este important de subliniat faptul ci vectorii wy € W si wg € Wo nu
sunt unici in descompunerea lui v = wy +wsy deoarece, in combinatia liniara a lui v,
termenii comuni din W7 N W5 pot fi atagati aleator la termenii din W7 sau Wy, O

DEFINITIA 1.3.1. Subspatiul vectorial suma Wy + Wy se numeste subspatiu
sumd directd daca Wi N Wo = {0y }. In acest caz vom folosi notatia

Wi ® Wy = L(W1 U WQ)
PrOPOZITIA 1.3.4. Daca W1 gi Wy sunt subspatii aflate in suma directd, atunci
avem
Wi eWe={veV |3 w €W, we € Wa astfel incit v = w1 + wa}.

DEMONSTRATIE. Folosind propozitia anterioarad, deducem céa este suficient sa
demonstram unicitatea descompunerii vectorului v. S& presupunem atunci ca avem
v = wy +wy = w) + wh, unde wy,wi; € Wi si wo,wh € Wa. Rezultd ci avem
egalitatea wy —w] = wh —wy. Deoarece wy —wj € Wi si wh —wy € Wa, obtinem ci
wy —w) gl wh —wy € Wi NWa = {0y }. Cu alte cuvinte, avem wy = w] gi we = wh,
adica ceea ce aveam de demonstrat. O

EXEMPLUL 1.3.4. Fie subspatiile vectoriale in gR2, definite prin
Wi ={(2,0) | z € R} 5i W ={(0,y) | y € R}.

Fie v = (x,y) € W1 N Wa. Este evident ca avem x =y = 0, adicd avem subspatiul
suma directd
Wy @ Wy <g R?.
Fie acum (z,y) € R? un vector arbitrar din R?. Acest vector se descompune unic
in
(:c,y) = (1’,0) + (Ovy)v
unde (x,0) € Wy i (0,y) € Wa. In concluzie, avem

R%2 =W, @& Ws.
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ExeEmMPLUL 1.3.5. Fie subspatiile vectoriale in g Ma(R), definite prin

W1{<Z ZC)> a,b,cGR} §iW2{<_()a 8) aER}.

Sa consideram vectorul
_ r y
’U—(z t>€W10W2.

Deducem imediat ca x =t =0,y =z gi y = —z. Cu alte cuvinte, avem

r=y=2z=t=0,
adicd avem subspatiul suma directa
Wi @ Wy <g Ma(R).

(ﬁ ?)eh@@)

un vector arbitrar din Ma(R). Este evident ca acest vector se descompune unic in

< i % ) < (y%?;)/Z (y*}Z)/Q >+ < _(y.9,@/2 (ygif)/Q )’

unde
T (y+2)/2
((y+z)/2 ¢ )Gwl

( W (=22 > -

MQ(R) =W @& Whs.

Fie acum

St

In concluzie, avem






CAPITOLUL 2

GEOMETRIA SPATIILOR VECTORIALE

Pe parcursul acestui capitol vom studia diverse notiuni cu un puternic caracter
fizico-geometric. Ne referim, pe de-o parte, la notiunile de bazd a unui spatiu
vectorial, dimensiune a unui spatiu vectorial sau coordonate ale unui vector, notiuni
aflate in stransi legatura cu ideea gradelor de libertate ale unui spatiu fizic. Pe de
alta parte, ne referim la notiunea geometrica de spatiu vectorial euclidian. Un astfel
de spatiu este un spatiu vectorial inzestrat cu o operatie aditionald numita produs
scalar, operatie care permite introducerea notiunilor de lungime a unui vector sau
unghi format de doi vectori. Toate aceste notiuni generalizeaza natural, in sens
matematic abstract, proprietiti geometrice si fizice deja utilizate.

2.1. Baze si dimensiuni

Fie S = {e1,ea,...,en} Ck V o submulfime finitd de vectori din K-spatiul
vectorial V.

DEFINITIA 2.1.1. Multimea S = {e1, e, ...,en} se numeste sistem de gener-
atori pentru spatiul vectorial 'V dacad

L(S)=V.

DEFINITIA 2.1.2. Daca exista in spatiul vectorial gV un sistem de generatori
S cu un numar finit de vectori ey, es, ..., e,, atunci spatiul vectorial gV se numeste
spatiu vectorial finit generat.

ProprozITIA 2.1.1. Multimea S = {e1,ea,...,e,} este un sistem de generatori
pentru spatiul vectorial 'V daca si numai daca

YoveV, 3ag,an,...,a, € K astfel incit v=are; + ages + ... + aney,.

DEMONSTRATIE. Si presupunem intai cd multimea S = {ej,ea,...,e,} este
un sistem de generatori pentru spatiul vectorial xV si sd ludm un vector arbitrar
v eV = L(S). Atunci, din definitia acoperirii liniare L(S), rezultd ca

d a1, o, ...,a, € K astfel incat v = aje; + aszes + ... + ayey,

adicd proprietatea din propozitie este adevarata.
Reciproc, sa presupunem ca proprietatea din propozitie este adevarata si sa
luim un vector arbitrar v € V. Atunci

d a1, o, ...,a, € K astfel incat v = aje; + azes + ... + apey,

adicd v € L(S). Cu alte cuvinte, avem V' C L(S). Deoarece este evident ci intot-
deauna avem L(S) C V, rezultd cd L(S) = V, adicd multimea S = {e1, €2, ...,en}
este un sistem de generatori pentru spatiul vectorial g V. O

19
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EXEMPLUL 2.1.1. Fie S = {e; = (1,2),e2 = (2,4)} Cr R%. Vom demonstra ci
submultimea S nu este un sistem de generatori pentru spatiul vectorial RR%. Pentru
aceasta, sa ludgm un vector arbitrar v = (z,y) € R?. Sa presupunem ci 3 o, 3 € R
astfel incdt

V= (a:,y) = aey +562 = Oé(l,2) + 6(274)
Cu alte cuvinte, presupunem ca sistemul liniar in necunoscutele o gi 3, definit de
a+28==x
200 + 46 =Y,

este compatibil pentru orice x,y € R. Deoarece determinantul sistemului este nul,
rezultd cd acest sistem este compatibil doar dacd 2z = y. In alti termeni, doar
pentru vectorii de forma v = (x,2z) existd o, € R astfel incit v = ae; + Pea.
Deci, conform propozitiei anterioare, multimea S nu este un sistem de generatori
pentru spatiul vectorial RR2.

EXEmMPLUL 2.1.2. Fie submultimea de vectori
S ={e; = (1,0,0),e2 = (1,1,0),e3 = (1,1,1)} Cg R3.

Vom demonstra ca submultimea S este un sistem de generatori pentru spatiul vec-
torial gR3. Pentru aceasta, si ludm un vector arbitrar v = (x,y,z) € R®. Sd pre-
supunem ca 3 «, B,y € R astfel incit

v = (x,y,2) = ae; + Pey +ve3 =
a(]‘?O? 0) + /6(17 170) +’7(17 17 1)'

Cu alte cuvinte, presupunem ca sistemul in necunoscutele o, B gi 7y, definit de

at+p+y=z
f+v=y
V=2

este compatibil pentru orice x,y, z € R. Acest lucru este adevarat, deoarece determi-
nantul sistemului este nenul. In concluzie, multimea S este un sistem de generatori
pentru spatiul vectorial gR3.

DEFINITIA 2.1.3. Multimea S = {e1,ea,...,en} se numeste liniar indepen-
denta in spatiul vectorial V' dacd pentru

Y ai,qo, ...,y € K astfel incdt aze; + ases + ... + ane, = 0y

rezultd ci oy = a9 = ... = o, = 0. In cazul in care S nu este o multime liniar
independenta spunem ca S este liniar dependenta.

OBSERVATIA 2.1.1. Multimea S = {ey,es,....,en} este liniar dependentd in
spatiul vectorial 'V dacd existd scalarii oy, s, ...,c, € K, nu toli nuli, astfel
incat

are] + ases + ... + ane, = 0y

EXEMPLUL 2.1.3. Fie S = {e1 = (1,2),e2 = (2,4)} Cr R%. Vom demonstra ci
S nu este o multime liniar independentd in gR?. Pentru aceasta, fie o, B € R astfel
incat

aer + Bes = O0pz < (1,2) + 5(2,4) = (0,0).
Deducem ca a+28 = 0. Cu alte cuvinte, exista o, 8 € R, nu amdndoua nule, astfel
incat aey + feg = Ogz. In concluzie, S este o multime liniar dependentd in gR?.



2.1. BAZE SI DIMENSIUNI 21

EXEMPLUL 2.1.4. Fie S = {e; = (1,0,0),e2 = (1,1,0),e3 = (1,1,1)} Cg R3.
Fie a, 8,7 € R astfel incdt
aey + feg + ves = Ops < «(1,0,0) + 5(1,1,0) +~(1,1,1) = (0,0,0).
Deducem de aici ¢t o = 8 =~ = 0. In concluzie, S este o multime liniar indepen-

dentd in spatiul vectorial gR>.

DEFINITIA 2.1.4. O submultime B = {ej1, e, ...,en} Cx V se numeste bazd a
spatiului vectorial 'V dacd B este si un sistem de generatori gi o submultime liniar
independentd in gV .

EXEMPLUL 2.1.5. Submultimea B = {e; = (1,0),es = (0,1)} este bazd in
spatiul vectorial rRR?. Pentru a demonstra cid B este un sistem de generatori, sd
observam cd pentru orice vector (x,y) € R? avem descompunerea naturald

(x,y) =xey +yex = ZL‘(].,O) + y(07 1)
Mai mult, considerind o, B € R astfel incat
aep + 662 = 0R2 <~ Oé(l, O) + B(Ov 1) = (070)7

deducem ca o = 8 =0, adica submultimea B este liniar independenta. In concluzie,
B este o bazd in gR? numitd baza canonicd a lui zxR>.

EXEMPLUL 2.1.6. Submultimea B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}
este bazd in spatiul vectorial rRR3. Aceasta este un sistem de generatori deoarece
avem

(z,y,2) = we; + yea + zes = 2(1,0,0) +»(0,1,0) + 2(0,0,1), V (z,y, z) € R3.
Evident, ludnd o, 5,y € R astfel incat
ey + 662 + YE3 = OR3 = a(1707 O) + 6(07 170) + 7(0707 1) = (07070)7

deducem ca o« = B = v = 0. Cu alte cuvinte, B este liniar independentda. In
concluzie, B este o bazd in gR® numitd baza canonicd a lui xR®.

EXEMPLUL 2.1.7. Submultimea B = {e1 = 1,ea = X,e3 = X?} este bazi in
spatiul vectorial RR2[X]. Aceasta este un sistem de generatori deoarece orice polinom
de grad cel mult doi are expresia f =a-1+b-X +c- X2, unde a,b,c € R. Evident,
ludnd o, B,~v € R astfel incdt

a-1+8-X++v-X2=0,

deducem ci o = B = v = 0. Cu alte cuvinte, B este liniar independentd. In
concluzie, B este o baza in gR2[X]| numitd baza canonicd a lui gR2[X].

ExEMPLUL 2.1.8. Submultimea

p=fa= (4 8)m=(5 o )eo=(18) = (0 1))

este baza in spatiul vectorial g M2 (R). Pentru a demonstra ca B este un sistem de
generatori, sa observam cd avem descompunerea naturald

c d
Mai mult, considerdnd o, 3,7,0 € R astfel incdt

( a b > = aey + bey + ce3 +dey, YV a,b,c,d € R.

aeq + feg + yes + deq = Ot (R)



22 2. GEOMETRIA SPATIILOR VECTORIALE

deducem ci oo = =~ =0 =0, adici B este liniar independenta. In concluzie, B
este 0 baza tn g M2 (R) numita baza canonicd a lui gMa(R).

TEOREMA 2.1.1 (de existentd a bazelor). Fie V # {0y} un K-spatiu vectorial
finit generat. Atunci exista in gV o baza cu un numar finit de elemente.

DEMONSTRATIE. Fie S = {e1,e2,...,e,}, €; # €, Vi # j, un sistem de genera-
tori pentru gV. Rezulta ca avem

V = L({e1,e2,....ep}).

Daca S este liniar independenta, atunci S este o bazid a lui V. Daca S nu este
liniar independentd, atunci exista scalarii aq, asg,...,a, € K, nu toti nuli, astfel
incat

arer +ageg + ...+ ape, = Oy
Putem presupune, fird a restrange generalitatea, cd «;, # 0. Atunci

ep € L({e1,€2,...,ep—1}),
care implica egalitatea
V =L(S) = L({e1,e2, ..., p—1}).
Repetam rationamentul de mai sus pentru submultimea
S1={e1, e, ep_1}
si deducem ca existd o submultime B cu mai putin de p elemente care este liniar

independents. In plus, multimea B genereazi spatiul vectorial xV, adici este o
baza in spatiul vectorial V. O

TEOREMA 2.1.2. Fie V # {0y} un K-spatiu vectorial finit generat. Atunci
orice doud baze finite ale lui k' V au acelasi numar de elemente.

DEMONSTRATIE. Fie B = {ey,ez,...,e,} si B' = {e},¢€h,....e,,} doud baze
arbitrare ale lui 'V, unde n (respectiv n’) reprezintd numéarul de elemente al lui B
(respectiv B’). Deoarece B este baza (in particular, B este un sistem de generatori),
deducem ca

n
3 ay; € K astfel incat €} = Zaijei, Viji=1,n
i=1
Fie scalarii a1, ag, ..., a, € K astfel incat
’I’L, ’I’L, n
alell + 012612 + ...+ Oénfezll =0y & ZO&j@} =0y & ZZajaijei = 0y.
j=1 j=1i=1

Deoarece e1, e, ..., €, este un sistem de vectori liniar independenti, deducem ca
n/
E QA5 = 0, Vi= 1,71.
Jj=1

Obtinem astfel un sistem omogen de ecuatii avind m ecuatii si n’ necunoscute
a1, @, ..., . Pe de altd parte, deoarece si vectorii €, €, ..., e}, sunt liniar inde-
pendenti, rezulta ca sistemul omogen anterior trebuie sa aibd doar solutia banala.
Cu alte cuvinte, trebuie ca numarul de ecuatii n sa fie mai mare, cel mult egal, cu
numdarul de necunoscute n’, adicd trebuie s avem n > n’ si rang(A) = n’, unde
A = (aij);—77, j—1T7v este matricea sistemului.
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Aplicand acelagi rationament pentru bazele B’ i B, deducem cd n’ > n. In
concluzie, avem n = n’, adic ceea ce aveam de demonstrat. O

DEFINITIA 2.1.5. Fie B = {ey, e, ...,e,} 0 bazd arbitrard finitd a spatiului vec-
torial finit generat V. Numdarul elementelor din baza B se numeste dimensiunea
spatiului vectorial V. Dimensiunea spatiului vectorial 'V se moteaza

dimg V =n € N*.

OBSERVATIA 2.1.2. Este important de subliniat ca numarul natural n nu de-
pinde de alegerea bazei finite B deoarece, conform teoremei precedente, orice doud
baze finite ale spatiului vectorial finit generat 'V au acelagi numar de elemente.

EXEMPLUL 2.1.9. Baza canonicd in spatiul vectorial xRR? este
B ={e1 =(1,0),e2 = (0,1)}.
Prin urmare, dimensiunea acestui spativ vectorial este dimg R? = 2.
EXEMPLUL 2.1.10. Baza canonicé in spatiul vectorial RR> este
B ={e; =(1,0,0),e2 =(0,1,0),e3 = (0,0,1)}.
In concluzie, dimensiunea acestui spatiu vectorial este dimg R? = 3.
EXEMPLUL 2.1.11. Baza canonicd in spatiul vectorial gR2[X] este
B={e;=1,e5=X,e3=X"}.
Deducem ci dimensiunea acestui spatiu vectorial este dimg Ro[X] = 3.

ExXEMPLUL 2.1.12. Baza canonica in spatiul vectorial g Ms(R) este

s={a=(50)e=(00)m=(10)==(07)}p

Dimensiunea acestui spatiu vectorial este dimg Ms(R) = 4.

OBSERVATIA 2.1.3. FEste important de remarcat faptul ca dimensiunea unui
spatiu vectorial real finit generat coincide cu numdarul de variabile independente
care determind un vector arbitrar al spatiului. Mai mult, baza canonicd a spatiului
vectorial se obtine ludnd, pe rdand, vectorii determinati astfel: primul vector se
obtine ludnd prima variabila egala cu 1, restul variabilelor egale cu 0; al doilea
vector se obtine ludnd a doua variabila egald cu 1, celelalte variabile egale cu 0 gi
asa mai departe.

EXEMPLUL 2.1.13. Avem R? = {(z,y) | z,y € R}. Deoarece un vector arbitrar
al spatiului v = (z,y) este determinat de doud variabile independente x iy, rezultd
ci dimp R? = 2. Cei doi vectori ai bazei canonice a spatiului vectorial RR? se obtin
ludnd x =1 gt y = 0 pentru ey, respectivx =0 gi y = 1 pentru es.

EXEMPLUL 2.1.14. In spatiul vectorial R® = {(z,y,2) | 2,3,z € R} un vector
arbitrar v = (z,y, z) este determinat de trei variabile independente x, y §i z, deci
dimp R® = 3. Ces trei vectori ai bazei canonice a spatiului vectorial xR se obtin
ludnd pe rand: x =1,y =2 =0 pentru ey, y =1, x = z = 0 pentru ez §i z = 1,
z =19y =0 pentru es.
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ExEmMPLUL 2.1.15. Deoarece un polinom arbitrar de grad cel mult doi, definit
prin f = a+bX +cX?, este determinat de trei coeficienti independenti a, b si ¢ € R,
deducem ca dimg Ro[X] = 3. Cei trei vectori ai bazei canonice a spatiului vectorial
rR2[X] se obtin ludnd pe rand: a =1, b=c =0 pentru ey, b=1, a = ¢ =0 pentru
es sic=1a=>0=0 pentru es.

EXEMPLUL 2.1.16. Deoarece o matrice patratica de ordin doi, definita prin

a b
=(5 )
este bine definita de patru variabile independente a, b, ¢ si d € R, rezultd ca
dimg M5(R) = 4. Cei patru vectori ai bazei canonice a spatiului vectorial g Ma(R)

se obtin ludnd pe rand: a =1, b=c=d =0 pentrue;, b=1,a=c=d =0 pentru
es,c=1,a=b=d=0pentruez sid=1,a=b=c=0 pentru ey.

EXEMPLUL 2.1.17. S consideram subspatiul vectorial

W= {(z,y) €R? | x +y =0} <g R%
In alti termeni, subspatiul W se scrie sub forma
W ={(z,—z) | z € R}.
In concluzie, dimensiunea acestui subspatiu este dimp W = 1. Mai mult, baza
canonica a subspatiului W este B = {(1,—1)}, unde vectorul din aceastd baza s-a
obtinut luind x = 1.

TEOREMA 2.1.3. Fie V # {0y} un K-spatiu vectorial finit generat. Atunci
orice submultime finita liniar independenta a lui V' poate fi completata cu vectori
pand la o bazd in gV.

DEMONSTRATIE. Fie L’ C V' o submultime finita liniar independentd a lui x V.
Fie v € V\L(L'). Rezultd imediat ¢4 multimea L' U {v} este liniar independents.

Fie S = {v1, v, ...,v, } un sistem finit de generatori pentru 'V si fie mulfimea
R = S\L(L'). Atunci multimea B = L' U R este evident liniar independent4 gi un
sistem de generatori. In concluzie, B este o bazi in V. O

TEOREMA 2.1.4. Sa consideram un K -spatiu vectorial V' de dimensiune
dimgV=n>1
gi fie W <g V un subspatiu vectorial al lui V. Atunci avem inegalitatea
dimg W < dimg V
cu” =7 dacd g1 numai daca W = V.

DEMONSTRATIE. Fie v; # 0 un vector nenul din V. Atunci multimea {v;}
este liniar independentd in V. Presupunand cd W = L({v1}), rezultd ceea ce
trebuia demonstrat. Dacd L({vi}) & W, atunci 3 va € W\L({v1}) astfel incat
multimea {v;, v} este liniar independenti. In aceastd situatie, ori W = L({vy,v2})
ori vz € W\L({v1,v2}) astfel incat multimea {v1, v, v3} este liniar independenta.
Continudm procedeul pana la cel mult n = dimg V. Deducem cd avem inegalitatea

S& presupunem cd dimyx W = n. Atunci orice bazd a subspatiului W este
liniar independentd in gV si contine n elemente. Prin urmare, aceasta este, de
asemenea, o baza a spatiului vectorial V. Rezultd ceea ce trebuia demonstrat,
adica W =V. O
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TEOREMA 2.1.5 (Grassmann). Dacd U, W sunt subspatii finit dimensionale ale
lui 'V, atunci U+ W i UNW sunt, de asemenea, subspatii finit dimensionale ale
lui V. Mai mult, avem relatia

dimK(U + W) =dimg U + dimg W — dimK(U N W)
DEMONSTRATIE. Fie {e1,eq,...,e,} bazd in U N W. Atunci existd vectorii

Upt1s Upg2y eoey Uppqg € U
si
Wpt 1, Wpg 2, evvs Wptr € W
astfel incat
{e1,€2, .., €p, Upt1, Upt2, ooy Uptq)
baza in U si
{e1,€2, ey €py Wpt1, Wpt2, ooy Wptr |
baza in W. Evident, avem
{€1,€2, oy €py Upt1, Upt2y ooy Uptgs Wpt1, Wpt2, -vy Wpetr |
baza in U + W. Rezultd ceea ce trebuia demonstrat. O
COROLARUL 2.1.1. Daca U,W sunt subspatii finit dimensionale ale lui gV

aflate in suma directa, atunci U@ W este, de asemenea, subspatiu finit dimensional
al lui kV. Mai mult, avem relatia

dimK(U D W) =dimg U + dimg W.

DEMONSTRATIE. Folosim Teorema Grassmann gi tinem cont ¢ UNW = {0y }.
O

ExEMPLUL 2.1.18. Fie U = {a+bX | a,b € R} si W = {aX? | a € R} doud
subspatii ale lui gRo[X]. Atunci avem

Ry[X]=UeW.
Pentru a demonstra acest lucru, fie f € UNW. Deducem ca 3 a,b,a € R astfel
tncdt
f=a+bX=aX’ca+bX -aX’=02a=b=a=0.
In concluzie, UNW = {0}, adica subspatiile U si W se afla in suma directa:
UaeW <g Ry[X].
Mai mult, avem

dimg (U ® W) = dimg U + dimg W = 2 + 1 = 3 = dimp Ro[X].

2.2. Coordonate. Schimbairi de coordonate

Fie V un K-spatiu vectorial, dimg V' = n. Fie B = {ej, e, ...,e,} bazd in V.
Deoarece B este baza, rezulta ca

VoveV, Az, x9,..,x, € K astfel incat v = x1e1 + zoe2 + ... + Tpen.

DEFINITIA 2.2.1. Matricea (z1, %2, ...,2n) € M1 ,(K) se numeste n-uplul de
coordonate al vectorului v in baza B a spatiului vectorial k'V.
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ExeEmpLUL 2.2.1. Fie vectorul v = (3,2,1) gi baza
B ={e; =(1,0,0),e2 =(1,1,0),e3 = (1,1,1)}
in spatiul vectorial gR3. Atunci, avem descompunerea
v = x1€1 + Toe2 + T3€3,

adicd, egaldnd pe componente, avem sistemul

T1+ax04+23=3

To+x3 =2

x3 = 1.

Rezolvand sistemul, deducem ca 1 = xo = x3 = 1. In concluzie, matricea (1,1,1)
reprezintd coordonatele vectorului v in baza B a spatiului vectorial RR>.

EXEMPLUL 2.2.2. Fie vectorul f =1+ X + X? & baza
B={e;=1-X,e5=3,e3=2+X?}
in spatiul vectorial gR2[X]. Atunci, avem descompunerea
f =zie1 + xoes + 363,

adicad, egaldnd coeficientii polinoamelor, avem sistemul

1 +3x2 + 223 =1

—xp =1

x3 = 1.

Rezolvind sistemul, deducem ca x1 = —1, xo = 0 g1t x3 = 1. Cu alte cuvinte,
coordonatele vectorului f in baza B sunt (—1,0,1).

S& considerdm acum cd B’ = {e], €}, ..., €}, } este o altd bazi a spatiului vectorial
kV. Deoarece B = {e1, ea, ..., e, } este bazd in xV, deducem ci avem descompune-
rile:
el = aier + aizez + ...ainen,

/
€y = ag1€1 + asses + ... + agpep,

/
€, = Up1€1 + Ap2€2 + ... + apnen,

unde A = (a;;) e M, (K).

ij=Tn
DEFINITIA 2.2.2. Matricea Mg = TA = (aj;)
matricea de trecere de la baza B la baza B’'.

4 — ! / / ! s " __ " " " s
Fie B = {e1,e2,...en}, B = {e},€5,....,¢;,} si B = {eff, €3, ..., e} trei baze
ale spatiului vectorial 5V, unde dimg V = n. In acest context, putem demonstra

€ M, (K) se numeste

ij=Ln

ProPOZITIA 2.2.1. Urmdatoarele relatii matriceale sunt adevarate:

(1) Mpp =1, unde I, € M,,(K) este matricea identitate;
(2) Mpp=Mgp;
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(3) Mpp» = Mgpp - Mppr.

DEMONSTRATIE. (1) Descompunerea elementelor bazei B in baza B se reali-
zeaza evident in felul urmator:

e1=1-e1+0-e5+...+0-¢,,
eo=0-e1+1-ea+..+0-¢,,

en=0-e14+0-ea+...+1-¢,.

Rezulta ceea ce trebuia demonstrat.
(2) S& utilizdm urméatoarele notatii formale:

61 61

es eh
e= sie =

€n el

Atunci, din definitia matricii de trecere de la o baza la alta, avem adevérate urms-
toarele relatii matriceale formale:

¢ = TMpp -esie= TMpp-€.
Acestea implica egalitétile
¢ = TMpp - "Mpp-¢= "Mpp - "Mpp=1,.
Cu alte cuvinte, obtinem ceea ce trebuia demonstrat:
Mpp - Mpp =1, < Mg = Mgp,.
(3) Urmditoarele relatii matriceale formale sunt adevirate:

6’ = TMBB/ - €, 6” = TMBBN - € §1 6” = TMB/BN '6’,

unde
1
€1
1
€2
1 —
1!
en
Aceste relatii implica egalitatile
e// = TMB/B// . TMBB/ e = TMBB” - TMB'B” . TMBB/7

adica ceea ce trebuia demonstrat. O
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Fie v € V un vector si fie

X1 )
To xh
X = si X' =

coordonatele, scrise pe coloand, ale vectorului v in bazele
: ! / ! /
B:{el7€27-'-7en} §1B = {617627'-'76n}'

ProroziTiA 2.2.2. Urmatoarea relatie matriceald de schimbare a coordonatelor
este adevarata:
X = Mpp - X'.

DEMONSTRATIE. Deoarece (2,5, ...,2)) sunt coordonatele vectorului v in
baza B’, rezultd cd avem

n
v= E xhel.
i=1

Folosind matricea de trecere de la baza B la baza B’, aceastd relatie se poate scrie
sub forma

n n
v = E E Tiaije;.

i=1 j=1

In acelasi timp, deoarece (x1, 3, ..., x,) sunt coordonatele vectorului v in baza B,
avem relatia

n
v = E Tj€j.
j=1

In concluzie, din ultimele doud egalititi obtinem egalititile de coordonate:

n
/ .
;= g x;ai5, Vj=1,n.
i=1

Aceste egalititi scrise la nivel matriceal conduc la ceea ce aveam de demonstrat.

O
COROLARUL 2.2.1. Urmdtoarea relatie matriceald de schimbare a coordonatelor
este adevarata:

X' :Mg}g, X =Mgpg-X.
EXEMPLUL 2.2.3. Fie vectorul v = (1,2,3) gi bazele

B = {61 = (17070)762 = (07170)763 = (0707 1)}
§t

B’ = {e] =(1,0,0),¢, = (1,1,0), ¢4 = (1,1,1)}

in spatiul vectorial gR>. Atunci avem adevirate egalititile
ef=1-eg+0-e2+0-e3,
ehb=1-eg+1-e24+0-e3,
eh=1-eg+1-ea+1-e3,
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adicd avem

MBB/ -

o O =
O~ =
— =

FEste evident ca vectorul v are coordonatele

29

1
X=12
3
in baza canonica B. Fie
Y
X' =\ b
y
coordonatele vectorului v in baza B’. Din relatia de schimbare a coordonatelor de-
ducem ca
) 111\ /1 1 -1 0 1
, |=(0 11 2 |=(0 1 -1 2
xh 0 0 1 3 0 0 1 3

EXEMPLUL 2.2.4. Fie vectorul f = X% —2X +5 si bazele
B={e;=1,e5=X,e3=X?}
$t
B' ={e} =2X,ey =3,ey = X* — 1}
in spatiul vectorial gR2[X]. Atunci avem adevarate egalitatile

ef=0-e1+2-e2+0-e3,
ehb=3-e1+0-e2+0-e3,

eh=—1-e1+0-ex+1-e3,
adicd avem
0 3 -1
Mpg =12 0 0
0 0 1

Este evident ca vectorul f are coordonatele

5
X = -2
1
in baza canonica B. Fie
3
X' = a4
g
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coordonatele vectorului f in baza B’. Din relatia de schimbare a coordonatelor de-
ducem ca

) 03 -1 5
@ | = [2 0 o0 -2 | =
ol 00 1 1
0 1/2 0 5 -1
= (13 0 1/3 —2 | = 2
0 0 1 1 1

2.3. Produse scalare. Lungimi si unghiuri

Pe intreg parcursul acestei sectiuni vom considera ci campul de scalari (K, +, -)
este corpul numerelor reale (R, +,-). Fie V un R-spatiu vectorial.

DEFINITIA 2.3.1. O aplicatie <,>: V x V — R, satisfacind proprietatile
1

2
3

<v,w >=< w,v >, Yo,w eV (simetrie);
<v F v, w>=< v, w >+ < v, w >, Vo, va,w €V (aditivitate);
<Av,w>=A<v,w > VAER, Vo,weV (omogeneitate);

(1)
(2)
(3)
4) <vyo>>0,Vv eV cu” =" daci i numai daci v = Oy (pozitiv
definire),

se numegste produs scalar pe spatiul vectorial real gV.

DEeFINITIA 2.3.2. Un spatiu vectorial real gV, inzestrat cu un produs scalar
<,>, se numeste spatiu euclidian.

EXEMPLUL 2.3.1. Fie v = (71, 72,23) € R 5i w = (y1,v2,93) € R® doi vectori

arbitrari ai spativlui vectorial rRR3. S& aratam cé aplicatia
def
<v,w>= x1Yy1 + Toy2 + T3ys € R
este un produs scalar pe gR3. Pentru aceasta trebuie si demonstram cele patru
proprietdti care definesc un produs scalar. Simetria rezultd imediat din urmatoarele
egalitati:
<V, W >= Y1 + TaY2 + T3Y3 = Y121 + YoT2 + Y3T3 =< W,V > .

Ludnd un scalar arbitrar A € R, omogeneitatea rezulta din relatiile:
<M, w >= (Az1)y1 + (Ar2)y2 + (Az3)ys = AM1y1 + Taye + 23y3) = A <v,w > .

Prin analogie, rezulta gi proprietatea de aditivitate a aplicatier <,>. Pentru a
demonstra proprietatea de pozitiv definire sa observam ca avem

<w,v >:x%+x§+x§ >0,
cu” =7 dacd si numai daci 1 = x5 = x3 = 0. In concluzie, (R3, <, >) este un
spatiu euclidian.

EXEMPLUL 2.3.2. Sa aratam ca aplicatia

def

1
< fg>% / f@)gla)is < B,



2.3. PRODUSE SCALARE. LUNGIMI §I UNGHIURI 31

unde f,g sunt polinoame de grad cel mult doi, este un produs scalar pe gRa[X].
Este evident cd avem proprietatea de simetrie:

1 1
< fg>= / falgla)ds = / 9(@)f(@)de =< g.f > .

-1

Ludnd un scalar arbitrar A € R, omogeneitatea rezulta din relatiile:

1 1
< Mg >= / D (@lgla)ds = A / fa@lglads =A< f.g>.

Printr-un calcul simplu, folosind proprietatea de aditivitate a integralei, rezultd i
proprietatea de aditivitate a aplicatiei <,> . Pentru a demonstra proprietatea de
pozitiv definire si observam cd inegalitatea f?(x) > 0,V z € [—1,1], implicd ine-
galitatea integrald

1
< f,f>= /_1 f(z)dz > 0.

Mai mult, sa presupunem cd avem < f, f >= 0. Din punct de vedere geometric
aceasta tnseamnid cd aria subgraficului functiei pozitive f2 > 0 este nuld. Insa
aceastd arie este nult dacd i numai dacd f(x) =0,V z € [-1,1]. Cu alte cuvinte,
avem < f, f >=0 daci si numai dacd f = Q. In concluzie, (Ry[X], <,>) este un
spatiu euclidian.

TEOREMA 2.3.1 (inegalitatea Cauchy). In orice spatiu euclidian (V,<,>) pro-
dusul scalar satisface urmatoarea inegalitate Cauchy:
<v,w >i<<vv> - <w,w >, Yo,weV,

cu” =7 daca g1 numai daca v i w sunt liniar dependenti.

DEMONSTRATIE. S& presupunem cd w = 0. Atunci avem < w,w >= 0. Pe de
alta parte, folosind aditivitatea produsului scalar, obtinem

<v,0>+<v,0>=<0v,0> YVveV,

adica < v,0 >=0, V v € V. Cu alte cuvinte, inegalitatea Cauchy este adevarata in
acest caz.

S& presupunem acum cd w # 0 si sd ludm un vector arbitrar v € V. Pozitiv
definirea produsului scalar implicad inegalitatea

<v+aw,v+aoaw>>0, VaekR
Folosind aditivitatea si omogeneitatea produsului scalar, deducem ca
<w,w>a?+20<v,w>+<v,0>>0, Vaeck.
Prin urmare trebuie ca discriminantul ecuatiei de grad doi si fie negativ, adica
A=4<v,w>?—4d<ww><v,0><0.
Mai mult, dacd discriminantul este nul rezulta ca exista a € R astfel incat
v+ oaw =0,

adicd v g1 w sunt liniar dependenti. Rezultd ceea ce aveam de demonstrat. O
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COROLARUL 2.3.1. Fie (V,<,>) un spativ euclidian. Atunci functia
IV —-R,
definita prin

[lv|]]| = vV<v,0> VoveV,

verifica urmatoarele proprietati:

(1) o] >0,Vv eV, cu” =" daci si numai dacd v = 0y;

(2) ]| =[A[-[[o][, VAR, VveV;

3) [lv+w|| < ||| + [Jw]], ¥ v,w € V, (inegalitatea triunghiului).
DEMONSTRATIE. Pozitiv definirea gi omogeneitatea produsului scalar implici

imediat proprietatile (1) gi (2). Folosind proprietatile produsului scalar si inegali-
tatea lui Cauchy, deducem inegalitatea triunghiului:

lv+w||? = <vtwov+w>=<v,0>+2<v,w>+ <ww><
< oI+ lwlP+2- | <wv,w > ] <
< ol A+ fwl[? + 2 o] - Jwl] = (o] + [[wl])?, ¥ v,w e V.

DEFINITIA 2.3.3. Functia || || : V — R, definita prin

[lv]]| = vV<v,0> VoveV,
se numeste norma (lungimea) euclidiand a spatiului euclidian (V,<,>).
ExeEmpLUL 2.3.3. Sd calculam lungimea (norma) vectorului v = (1,2,3) in

spatiul euclidian (R®, <,>). Folosind definitia produsului scalar pe spatiul vectorial
real R3, obtinem

o]l = V<o0> =12+ 22 + 32 = /14

ExeEmpLUL 2.3.4. Sa calculam lungimea (norma) vectorului f = X in spatiul
euclidian (Ra[X], <, >). Folosind definitia produsului scalar pe spatiul vectorial real
Ro[X], obtinem

1 1
1fl=V< T f>= \//_1f2(x)dsc \//:cd:c \@

DEFINITIA 2.34. Fie (V,<,>) un spatiu euclidian gi fie v,w € V\{Oy} doi
vectori arbitrari nenuli. Atunci, numdrul real 0 € [0, ], definit de relatia
<v,w >
[[w]] - [[w]

cosf = € [-1,1],

se numegte unghiul dintre v gi w in spatiul euclidian (V, <,>).
EXEMPLUL 2.3.5. Sa calculdm unghiul dintre vectorii
v=(1,2,3) 5w = (3,2,0)

in spatiul euclidian (R?, <,>). Conform definitiei produsului scalar pe spatiul vec-
torial real R3, avem

<v,w>=<(1,2,3),(3,2,0) >=1-34+2-2+3-0=71,
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lJo]] = V12 + 22 + 32 = V14 i [Jw]| = /32 + 22 + 02 = V13,

In concluzie, obtinem

cosf = LW ! —\/lc)@—arccos i
ol - [Jw]] V14 -/13 26 V 26°

EXEMPLUL 2.3.6. Sa calculam unghiul dintre vectorii

f=Xsig=X?
in spatiul euclidian (Ry[X], <,>). Conform definitiei produsului scalar pe spatiul

vectorial real Ro[X], avem

1
<f,g>:/ 23dx = 0.

-1
Deducem ci cosf =0, adica § = /2.

DEFINITIA 2.3.5. Doi vectori nenuli v,w € V\{0Ov} sunt ortogonali (perpen-
diculari) in spatiul euclidian (V,<,>) daca

<v,w >=0.
In aceastd situatie, vom folosi notatia v 1 w.

ProroziTIA 2.3.1. Orice doi vectori nenuli ortogonali v L w in spatiul eucli-
dian (V,<,>) sunt liniar independenti.

DEMONSTRATIE. Fie o, 8 € R astfel incat av + Sw = Oy, unde
<v,w >=0.
Aplicand in egalitatea precedentd produsul scalar cu vectorul v, obtinem
a<v,v>+p<w,v>=0,

adicd o = 0. Analog, facand produsul scalar al egalitatii de mai sus cu vectorul w,
deducem c& 8 = 0. In concluzie, multimea {v,w} este liniar independenta. O

COROLARUL 2.3.2. Fie (V,<,>) un spativ euclidian de dimensiune
dimR V=n Z 1.

In acest context, orice multime de n vectori ortogonali unul pe celilalt formeazi o
baza a spatiului euclidian (V, <,>).

DEMONSTRATIE. Fie multimea de vectori B = {ej, e, ...,e,} Cr V, unde
eiJ_ej, Vi,jzl,_n, 27&]

Conform propozitiei anterioare, deducem ci multimea B este liniar independenta.
Deoarece avem
dimg V = n,

rezultd ci multimea B este de fapt bazd in spatiului euclidian (V, <, >). ]
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2.4. Baze ortonormate. Complemente ortogonale
Fie B = {e1,ea, ..., 5} 0 bazi in spatiul euclidian (V, <, >), unde dimg V = n.

DEFINITIA 2.4.1. Spunem cd baza B = {ej,ea,...,e,} este o bazi ortonor-
matd a spativlui euclidian (V,<,>) daca sunt adevarate proprietatile:

eiJ-eja \V,’L,]:l,_’l’l,, 17&] ’§Z ||el|| =1, \V”L:LTL

OBSERVATIA 2.4.1. O bazd B = {e1,ea,...,en} este ortonormatd in spatiul
euclidian (V,<,>) dacd sunt adevirate proprietatile:

<ene;>=0,Vi,j=1n, i#j g <e,e >=1,Vi=1n.
EXEMPLUL 2.4.1. In spatiul euclidian (R3, <,>) baza canonici
B ={e; =(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}
este o baza ortonormata deoarece, prin calcule simple, deducem cd
er Lex LesLer gille]l =|lea]| = |[es|| = 1.
EXEMPLUL 2.4.2. In spatiul euclidian (Ro[X], <,>) baza canonici
B={e;=1,e5=X,e3=X?}

nu este o baza ortonormatd deoarece

lesll = 11l = /ST do = VB £1,
1 2
leall = 111 = /Ty = |2 1,
1 2
lesl] = 11X°)) = /[, wtde = \[ﬁ '

1
2
<ep, ey >=<1,X? >:/ r?dr = 3 £ 0.
-1

st, mai mult, avem

In studiul spatiilor euclidiene este mult mai convenabil s& utilizim baze ortonor-
mate decat baze neortonormate deoarece primele furnizeaza importante proprietati
geometrice ale spatiului. In consecint#, vom detalia in continuare un procedeu prin
care putem asocia unei baze neortonormate o bazd noud, care este ortonormata.
Evident, un asemenea procedeu ne asigurd de faptul cd in orice spatiu euclidian
exista cel putin o bazd ortonormata.

TEOREMA 2.4.1 (Procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmidt). Fie
B ={e1,e2,...,en}

o0 bazd neortonormati a spatiului euclidian (V,<,>), unde dimg V' = n. In acest
context, se poate construi o noud baza

GS(B) = {f17f27 "'7f’n}

care este ortonormatd in spatiul euclidian (V,<,>) ¢i a carei constructie este
furnizata de baza initiald B.
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DEMONSTRATIE. Pornind de la elementele bazei B, construim sistemul de vec-
tori

B' ={¢c\,é,....e,}
ale carui elemente sunt definite in felul urmaétor:
€1 = €1,
ey = ey + karey, kop €R;
eé =e3 + kglell + k?32€/2, k31, k32 € R;

6; =e; + kile’l + kizelz + ...+ km‘_legfl, kim € R, Ym= 1,1 —1;

e, =en+kniel +knoeh + ...+ knno1e,_1, knm €ER, Vm=1,n—1.

Vom arata in continuare cd multimea de vectori B’ reprezintd un sistem de
generatori pentru spatiul euclidian (V, <, >). Pentru aceasta vom demonstra prin
inductie dupd i € {1,2,...,n} cd avem

L({e1,e2,...,e;}) = L({e}, €, ..., i }).
Pentru ¢ = 1 este evident cd avem
L({e1}) = L({er}).
S& considerdm i € {2,3,...,n} i s& presupunem ci
L({e1,e2,...,ei—1}) = L({e}, €5, ..., €i_1}).
Atunci, din ipoteza de inductie i modul de de constructie al vectorului e}, deducem
egalitatile:
L({el, €2, .eny 61}) = L({el, €2, ..uy 61‘,1}) + L({ez}) =
= L({ehe%"'vegfl})+L({ei}) -
(
(

L({e}, ey, ... ei_q,ei}) =
= L{{€), ey, ...,ei_1,€}).

In concluzie, avem

L({e1,e2,...,en}) = L({€], €5, ....el}) =
adicd B’ este un sistem de generatori pentru spatiul euclidian (V, <, >).
Pentru ca sistemul de vectori B’ s fie si liniar independent, vom alege constan-
tele k;; € R, 1 =2,n, j = 1,1 — 1, astfel incat vectorii multimii B’ sd fie ortogonali
unul pe celilalt. Pentru aceasta trebuie ca urmétoarele conditii sa fie adevarate:

<el,ej> 0,Vi=1,n, j=1,i— 1.

Impunand aceste conditii vectorilor din B’ si tinand cont de modul de de constructie
al vectorilor e}, V ¢ = 1,n, deducem c& trebuie si avem adevirate egalititile

<6i,€;~ > +-k;j <6;~,€;~ >=0,Vi=1n, j=1,1—1,
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adica trebuie sa luam constantele
<ej ;> <ejel>

ki; =— = Vi=1n, j=1,i—1
J / / /112 ) ) ) )
<e€j, e > ||e_]||
In concluzie, sistemul de vectori B’ = {e},¢€h,...,el,}, construit cu ajutorul

constantelor de mai sus, reprezintd o bazd de vectori ortogonali pentru spatiul
euclidian (V, <, >). Luand acum multimea de vectori

GS(B) = {f1, fa; s fn}s

unde

1,

BT e VS b
gisim ceea ce aveam de demonstrat. Cu alte cuvinte, multimea de vectori GS(B)
este o bazd ortonormats a spatiului euclidian (V, <, >). Evident, aceastd bazi este
furnizatd de baza neortonormata initiald B. O

EXEMPLUL 2.4.3. Utilizdnd procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmidt, sa
ortonormam baza canonicd

B={e;=1,e5=X,e3=X?}
in spatiul euclidian (Ra[X], <,>). Pentru aceasta, vom lua vectorul
el =e =1
Sa consideram acum vectorul
ey = €3+ kore) = X + ko1, ko1 €R,

unde constanta ko1 o determinam din urmdtoarea conditie de ortogonalitate:
1

=0 ko =0.

1 2
<€/2,611 >:O<:>/ (x4 ko1)dz =0 < (% Jrkzlfﬁ)
—1 1

Prin urmare, avem
ey =X.
Sa consideram si vectorul
/ / / 2
e3 = e3 + kaie] + kssey = X+ k3o X + ka1, ka1, k32 € R,

unde constantele k31 si k32 le determinam din urmatoarele conditii de ortogonali-
tate:

{ <ées el >=0 { f_11(362 + ksax + k31)dz =0
=

<
<y ey >=0 [ (@3 + ksoa? + kyiz)da = 0
x3 x? !
=z il _ 2
<3+k’322+k‘31$> _170 §+2k31:0 k’glz—l
4 3 2\ |1 2 ;
x z z _ k3o =0 k32 =0.
kao— + k31— =0 32
<4+323+312)1 3
Prin urmare, avem
1
eh=X%— =
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Sa calculam acum normele vectorilor €}, el si e5. Avem evident ca

1
letll =/ /2y de = V2,

1 2
lesli = o = )2,

2
| = 1 s 1 _ 8
il \/fl (#-3) o= /5

Baza ortonormata obtinutd in urma procedeului Gramm-Schmidt este

GS(B) = {f1, f2, f3},

unde ) )
fi= e =5,
A
1, 3
= —./2.x
R=gne=ya X

EXEMPLUL 2.4.4. Utilizdnd procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmidt, sa
ortonormam baza

B ={e1 =(1,0,0),e2 = (1,1,0),e3 = (1,1,1)}

in spatiul euclidian (R3, <,>). Pentru aceasta, vom lua vectorul
el =e; =(1,0,0).
Sa consideram acum vectorul
eh = eg + kare] = (1,1,0) + ko1(1,0,0) = (1 + ko1, 1,0), ko1 € R,
unde constanta ko1 o determinam din urmatoarea conditie de ortogonalitate:
<eéhe) >=0< (1+k21,1,0),(1,0,0) >=0 1+ kog =0 & koy = —1.
Prin urmare, avem
e5 = (0,1,0).

Sa consideram gi vectorul

es = e3+ k€| + ksaeh =
(1,1,1) 4+ k31(1,0,0) + k32(0,1,0) =
(14 kg1, 1+ k32, 1), k31, k32 € R,

unde constantele k31 si k3o le determindm din urmdtoarele conditii de ortogonali-
tate:

{ <6é,€1 >=0 { <(1+k3171+k3271)7(17070) >=0
4 <~

<€é,€lz >=0 <(1+k31,1+k)32,1),(0,1,0) >=10

1+ks1 =0 {k311
= =
1+ k3 =0 k32 = —1.

e5 = (0,0,1).

Prin urmare, avem
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Deoarece avem ||ef|| = ||ebl] = ||ek]] = 1, rezultd cd baza ortonormatd obtinutd in
urma procedeului Gramm-Schmidt este exact baza canonicd a spatiului euclidian
(R3, <,>), si anume
GS(B) = {fl = 61 = (17070)7f2 - 6/2 - (07170)7f3 - eé’, - (07071)}

DEFINITIA 2.4.2. Fie W un subspatiu vectorial al spatiului euclidian (V, <,>).

Submultimea
Wrt={weV|vlilw YweW}

se numeste complementul ortogonal al subspatiului vectorial W in spatiul eucli-
dian (V,<,>).

TEOREMA 2.4.2. Complementul ortogonal W=+ al subspatiului vectorial W in
spatiul euclidian (V, <, >) este un subspatiu vectorial al spatiului euclidian (V, <, >).
Mai mult, complementul ortogonal verifica relatia de complementaritate

V=waewWw

DEMONSTRATIE. S& demonstrim intai ci W+ este un subspatiu vectorial al

spatiului euclidian (V, <, >). Pentru a demonstra acest lucru vom utiliza criteriul

de subspatiu. Fie doi vectori arbitrari vy,vs € W+, Din definitia complementului
ortogonal W+ rezultd ci avem

<v,w>=< vy, w>=0, VweW.
Atunci, printr-un calcul simplu, deducem c& avem
< F v, w>=<v,w >+ <v,w>=0, VweW,

adici v + v € WL, S§ ludm acum un scalar arbitrar o € R si un vector arbitrar
v € W, Atunci, este evident ci avem

<v,w>=0, VweW.

Prin urmare, deducem ca avem
<av,w>=a<v,w>=0 YweW,
adici av € W, In concluzie, W+ este un subspatiu vectorial al lui V.
S& demonstram acum ci subspatiile W si W+ se afld in sumé directs. Pentru

aceasta fie v € W N W+, Rezults ci

<v,w>=0, VweW.
Particularizand w = v, obtinem ca < v,v >= 0, adicd v = Oy . Prin urmare, avem

Wnwt = {oy},
adica
WeaeWt <gV.

Pentru a ariita cd subspatiul suma directd W @ W+ coincide cu intreg spatiul V/,

vom demonstra cd orice vector al spatiului V se descompune in mod unic ca suma
dintre un vector al lui W si un vector al lui W-. Pentru aceasta fie

B ={e1,e2,....ep}

o baza ortonormatd in subspatiul W, unde p = dimg W, si fie v € V un vector
arbitrar. Sa consideram vectorul

w=<v,e >e+ <v,ea>ex+ ..+ <v,ep,>e, €W
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Vom demonstra ci v —w € WL, Pentru aceasta este suficient s observiim c& avem

<v—w, e >=<v,6; > — < w, e >=<v,6; > — < v,e; >=0, Vi=1n.
In concluzie, avem descompunerea unicg
v=w+(v—w),
unde w € W si v —w € W+, Cu alte cuvinte, obtinem egalitatea
WaoW=V.
O

COROLARUL 2.4.1. Fie W un subspatiu al spatiului euclidian (V,<,>) si fie
v € V un vector arbitrar. Atunci exista gi sunt unici niste vectori w € W gi

wt € W astfel incdt

v:'w—i—wJ‘.

DEMONSTRATIE. Proprietaea din corolar este evidenta din relatia
V=weWw
O

DEFINITIA 2.4.3. Fie W un subspativ al spativlui euclidian (V,<,>) i fie

v € V un vector arbitrar. Vectoriiw € W si w- € W, cu proprietatea
v=w 4 wL,

se numesc proiectiile vectorului v pe subspatiile W si W.

EXEMPLUL 2.4.5. Fie subspatiul vectorial

W = {(z,0) | z € R} <g R%
Sa calculim complementul ortogonal W in spatiul euclidian (R?,<,>) si si de-
terminam proiectiile vectorului v = (1,2) pe subspatiile W si WL. Pentru aceasta
sa observam cad
dimR W =1.
O baza in W este
B={e1=(1,0)}.
Cautam acum toti vectorii (x,y) € R? astfel incat
< (z,9),(1,0) >=0.
Rezulta ca x = 0. Prin urmare, complementul ortogonal al subspatiului W este
subspatiul
Wt ={(0,y) | y € R}.
Din teorema precedentd deducem ca
RZ=Wao W
Evident avem descompunerea unicd
(17 2) = (17 0) + (07 2)7

unde (1,0) € W 5i (0,2) € W, Este important de remarcat ca, din punct de vedere
geometric, proiectiile vectorului v = (1,2) pe subspatiile W si W+, adic vectorii
(1,0) € W i (0,2) € W, reprezintd exact coordonatele proiectiilor ortogonale ale
punctului P(1,2) pe axele de coordonate Ox gi Oy.
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EXEMPLUL 2.4.6. Fie subspatiul vectorial

W ={(2,y,2) ER® | x +y+2 =0} <g R%.
Sa calculim complementul ortogonal W+ in spatiul euclidian (R3, <, >) si si deter-
minam proiectiile vectorului v = (1,2,3) pe subspatiile W si W. Pentru aceasta
sa observam ca avem

W= {(a:,y,—x—y) | T,y € R}
Rezulta ca
dimg W = 2.
O baza in W este
B={e;=(1,0,—1),e5 = (0,1,-1)}.

Cautam acum toti vectorii (x,y,z) € R® astfel incat

< (z,9,2),(1,0,—1) >=0 r—2z=0

54
< (SU, Y, Z)v (07 17 71) >=0

Rezulta ca x = y = z. Prin urmare, complementul ortogonal al subspatiului W este
subspatiul

y—z=0.

Wt ={(a,0,a) | a € R}
Din teorema precedenta deducem ca
RP=WaWH.
Atunci exista x,y, o € R astfel incdt sa avem descompunerea
(1,2,3) = (z,y,—x — y) + (o, v, ),

unde (z,y, —x —y) € W si (a, o, ) € W, Rezulti ci avem sistemul

z+ta=1

y+toa=2

—r—y+a=3,
a cd(’ui solutie este x = -1, y =0 gi a = 2.

In concluzie, proiectiile vectorului v = (1,2,3) pe subspatiile W si W+ sunt
w=(-1,0,1) € W si wt = (2,2,2) ¢ W=.
Cu alte cuvinte, avem adevdratd descompunerea unica
(1,2,3) =(—1,0,1) + (2,2,2),
unde (—1,0,1) € W si (2,2,2) € W,



CAPITOLUL 3

APLICATII LINIARE

In studiul structurilor algebrice de grup, inel sau corp, un rol extrem de im-
portant este jucat de morfismele si, mai ales, de izomorfismele de grupuri, inele
sau corpuri. Prin analogie, un rol important in studiul spatiilor vectoriale este
jucat de morfismele de spatii vectoriale numite, pe scurt, aplicatii liniare. Un rol
aparte este jucat de izomorfismele de spatii vectoriale, reprezentate de aplicatiile
liniare bijective. Aceste izomorfisme scot in evidenta anumite spatii vectoriale care,
din cauzd cad sunt izomorfe cu o clasa intreaga de alte spatii vectoriale, reprezinta
obiectul principal de studiu in algebra liniard. In acest sens, de exemplu, subliniem
importanta studiului spatiului vectorial real gR™ care este izomorf cu orice spatiu
vectorial real de dimensiune n.

3.1. Definitie. Proprietati. Exemple
Fie V si W doua K-spatii vectoriale.
DEriNiTIA 3.1.1. O aplicatie f: V — W care verifica proprietatile:
(1) flo+w) =f(v) + f(w), Vo,weV;
(2) flaw) =af(v),Vae K,YveV,

se numeste aplicatie liniard sau transformare liniara sau morfism de
spatii vectoriale.

OBSERVATIA 3.1.1. Multimea tuturor aplicatiilor liniare de la K -spatiul vecto-
rial V' la K -spatiul vectorial W se noteaza Ly (V,W).

DEFINITIA 3.1.2. O aplicatie liniara f: V — V se numeste endomorfism al
K-spatiului vectorial V.

OBSERVATIA 3.1.2. Multimea tuturor endomorfimelor K -spatiului vectorial V
se noteaza Endi (V). Multimea

(Endg(V),+,0),

”

unde ” +7 reprezinta adunarea functiilor i” o
are o structura algebrica de inel necomutativ.

reprezintd compunerea functiilor,

DEFINITIA 3.1.3. Fie f € Lx(V,W) o aplicatie liniara. Daca f:V — W este
bijectivd, atunci aplicatia f se numeste izomorfism de spatii vectoriale. In aceasti
situatie, vom folosi notatia

viw
Prorozitia 3.1.1. Fie f € Lx(V,W) o aplicatie liniara. Atunci aplicatia f

verifica urmatoarele proprietati:

41
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(1) f(Ov) =Ow;
(2) f(—=v)=—f(v),YVveV;
(3) flav+ pw) =af(w)+Bf(w),Va,B€ K,Vv,welV.

DEMONSTRATIE. (1) Din prima proprietate a unei aplicatii liniare deducem c&
Oy +0v) = f(Ov) + f(Ov) < f(Ov) = f(Ov) + f(Ov).
In ultima egalitate, adunand la dreapta cu vectorul — f (Oy), obtinem
Ow = f(Ov).
(2) Din prima proprietate a unei aplicatii liniare deducem egalitatile:
[+ (=v)) = f(v) + f(—v) & fOv) = f(v) + f(-v), Vv eV
Folosind acum proprietatea (1), obtinem
Ow = f(v) + f(-v) & f(-v) = —f(v), VveV.

(3) Fie o, € K doi scalari arbitrari si fie v,w € V doi vectori arbitrari.
Folosind proprietétile unei aplicatii liniare deducem imediat egalitatile:

flav + pw) = flav) + f(Bw) = af(v) + Bf(w).

EXEMPLUL 3.1.1. Fie aplicatia f : R® — R2?, definitd prin
[y, 2) = (x+ 2,y — 2).
Vom demonstra ca aplicatia f este o aplicatie liniard. Pentru aceasta sa consideram
(z1,91,21), (22,92, 22) € R®
doi vectori arbitrari. Atunci, urmatoarele egalitdati sunt adevarate:
f((@1,91,21) + (22,92, 22)) = f(w1+ 22,01 +y2,21 +22) =
= (x1+x2+21 + 22,Y1 + Y2 — (21 +22)) =
= (z1+21,01—21) + @2+ 22,92 — 22) =
= f(z1,y1,21) + f(22, Y2, 22).
Fie acum o € R un scalar arbitrar si (v,y,z) € R® un vector arbitrar. Atunci,
avem egalitatile:
fle(z,y,2)) = [flow,ay,az) =
= (azx+az,ay —az) =
= alr+z,y—2z2)=
= af(z,y,2).
In concluzie, aplicatia f este o aplicatie liniard.
EXEMPLUL 3.1.2. Fie aplicatia f : R® — R?, definitd prin
flzyy,2)=(z+y,z—x+1).

Conform propozitiei anterioare, daca aplicatia f ar fi liniard ar trebui ca ea sa
duci vectorul nul din R® in vectorul nul din R2. Acest lucru nu este insd adevirat
deoarece

£(0,0,0) = (0,1) # (0,0).



3.1. DEFINITIE. PROPRIETATI. EXEMPLE 43

In concluzie, aplicatia f nu este o aplicatie liniara.
EXEMPLUL 3.1.3. Fie aplicatia f : R? — R2, definitd prin
f(l',y) = (LU - Y +S1ny)
Vom ardta in continuare cd, desi aceastd aplicatie duce vectorul nul din R? in
vectorul nul din R?, totusi ea nu este o aplicatie liniard. Acest lucru subliniazd
faptul ca conditia
f(0,0) =(0,0)
este una necesard nu §i suficientd. Sa presupunem ca aplicatia [ este liniara.
Atunci, urmatoarea proprietate ar trebui sa fie adevarata:

fl(z,y)) = af(z,y), Y a€R, V¥ (z,y) € R
Aceasta proprietate este insa echivalentd cu
(a(z — ), ax +sin(ay)) = a(z —y,z +siny), Va € R, V (z,y) € R%

Prin urmare, daca aplicatia f ar fi liniard ar trebui ca urmatoarea egalitate trigono-
metrica sa fie adevarata:

sin(ay) = asiny, Va €R, VyeR.

Aceasta egalitate trigonometrica nu este insa adevarata pentru orice o € R. Spre
exemplu, pentru o = 2 avem

sin(2y) = 2sinycosy # 2siny, Vy € R\{2kx | k € Z}.
In concluzie, aplicatia f nu este o aplicatie liniard, desi f(0,0) = (0,0).
EXEMPLUL 3.1.4. Fie aplicatia D : Ro[X] — Ry [X], definita prin
D(f)=f,

unde [’ € Ry[X] reprezintd derivata polinomului f € Ra[X]. Atunci, urmdtoarele
egalitati sunt adevarate:

D(f+g9)=(f+9) =1 +4¢ =D(f)+D(g), ¥ f,g € Ra[X].
Mai mult, avem
D(af) = (af) = af =aD(f), Va € R, V f € Ry[X].

In concluzie, aplicatia D este o aplicatie liniara. Aceastd aplicatie liniard se nu-
megste operatorul liniar de derivare.

EXEMPLUL 3.1.5. Fie aplicatia I : Ra[X] — R3[X], definitd prin

n=[ s
unde f € Ro[X]. In acest context, urmitoarele egalititi sunt adevirate:
I7+9) = [ [FO+ghde= [ s+ [ a0dt=1(1)+100), ¥ f.g € RalX],
0 0 0
I(af) :/ laf (8)]dt = a/ FO)dt = aI(f), V a €R, ¥ f € Ry[X].
0 0

In concluzie, aplicatia I este o aplicatie liniara. Aceasta aplicatie liniard se numeste
operatorul liniar de integrare.
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EXEMPLUL 3.1.6. Fie aplicatia T : M3(R) — M3(R), definita prin
T(A) = TA,

unde TA € My(R) reprezintd transpusa matricii A € My(R). Tindnd cont de pro-
prietatile transpusei unei matrici, deducem ca avem adevarate egalitatile:

T(A+B)= T"(A+B)= TA+ TB=T(A) +T(B), ¥ A, B € MR),

§t
T(aA) = T(aAd)=aTA=aT(A), VacR, V Ac My(R).
In concluzie, aplicatia T este o aplicatie liniard. Aceasta aplicatie liniard se numeste
operatorul liniar de transpunere.
3.2. Nucleul unei aplicatii liniare. Injectivitate
Fie f € Lk (V,W) o aplicatie liniars.
DEFINITIA 3.2.1. Submultimea
Ker(f)={veV | flv)=0w}CV

se numeste nucleul aplicatiei liniare f.

PrOPOZITIA 3.2.1. Nucleul aplicatiei liniare f € L (V,W) este un subspatiu
vectorial al domeniului V. Cu alte cuvinte, avem

Ker(f) <kg V.

DEMONSTRATIE. Aplicdm criteriul de subspatiu. Pentru aceasta, fie doi vectori
arbitrari v,w € Ker(f). Din definitia nucleului deducem ca avem

f(v) = f(w) = Ow.
Folosind liniaritatea aplicatiei f, rezultd cd avem
flo+w) = f(v) + f(w) = Ow.

Prin urmare v + w € Ker(f). Sa considerdm acum un scalar arbitrar o € K gi un
vector arbitrar v € Ker(f). Rezultd cd avem

f(v) = Ow.
Folosind din nou liniaritatea aplicatiei f, deducem ca
flav) = af(v) = Ow,
adicd av € Ker(f). In concluzie, conform criteriului de subspatiu, avem
Ker(f) <g V.
O

DEFINITIA 3.2.2. Dimensiunea nucleului Ker(f) se numeste defectul aplicatiei
liniare f. In acest context, vom folosi notatia

def(f) = dimg Ker(f).

TEOREMA 3.2.1 (de caracterizare a injectivitdtii unei aplicatii liniare). Fie
f € Lr(V,W) o aplicatie liniara. Atunci, urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Aplicatia f este injectiva;
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(2) Ker(f) ={0v};
(3) def(f) =0.
DEMONSTRATIE. Este evident ci afirmatiile (2) gi (3) sunt echivalente. S&

demonstram acum cd (1) = (2). Pentru aceasta, si presupunem cé aplicatia liniara
f este injectiva gi s& ludm un vector arbitrar v € Ker(f). Deducem ca

Pe de alta parte, deoarece f este aplicatie liniara, avem
f(0y) = Ow.

Atunci, din injectivitatea aplicatiei f, rezultd c& v = Oy . Prin urmare, avem

Ker(f) ={0v}.

Reciproc, s demonstram c& (2) = (1). Pentru aceasta, si presupunem ci

Ker(f) ={0v}
si sd ludm doi vectori arbitrari v,w € V astfel incat
fw) = f(w).
Deoarece aplicatia f este liniara, egalitatea de mai sus se poate scrie sub forma
f) = f(w) =0w < flv—w) =0w & v—we Ker(f) = {Ov}.

Prin urmare, deducem ca

v—w=0y & v=uw.
In concluzie, aplicatia liniard f este injectivd. Rezultd ceea ce aveam de demonstrat.

O

EXEMPLUL 3.2.1. Fie aplicatia liniard f : R2 — R3, definitd prin

flz,y) = (Br —y,2x +y,z — 2y).

Sa calculam nucleul aplicatiei liniare f. Din definitia nucleulut unei aplicatii liniare
deducem ca avem

Ker(f) = {(x,y) GRZ | f(x,y) = (07070)} =
{(z,9) eR? | 3z —y=0,22+y = 0, — 2y = 0}.

Deoarece sistemul liniar

3x—y=0
2c+y =0
z—2y=0

are doar solutia banald, rezultd ca

Ker(f) ={(0,0)}.

Conform teoremei anterioare, deducem ca aplicatia liniara f este injectiva.
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EXEMPLUL 3.2.2. Fie aplicatia liniard de derivare D : Ry[X| — Ry [X], definita
prin

D(f)=f,
unde f € Ry[X]. St calculam nucleul aplicatiei liniare de derivare D. Avem
Ker(D) = {f€eRy[X]|D(f)=0}=
= {feR[X]| f=0} =
= {c|ceR} =R

Deoarece Ker(D) # {Q}, rezultd ca aplicatia de derivare D nu este injectiva.

3.3. Imaginea unei aplicatii liniare. Surjectivitate
Fie f € Lx(V,W) o aplicatie liniars.
DEFINITIA 3.3.1. Submultimea
Im(f) ={weW |JveV astfel incit f(v) =w} CW
se numegste imaginea aplicatiei liniare f.

PrOPOZITIA 3.3.1. Imaginea aplicatiei liniare f € L (V,W) este un subspatiu

vectorial al codomeniului W. Cu alte cuvinte, avem
Im(f) SK wW.

DEMONSTRATIE. Vom aplica criteriul de subspatiu. Pentru aceasta, fie doi
vectori arbitrari wy, we € Im(f). Din definitia imaginii unei aplicatii liniare, rezulta
cd existd vy, vy € V astfel incat f(v1) = wy gi f(v2) = ws. Deoarece aplicatia f este
liniara, deducem ca

f(vr +v2) = f(v1) + f(v2) = w1 + wa,

adicd w1 + we € Im(f). S& considerdm acum un scalar arbitrar o € K gi un vector
arbitrar w € Im(f). Rezultd cd existd v € V astfel incat f(v) = w. Folosind din
nou liniaritatea aplicatiei f, deducem ca

flaw) = af(v) = aw,
adicd aw € Im(f). In concluzie, conform criteriului de subspatiu, avem
Im(f) <k W.
O

DEFINITIA 3.3.2. Dimensiunea imaginii Im(f) se numeste rangul aplicatiei
liniare f. In acest context, vom folosi notatia

rang(f) = dimg Im(f).
TEOREMA 3.3.1 (de caracterizare a surjectivitdtii unei aplicatii liniare). Fie
f e Lx(V,W) o aplicatie liniard. Atunci, urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) Aplicatia f este surjectivd;
(2) Im(f) = W;
(3) rang(f) = dimgx W.
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DEMONSTRATIE. Este evident cd afirmatiile (2) si (3) sunt echivalente. S&
demonstrdm acum cd (1) = (2). Pentru aceasta, si presupunem c8 aplicatia liniar
f este surjectiva gi sa luam un vector arbitrar w € W. Deoarece aplicatia f este
surjectiva, rezultd cd existd un vector v € V astfel incat f(v) = w. Prin urmare,
avem w € Im(f). In concluzie, avem W C Im(f). Deoarece este evident ci avem
Im(f) C W, obtinem c& avem egalitatea W = Im(f). Reciproc, sd presupunem
cd Im(f) = W si si considerdm un vector arbitrar w € W = Im(f). Din definitia
imaginii unei aplicatii liniare rezultd c existd un vector v € V astfel incat f(v) = w.
Cu alte cuvinte, din definitia surjectivitatii unei aplicatii rezulta ca aplicatia liniara
f este surjectiva. O

EXEMPLUL 3.3.1. Fie aplicatia liniard f : R? — R2?, definita prin

flx,y,2) = (x —y, 22+ y + 2).

Sa calculam imaginea aplicatiei liniare f. Din definitia imaginii unei aplicatii liniare
deducem ca avem

Im(f) {(u,v) €R? | 3 (z,y,2) € R? astfel incit f(x,y,2) = (u,v)} =
= {(u,v) € R?*| 3 (x,y,2) € R? astfel incit v —y = u,2x +y + 2 = v}.

r—y=u
{ 2r+y+z=v
are solutie pentru orice valori u,v € R, rezultd ca
Im(f) = R%

Conform teoremei anterioare, deducem ca aplicatia liniard [ este surjectiva.

Deoarece sistemul liniar

EXEMPLUL 3.3.2. Fie aplicatia liniard de integrare I : Ro[X]| — R3[X], definitd
prin

©
1= [ s,
unde f € Ro[X]. Sa calculam imaginea aplicatiei liniare de integrare I. Prin definitie,
avem
Im(I) = {g € R3[X] | 3 f € Ro[X] astfel incat I(f) = g}
Fie un polinom arbitrar de grad cel mult trei, definit prin
g=AX*+BX?4+CX+D, A B,C,DcR.
Sa presupunem ca existd un polinom de grad cel mult doi, definit prin
f=aX?+bX +¢, a,b,cER,
astfel tncat I1(f) = g. Atunci avem

/ (at* + bt + c)dt = Az® + Bx® + Cx + D,
0

adicad
3 2

a%+b%+ca::Aa:3+Bx2+Cx+D.

Egaldnd coeficientii celor doud polinoame, gasim egalitatile: a = 3A,b=2B,c=C
st D = 0. In concluzie, imaginea aplicatiei liniare de integrare I este

Im(I) = {AX® + BX? + CX | A,B,C € R} # R;[X].
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Rezulta ca aplicatia de integrare I nu este surjectiva.

3.4. Izomorfisme de spatii vectoriale

In aceastd sectiune vom studia conditii necesare si suficiente ca doua spatii
vectoriale finit dimensionale s& fie izomorfe. Pentru aceasta vom demonstra mai
intal urmatorul rezultat.

TEOREMA 3.4.1 (a dimensiunii). Fie f € Lx(V,W) o aplicatie liniard. Daca
domeniul V' este un K-spatiu vectorial finit dimensional, atunci avem adevaratd
urmatoarea egalitate:

dimg V =def(f) + rang(f).

DEMONSTRATIE. S& presupunem ca
dimgV =n

si

def(f) = dimg Ker(f) = p,
unde 0 < p <n < oco. Fie

Bl = {61, €2y eny ep}

o bazd in nucleul Ker(f). Deoarece nucleul Ker(f) este subspatiu vectorial al
domeniului V, putem completa cu vectori baza B; pana la o baza

B ={e1,e2,....€p, 01,02, ..., Up_p}
in spatiul vectorial V. Vom demonstra in continuare cd multimea
By = {f(v1), f(v2), s f(vn—p)}
este o bazd a imaginii Im(f), ceea ce va implica egalitatea
rang(f) = dimg Im(f) =n —p,

adicd ceea ce trebuia demonstrat. S& demonstrdm intai ca multimea Bj este liniar
independenta. Pentru aceasta fie scalarii oy, as, ..., an—p € K astfel incat

arf(vr) + aaf(v2) + ... + an—pf(vn—p) = Ow.

Din proprietatea de liniaritate a aplicatiei f deducem ca egalitatea de mai sus se
poate rescrie sub forma

f(Oq”Ul + v + ... + an,pvn,p) = Ow.
Aceasta egalitate este echivalentd cu conditia
a1 + Qv + ... + p_pUn—p € Ker(f).

Deoarece multimea B este o bazd a nucleului Ker(f), rezultd cd existd scalarii
B1. By, -, B, € K astfel incat

Q1v1 + QU2 + oo+ QppUn—p = fBre1 + foea + .+ Bep.
Trecand toti termenii in membrul stadng, deducem cid avem egalitatea
11 + U2 + ...+ QppUp—p — Bre1 — Boea — ... — ﬁpep = Oy,

Deoarece multimea B este o baza in spatiul vectorial V, in particular, multimea B
este liniar independenta. Liniar independenta multimii B implica

a1:a2:...:an7p:61:62:...:Bp:07
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adicd multimea Bs este liniar independentd. Sa demonstram acum cd multimea Bs
este un sistem de generatori pentru imaginea Im( f). Pentru aceasta si consideram
un vector arbitrar w € Im(f). Din definitia imaginii Im(f) deducem cé existd un
vector v € V astfel incat f(v) = w. Deoarece multimea B este o baza in spatiul
vectorial V| rezulta ca exista scalarii kq, ko, ..., k, € K astfel incat

v =kier + kaex + ... + kpep + kpr1v1 + kpyavo 4+ ...+ Epvn_p.

Calculand aplicatia liniara f in egalitatea de mai sus si tindnd cont ca
) =wsi fler) = fle2) = . = fley) =0,
deducem ca avem egalitatea
w = kpi1f(v1) + kpt2f(v2) + . 4 kn f(Un—p).

Cu alte cuvinte, vectorul arbitrar w € Im(f) este o combinatie liniard de vectorii

f(v1)7 f(v2)7 ey f('Unfp),

adicd multimea B este un sistem de generatori pentru imaginea Im(f). O

COROLARUL 3.4.1. Fie f € Lxg(V,W) o aplicatie liniard. Dacd domeniul V
este un K-spatiu vectorial finit dimensional, atunci avem adevarate urmdatoarele
afirmatii:

(1) Daca f este injectiva, atunci dimg V < dimg W;
(2) Daca f este surjectivd, atunci dimg V > dimg W;

(3) Daca f este bijectiva, atunci dimg V = dimgx W.

DEMONSTRATIE. Teorema dimensiunii de mai sus ne asigura cd intotdeauna

avem egalitatea
dimg V =def(f) + rang(f).

(1) Dacd f este injectiva, atunci, conform teoremei de caracterizare a injecti-

vitatii, avem
def(f)=0.
Deoarece imaginea Im( f) este subspatiu vectorial al codomeniului W, obtinem ine-
galitatea
dimg V = rang(f) = dimg Im(f) < dimg W.

(2) Dacd f este surjectivi, atunci, conform teoremei de caracterizare a surjec-

tivitatii, avem
rang(f) = dimg W.
Deoarece intotdeauna avem def(f) > 0, obtinem inegalitatea
dimg V =def(f) + dimg W > dimg W.

(3) Daci f este bijectivd, atunci f este si injectiva i surjectivd. Prin urmare,
conform punctelor (1) si (2), avem inegalitatile

dimg V < dimg W si dimg V > dimg W.
In concluzie, avem egalitatea

dimK V = dimK w.
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Punctul (3) al corolarului de mai sus afirmd cd daci doud spatii vectoriale
sunt izomorfe, atunci in mod obligatoriu ele au aceeasi dimensiune. Reciproc,
vom demonstra in continuare cd daca doua spatii vectoriale au aceeasi dimensiune,
atunci ele sunt in mod obligatoriu izomorfe. Cu alte cuvinte, demonstram in aceasta
sectiune cd conditia necesara si suficientd ca doua K-spatii vectoriale V' si W sa fie
izomorfe este ca dimg V = dimg W.

TEOREMA 3.4.2 (fundamentald de izomorfism). Fie V gi W doua K-spatii
vectoriale astfel incat dimg V = dimg W. Atunci, spatiile vectoriale V' gi W sunt
izomorfe.

DEMONSTRATIE. S& presupunem cd multimea
B1 = {61, €2y .uny en}
este o bazd in spatiul vectorial V' gi multimea
B2 = {1)1,1)2, ...,Un}
este o baza in spatiul vectorial W, unde
n=dimg V = dimg W.

Deoarece multimea B; este o bazd in spatiul vectorial V, rezulta cd orice vector
v € V se descompune unic ca

V= X1€1 + T2z + ... + TpCn,

unde x1,Zo,...,x, € K reprezintd coordonatele vectorului v in baza Bi. Definim
aplicatia
V=W

in felul urmator:

d
f) = f(zrer + z2ea + ... + Tpnen) ief T1V1 + TV + ... + Ty Un.
Sa demonstram cé aplicatia f este liniard. Pentru aceasta s& consideram doi vectori
arbitrari
v=2x161 + Ty + ...+ Tpe, €V
si
v =1xler +zhea + ...+ ale, €V,
unde z, 5, ...,z,, € K reprezintd coordonatele vectorului v' in baza B;. Atunci
avem
flo+v") = f((x1+2))er + (x2 + 25)es + ... + (xy + 2)))en) =
(x1 + 2))v1 + (z2 + 25)v2 + oo + (T + 7))V =
T1V1 + TV + oo + Ty + TiU1 + Thve + o+ T v, =

= fl)+ f).

Fie acum un scalar arbitrar o € K gi un vector arbitrar

v =x1€1 + T2e2 + ... + xpe, € V.
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Atunci avem
flav) = f((azi)er + (axa)es + ... + (azp)e,) =
= (az1)v1 + (az2)ve + ... + (azy)v, =
= a(r1vr + Tov2 + ... + Tpop) =
= af(v).
In concluzie, aplicatia f este liniars.
Vom demonstra in continuare ca aplicatia liniard f este bijectiva.

Pentru a demonstra injectivitatea aplicatiei liniare f sa consideram un vector
arbitrar v € Ker(f), unde

V= X1€1 + Ta€a + ... + TpCp.
Atunci avem
f) = 0w < x1v1 + 2202 + ... + Tpv, = Oy
Din liniar independenta bazei By deducem ca
Ty =x2=..=x, =0,
adicd v = 0y. Cu alte cuvinte, avem
Ker(f) ={0v},
adicd aplicatia liniara f este injectiva.
Pentru a demonstra surjectivitatea aplicatiei liniare f sd considerdam un vector

arbitrar w € W. Deoarece multimea By este o baza in spatiul vectorial W, rezulta
ci existd scalarii x1, x9, ..., T, € K astfel incat s avem descompunerea unici

W = T1V1 + ToV2 + ... + TpUp.
Este evident c&, luand vectorul
v =1x161 + Ty + ... + Tpe, €V,

avem adeviratd relatia f(v) = w. Prin urmare, aplicatia liniard f este surjectiva.
In concluzie, aplicatia f este un izomorfism intre spatiile vectoriale V gi W. [

COROLARUL 3.4.2. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune dimg V = n.
Atunci spatiul vectorial gV este izomorf cu spatiul vectorial gR™.

DEMONSTRATIE. Spatiul vectorial real gR™ are dimensiunea dimg R™ = n.
Baza canonica a spatiului vectorial xgR™ este

B ={e; =(1,0,0,...,0,0),e2 = (0,1,0,...,0,0),...,e, = (0,0,0,...,0,1)}.
Conform teoremei fundamentale de izomorfism, rezultd ceea ce aveam de demon-
strat. O

3.5. Endomorfisme si matrici patratice

Pe tot parcursul acestei sectiuni vom considera V' un K-spatiu vectorial de
dimensiune dimg V' = n. Si presupunem ci

B = {ela €2, "'7en}

este o baza in spatiul vectorial V. Dacd v € V este un vector arbitrar, atunci exista
scalarii x1, xo, ..., z,, € K astfel incat s avem descompunerea unica

v =2x1€1 + T2€2 + ... + Tpen.
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Fie acum f € Endg(V) un endomorfism al spatiului vectorial V. Deoarece
endomorfismul f este o aplicatie liniard, rezultd ca valoarea endomorfismului f
calculata in v este datd de expresia

fw) =z1f(e1) +z2f(e2) + ... + xnflen).

Prin urmare, endomorfismul f este bine definit de valorile sale pe baza B, adica de
valorile

f(61)7f(62)7 ) f(en)
Acesti vectori insd apartin tot spatiului vectorial V. In consecint#, putem si des-
compunem si acesti vectori in baza B. Sa presupunem cé aceste descompuneri sunt
date de relatiile:
fle1) = crie1 + c12ea + ... + cinén,

f(e2) = carer + canea + ... + conen,

flen) = cpier + cnzez + ... + Cpnén,
unde C = (¢i5); jo17 € My (K).

DEFINITIA 3.5.1. Matricea Mp(f) = TC = (¢ji); jo17 € Mn(K) se numeste
matricea in baza B a endomorfismului f.

Sa consideram ca multimea
! !/ ! !
B - {61,62,...,€n}

este o altd bazd in spatiul vectorial V' gi sd presupunem ca matricea de trecere de
la baza B la baza B’ este

Mppr = (aij)i,j:L_n € M, (K).

ProproziTIA 3.5.1. Daca f € Endg (V) este un endomorfism al spatiului vecto-
rial V, atunci relatia de legatura dintre matricile Mp(f) si Mp/(f) este exprimati
prin formula

Mp:/(f) = Mgp, - Mp(f) - Mpp.

DEMONSTRATIE. Definitia matricii de trecere de la baza B la baza B’ implica
egalitatile

n

, .

e; = E apjer, Vj=1,n.
k=1

Definitiile matricilor Mp(f) si Mp/(f) conduc la relatiile:

n
fler) = emer, Vi=Tn, si f(e) = dye}, Vi=Tn,
=1

unde Mp/(f) = TC' = ()i j=tm € Mn(K). In acest context, din liniaritatea

endomorfismului f obtinem egalitatile:

fle;)=f (Z akiek> = Zakif(ek) = Z“’“ (Z Ckl€l> ,Vi=1,n,
k=1 k=1 k=1 =1
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si

ZC'LJ €j ZC'IL] (Z aljel> Vi=1n.

Din aceste doua egahta‘gl deducem ca avem relatiile

n n n n
, o
E E ALiCLIC] = E E Cij Q€L Vi=1,n.

=1 k=1 1=1 j=1

Deoarece multimea B este o baza in spatiul vectorial V, rezultd ca avem relatiile

Zamckz Zcualj, Vi=T,n, VIi=1,n.

j=1
La nivel matriceal, aceste ultime relatii se scriu sub forma
Mp(f) - Mpp = Mpp' - Mp:(f),
adicé ceea ce aveam de demonstrat. O
EXEMPLUL 3.5.1. Sd determindm matricea endomorfismului f : R? — R3,
definit prin
f(:c,y,z) = (23? —y,x—l—y—i—z,y— Z)a
in baza
B ={ej = (1,1,1),e5 = (1,0,1),e5 = (0,1,1)}.
Pentru aceasta sa consideram baza canonica
B= {61 = (17 07 0)762 = (07 17 0)763 = (07 07 1)}

Matricea de trecere de la baza canonicd B la baza B’ este

1 10
Mgp =11 0 1
1 1 1
Inversa acestei matrici este
1 1 -1
-1
Mgy = 0 -1 1
-1 0 1
Deoarece avem egalititile
fler) = (2,1,0) = 2e1 + ez,
fle2) = (=1,1,1) = —e1 + €2 +es,
fle3) =(0,1,-1) = ez —e3,
rezultd cd matricea endomorfismului f in baza canonica B este
2 -1 0
Mp(f)={1 1 1
0o 1 -1
Prin urmare, matricea endomorfismului f in baza B’ este
4 5 1
Mp/(f) = Mgg, - Mp(f) - Mpp = | -3 -3 =2

-1 -3 1
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Cu alte cuvinte, sunt adevarate relatiile
fle)) = (1,3,0) = 4e} — 3¢}y — eb,
Fleh) = (2,2,—1) = 5¢} — 3¢, — 3¢},
f(eh) = (~1,2,0) = ¢} — 2¢ + ¢l

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune dimg V = n gi fie Endg (V)
multimea tuturor endomorfismelor spatiului vectorial V. Atunci putem demonstra
urmatorul rezultat:

TEOREMA 3.5.1 (identificarea endomorfismelor cu matricile patratice). Inelul
necomutativ al endomorfismelor (Endg (V'), +, o) este izomorf cu inelul necomutativ
al matricilor patratice (M, (K),+,-).

DEMONSTRATIE. S& fixdm
B ={ej,eq,...,en}
o baza in spatiul vectorial V' si sa definim aplicatia
T : Endg (V) — Mn(K), T(f) = Mp(f), V f € Endg(V).

Folosind definitia matricii unui endomorfism intr-o anumitd baza, se poate arita ca
pentru orice doud endomorfisme f,g € Endg (V) avem relatiile:

T(f+9) = Mp(f +9) = Mp(f) + Mp(g9) = T(f) + T (9),

def

si

T(fog)=Mgp(fog)=Msp(f) Mp(g)=T(f) T(9)
In consecinta, aplicatia 7 este un morfism de inele necomutative. Vom demonstra
in continuare cd aplicatia 7 este inversabila. Pentru aceasta s consideram aplicatia

T’ : My (K) — Endg(V), T'(A) <

unde endomorfismul f4 este definit prin

fa, VA= (aij); j17 € Mn(K),

n

n n n n
= fa E xie | = E x; E ajie; | = E g TiQj;€j,
i=1 i=1 j=1 j=1i

=1 i=1

pentru orice vector v = Y . x;e; € V. Folosind definitiile aplicatiilor 7" si 77,
deducem ca avem relatiile:

(ToT')(A)=T(T'(A) =T(fa) = Mp(fa) = A, ¥V A = (aij); jo17 € Mn(K),

si
(T'oT)(Nw) = [T(T(MHNv)=[T"(Ms(£)(v) = fars()(v) =
s (Zwlez> ZZZE cjiej =
i=1 j=11i=1
= szf €;) = VfEEndK(V),VU:ixieiGV,

i=1

unde Mp(f) = (cij); j—17 € Mn(K). In concluzie, aplicatia 7 este un izomorfism
de inele necomutative. g
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OBSERVATIA 3.5.1. Teorema de mai sus subliniaza faptul ca in algebra liniard
nu se mai face distinctie intre endomorfisme si matrici patratice. Astfel, unui
endomorfism dat i se poate asocia imediat o matrice scrisd intr-o anumitd bazad i,
reciproc, avdnd o matrice patratica data, putem construi imediat un endomorfism a
carui matrice intr-o anumitda bazd sa fie exact matricea patratica datd. Mai mult,
adunarea a doud endomorfisme se identifica cu adunarea a doud matrici patrati-
ce, compunerea a doud endomorfisme se identifica cu inmultirea a doud matrici
pdtratice iar inversarea unui endomorfism se identificd cu tnversarea unei matrici
patratice. Cu alte cuvinte, urmdatoarele relatii matriceale sunt adevarate:

(1) Mp(f+g) = Mp(f)+Ms(g), ¥ f,g € Endg(V);

(2) Mp(fog)=Mg(f) Mp(g),V f,g € Endg(V);

(3) Mp(f~1) = (Mp(f))~". ¥ f € Endk(V);

(4) Mp(ly) =1,, unde 1y : V =V, 1y (v) = v, Vv € V, este endomorfismul

identitate iar I, € M, (K) este matricea identitate.

3.6. Valori si vectori proprii

Fie V un K-spatiu vectorial si fie f € Endg (V) un endomorfism al spatiului
vectorial V. Conceptele de vector si valoare proprie ale unui endomorfism sunt intim
legate de notiunea de subspatiu invariant al unui endomorfism.

DEFINITIA 3.6.1. Un scalar A € K se numeste valoare proprie a endomor-
fismului f € Endg (V) daca existd un vector nenul v € V\{Ovy} cu proprietatea

f(v) = lv.

DEFINITIA 3.6.2. Multimea tuturor valorilor proprii asociate unwi endomorfis-
mului f este notatd cu o(f) si se numeste spectrul endomorfismului f.

Fie f € Endk (V) un endomorfism al spatiului vectorial V' gi fie A € o(f) o
valoare proprie a endomorfismului f.

DEFINITIA 3.6.3. Orice vector nenul v € V\{Oy} cu proprietatea
fw) =Xv
se numegste vector propriu corespunzator valorii proprii A.

Sa consideram multimea

WY wev | fv) =}

OBSERVATIA 3.6.1. Multimea Vy este un subspativ al spatiului vectorial V
deoarece multimea V) este nucleul endomorfismului f — X - 1y,. Cu alte cuvinte,
avem egalitatea de multimi

V= Ker(f —A-1y)

DEFINITIA 3.6.4. Multimea V) se numeste subspatiul propriu corespunzator
valorii proprii A € o(f).
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EXEMPLUL 3.6.1. Fie operatorul de derivare D : Ro[X]| — Ro[X], definit prin
D(f)=f,

unde [ € Ro[X]. Sa calculim spectrul endomorfismului D. Pentru aceasta sa pre-
supunem ca A € R este o valoare proprie a operatorului de derivare D. Din definitia
valorii proprii asociate unui endomorfism deducem ca existd un polinom nenul de
grad cel mult doi f # O cu proprietatea

D(f) = A & f' = \f.
Egalitatea de mai sus implica relatiile:

I
f

unde C > 0. Prin urmare avem

A (Inf)Y = sInf=\+InC,

f=Ce.

Deoarece functia Ce ™ nu este o functie polinomiald de grad cel mult doi, rezultd
ca spectrul endomorfismului D este

o(D) ={0}.
EXEMPLUL 3.6.2. Fie endomorfismul f : R? — R3, definit prin
f(l',y, Z) = (421) + 6y7 —33? - 52/7 —321} - Gy + Z)

Ne propunem sa calculam spectrul endomorfismului f. Pentru aceasta sa pre-
supunem ci X € R este o valoare proprie a endomorfismului f. Din definitia valorii
proprii asociate unui endomorfism deducem ca exista un vector nenul

(,y,2) € R\{(0,0,0)}
cu proprietatea
f(z,y,2) = Mz, y, 2) & (4o + 6y, —3z — by, —3x — 6y + 2) = (A\z, Ay, Az).
Egaldand pe componente, deducem ca sistemul liniar omogen
4=Nz+6y=0
-3z —(5+Ny=0
3z —6y+(1-XN)z=0

trebuie sa admita o solutie nenuld. Aceasta inseamna ca determinantul sistemului
trebuie sa fie nul, adica avem

4—-A 6 0
-3 —5-X2 0 |=0&(1-)N*0\+2)=0.
-3 —6 1—A
Radacinile acestei ecuatii sunt Ay = 1 §i Ao = —2. Prin urmare, spectrul endomor-

fismului f este

o(f) = {17 72}'
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Sa calculam acum subspatiile proprii corespunzatoare valorilor proprii Ay = 1 gi
Ao = —2. Din definitia subspatiului propriu corespunzator unei valori proprii de-
ducem ca avem

3 6 0 T 0
V)\Zl = (x7y7z) S R?) -3 -6 0 Yy = 0 =
-3 —6 0 z 0
{(x,y,z) eR3 | 3x+6y:0} —
= {(—Qy,y,z) | Y,z € R}
§t
6 6 0 T 0
Vie—2 = (z,y,2) € R -3 -3 0 y | =10 =
-3 -6 3 z 0
{(z,y,2) €R® |62 +6y=0, —3x—6y+32=0} =

= {(-v,9,9) |yeR}.
Dimensiunile acestor subspatii proprii sunt

dimR V)\zl =2 §’i dlmR V)\:,Q =1.
Bazele canonice ale acestor subspatii proprii sunt
Ba=1={(-2,1,0),(0,0,1)} si Bx=—> = {(-1,1,1)}.

Fie V un K-spatiu vectorial si fie f € Endg (V) un endomorfism al spatiului
vectorial V. Vom demonstra in continuare cateva proprietati de algebra liniara ale
vectorilor proprii si subspatiilor proprii ale endomorfismului f.

TEOREMA 3.6.1. Nu existd vector propriu corespunzator la doud valori proprii
distincte ale endomorfismului f.

DEMONSTRATIE. S& presupunem ci vectorul v # 0y este un vector propriu
corespunzitor la doud valori proprii A1, A2 € o(f). Rezultd cd avem egalititile
f) =X v si f(v) = Aav. Aceste egalitati implica relatiile

AV = v & ()\1 — )\2)11 =0y.
Deoarece v # 0y, deducem ca A\ = As. O

TEOREMA 3.6.2. Vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte ale
endomorfismului f sunt liniar independenti.

DEMONSTRATIE. Fie vy, v2,...,vp € V vectori proprii corespunzétori valorilor
proprii distincte A1, A2, ..., Ay € o(f). Vom demonstra ca sistemul de vectori proprii

{”Ul, V2, ..y 'Up}
este liniar independent prin inductie dupa p € N. Pentru p = 1 este evident ca
multimea {v;} este liniar independentd deoarece v; # 0y . S& presupunem acum ci
afirmatia este adevarata pentru p — 1 vectori proprii corespunzatori la p — 1 valori
proprii distincte ale endomorfismului f si sé demonstram afirmatia pentru sistemul
de vectori proprii

{”Ul, V2, ey ’Up}
corespunzatori valorilor proprii distincte

)\1,)\2, ...,)\p S O'(f),
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unde p > 2. Pentru aceasta fie scalarii k1, kg, ..., k, € K astfel incat
k1v1 + kave + ... 4+ kpvp = Oy,
Atunci, aplicand endomorfismul f, obtinem
fk1vi 4+ kava + ... + kpvp) = 0y < k1 Advr + k2 dova + ... + kpApup, = Oy

Putem presupune, fird a restrange generalitatea, cd avem A, # 0. Atunci, mul-
tiplicand prima relatie cu scalarul A, si scdzand-o din ultima relatie, deducem ca
avem egalitatea

kl()\l - )\p)vl + kz()\z - )\p)vz + ...+ kp—l()\p—l - )\p)’l)p_l = Oy.
Dar, din ipoteza de inductie, sistemul de vectori proprii
{’Ul, V2y ey Upfl}

este liniar independent. Prin urmare, deducem ca

Ei(Ai — Ap) = koMo —Ap) = .. = kp_1(Ap—1 — Ap) =0.
Deoarece valorile proprii A1, Az, ..., A, sunt distincte, rezulta ca
ki=ky=..=k,_1 =0,
ceea ce implica egalitatea k,v, = Oy . Deoarece v, # Oy, rezulta k, = 0, adica ceea
ce aveam de demonstrat. O

TEOREMA 3.6.3. Subspatiile proprii corespunzatoare la valori proprii distincte
ale endomorfismului f se afla in suma directa.

DEMONSTRATIE. Fie A; # A9 valori proprii distincte ale endomorfismului f.
Vom demonstra ca
V\, NV, ={0v}.
Pentru aceasta fie un vector arbitrar v € Vi, N V,. Atunci avem f(v) = Ao si
f(v) = Agv. Scézand aceste relatii, deducem cd
()\1 - )\2)11 = Oy.

Deoarece valorile proprii A\; si Ay sunt distincte, rezulta ca v = Oy, adicad ceea ce
aveam de demonstrat. O

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune dimg V' = n. Fie f € Endg (V) un
endomorfism al spatiului vectorial V. S& presupunem ca
B = {ela €2, -y en}
este o bazd a spatiului vectorial V' si si considerdm ci Mp(f) este matricea endo-

morfismului f in baza B. In acest context, putem demonstra urmitoarele rezultate
de algebra liniara.

TEOREMA 3.6.4. Orice valoare proprie X € o(f) este o radacing a ecuatiei
det [Mp(f) — M\,,] = 0.

DEMONSTRATIE. Fie A € o(f) o valoare proprie a endomorfismului f si fie
v € V\{0y } un vector propriu asociat valorii proprii A. Atunci avem
(f =A-1y)(v) = Ov.
Considerand ca
X = (21,22, ...,2n) € My n(K)
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reprezintd coordonatele vectorului nenul v # Oy in baza B, relatia anterioara poate
fi scrisd la nivel matriceal in felul urmator:

X - [Mp(f) = M) = O,

unde
0=(0,0,...,0) € M ,,(K).

Aceastd relatie matriceald reprezintd un sistem liniar omogen care admite solutii
nebanale X # Q. Prin urmare, determinantul sistemului este nul, adica avem

det [Mp(f) — M,] = 0.
O

TEOREMA 3.6.5. Polinomul P¢(\) = det [Mp(f) — Al,,] este independent de
alegerea bazei B.

DEMONSTRATIE. S&a consideram ca
/ / / /
B’ ={e}, e, ..., }

este o altd bazd a spatiului vectorial V' si cd Mpp/ este matricea de trecere de la
baza B la baza B’. Atunci avem adevarata relatia matriceals

Mp/(f) = Mgp, - Mp(f) - Mpp'.
Din aceasta relatie matriceala rezulta egalitatile

det [Mp/(f) — A\,] = det[Mgp - Mp(f)  Mpp — AI,] =
det [Mgp - (Mp(f) — A,) - Mpp/] =
= det Mg}, -det [Mp(f) — \IL,] - det Mpp =
det [Mp(f) — An] = Pr(N).

O

DEFINITIA 3.6.5. Polinomul P¢(\) se numeste polinomul caracteristic al
endomorfismului f iar ecuatia polinomiala

Pr(A) =0
se numeste ecuatia caracteristica a endomorfismului f.

OBSERVATIA 3.6.2. Din cele expuse pdna acum rezulta ca daca V' este un K-
spatiu vectorial de dimensiune finita

dimg V =n,

atunci orice valoare proprie a unui endomorfism f € Endg (V) este o radacing a
polinomului caracteristic Pr(X). Deoarece acest polinom are gradul n, deducem ca
endomorfismul f are cel mult n valori proprii distincte.
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3.7. Forma diagonald a unui endomorfism

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune dimg V' = n si fie f € Endg (V)
un endomorfism al spatiului vectorial V. Am véazut intr-o sectiune precedentd ci
endomorfismului f i se poate asocia o matrice patratici Mp(f) corespunzitoare
unei anumite baze B a spatiului vectorial V. In aceastd sectiune vom ciiuta o baza
convenabild B a spatiului vectorial V' in raport cu care matricea endomorfismului
f s& aiba o forma cat mai simpla, in sensul ca matricea si contind cAt mai multe
zerouri. O astfel de matrice simpléa este o matrice care are toate elementele nule, cu
exceptia celor de pe diagonala principald. Din acest motiv introducem urmatorul
concept.

DEeFINITIA 3.7.1. Endomorfismul f € Endg(V) se numeste diagonalizabil
dact existd o baza B = {e1,ea,...,en} a spatiului vectorial V, in raport cu care
avem

d 0 - - - 0
0 dy - - - 0

Mg(f) = J
0o 0 - - - d,

unde d; € K,V i=1,n.

In continuare, vom demonstra o serie de rezultate care conduc la conditii nece-
sare si suficiente ca un endomorfism f € Endg (V) si fie diagonalizabil.

LeEMA 3.7.1. Un endomorfism f € Endg (V) este diagonalizabil dacd gi nu-
mai daca existd in spatiul vectorial V o baza formatd numai din vectori proprii ai
endomorfismului f.

DEMONSTRATIE. Sa presupunem intai cd endomorfismul f este diagonalizabil.
Atunci existd in spatiul vectorial V' o baza

B ={ej,eq,...,en}

astfel Incat

d 0 - - - 0
0 dy - - - 0

Mgp(f) = J
0 0 - - - d,

unde d; € K,V i = 1,n. Din definitia matricii unui endomorfism intr-o anumita
baza deducem ca urmatoarele relatii sunt adevarate:

f(ei) = die;, Vi=T1,n.

Prin urmare, vectorii ey, es,...,e, sunt vectori proprii ai endomorfismului f iar
scalarii di, do, ..., d, sunt valorile proprii corespunzatoare, nu neaparat distincte.
Reciproc, sa presupunem ca exista in spatiul vectorial V' o baza

B = {v1,v2,...,Un}
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formatd numai din vectori proprii ai endomorfismului f. Atunci urmatoarele relatii
sunt adevarate:

f(”UZ) = )\ivi, Vi= 1,_71,

unde scalarii Aq, Ao, ..., A, sunt valorile proprii asociate endomorfismului f, nu
neaparat distincte. In consecinta, avem

M O - - -0
0 X - - - 0
Mp()=| . .. |
0 0 - - - A\
adicd endomorfismul f este diagonalizabil. O

Sa consideram A\ € o(f) o valoare proprie a endomorfismului f € Endg (V) si
B ={e1,e2,...,en}
o bazi a spatiului vectorial V, unde
dimg V =n.
Evident, valoarea proprie \g este o radacinad a polinomului caracteristic
Py(X) = det [Mp(f) — Ay

Sa presupunem ca mg € N este multiplicitatea algebrica a valorii proprii Ag privita
ca radacind a polinomului caracteristic. Mai mult, sa presupunem cé dimensiunea
subspatiului propriu V), este

dimg Vi, =po < n.
In acest context, putem enunta urmatorul rezultat:
LEMA 3.7.2. Urmdatoarea inegalitate este adevarata: py < my.

DEMONSTRATIE. Dacd pg = n, atunci Vi, = V §i f = A¢ - 1ly. Rezulta ca
polinomul caracteristic al endomorfismului f este

Pr(A) = (Ao —A)".
Prin urmare, multiplicitatea algebrica a valorii proprii Ag este mg = n = py.
S& presupunem acum ci py < n gi sd consideram ca sistemul de vectori
{vi,v2, ..., vp }

este o bazd a subspatiului propriu Vj,. Completdm cu vectori aceastd baza pana la
o bazi

B = {U17U27 -0y Upgy Upg+15 "'7vn}

a spatiului vectorial V. Deoarece primii pg vectori sunt vectori proprii corespunzatori
valorii proprii \g, deducem ca avem urmatoarele relatii:

f(v’t) = )\Oviv Vi= 17p07
floi) =320 aiju, Yi=po+1,m,
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unde a;; € K, Vi =py+ 1,n,V j = 1,n. Prin urmare, matricea endomorfismului
f in baza B este

Ao 0 0 0 0
0 N O 0 0
0 Ao 0
Mp (f) = QA1po+1 : © 0 Gpopo+1 0 Onpy+l
A1po+2 : © 0 OGpepe+2  © 0 Gnpo+2
a‘ln . . . ap()’n, . . . ann

Rezulta ca polinomul caracteristic are forma
Pr(A) = (Ao = A)P - D(}),

unde D()) este un determinant de ordin n — pg. Pe de altd parte, deoarece multi-
plicitatea algebrica a valorii proprii A\g este mg, deducem c& polinomul caracteristic
are forma

Pr(A) = (Ao = N)™ - Q(A),
unde Q(\g) # 0. Din definitia multiplicitatii algebrice a rddécini Ag rezultd ci
Po < myp.

O

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune dimg V = n si fie f € Endg (V)
un endomorfism al spatiului vectorial V.

TEOREMA 3.7.1. Endomorfismul f este diagonalizabil daca si numai daca sunt
adevarate afirmatiile:

(1) Toate radacinile polinomului caracteristic Pr(X) se afld in corpul K;
(2) Dimensiunea fiecarui subspatiu propriu asociat unei valori proprii este
egala cu multiplicitatea algebrica a valorii proprii care i corespunde.

DEMONSTRATIE. Fie A, Az, ..., Ay € K, unde p < n, toate valorile proprii dis-
tincte ale endomorfismului f si fie mq, ma, ..., m, € N multiplicitatile lor algebrice ca
radacini ale polinomului caracteristic Pg(\). In acest context, rezultd ci polinomul
caracteristic Pr(\) are forma

Pr(Y) = (A= A)™ (A = A2) ™. (A = A,) ™ Q)
unde
P
m; <n
j=1
deoarece polinomul caracteristic P(\) are gradul n.

Este evident c& conditia ca polinomul caracteristic P¢(\) sa aibd toate rddécinile
in corpul K este ca polinomul Q()) si fie un polinom constant. Aceastd conditie
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este insa echivalentd cu conditia

14
E mj =n.
j=1

S& presupunem acum c& endomorfismul f este diagonalizabil. Atunci exista in
spatiul vectorial V' o baza

B ={ey,ea,...,en}

formatd numai din vectori proprii. Pentru orice j € {1,2,...,p} sd notdm cu s,
numarul de vectori din baza B care apartin subspatiului propriu V. Sa pre-
supunem ca dimensiunea subspatiului propriu V), este

p; = dimK V)\j .
Deoarece multimea B este liniar independentd, rezultd ca avem inegalitatile

Deoarece Aq, Az, ..., Ap sunt toate valorile proprii distincte ale endomorfismului f,
deducem ca avem egalitatea

p
E Sj =n.
=1

Mai mult, conform lemei precedente, urmatoarele inegalitati sunt adevarate:
s; <pj <mj, ¥V j=1,p.

Deoarece

deducem ca

p
j=1

Reciproc, sa presupunem ca urmatoarele egalitati sunt adevarate:
p
p; = my, \V,] = 17p7 51 E m; =n.
j=1

Sa consideram multimea ordonata
! ! ! /
B = {617627"'7671}7

unde primii m; vectori reprezintd o baza in subspatiul propriu V,, urmétorii ms
vectori reprezinta o baza in subspatiul propriu V), si asa mai departe. Din pro-
prietatile subspatiilor proprii corespunzatoare la valori proprii distincte deducem
cd multimea B’ este o bazd in spatiul vectorial V. Deoarece multimea B’ este o
baza formatd numai din vectori proprii, rezultd cid endomorfismul f este diagona-
lizabil. Mai mult, matricea endomorfismului f in baza B; este matricea care are
pe diagonala principala valorile proprii A1, Az, ..., Ap, scrise de atatea ori cat arata
multiplicittile lor algebrice mi,mo,...,m,, iar in afara diagonalei principale are
numai zerouri. O
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Din demonstratia acestei teoreme iese in evidenta urmatorul algoritm de dia-
gonalizare al unui endomorfism pe un spatiu vectorial finit dimensional.

Algoritm de diagonalizare a unui endomorfism

(1) Se fixeazd o bazd B a spatiului vectorial finit dimensional V' si se scrie
matricea Mp(f) a endomorfismului f in baza B.

2) Se determina toate valorile proprii A;, unde j = 1, p, rezolvand ecuatia
J
caracteristica

P(\) = det [Mp(f) — \,,] = 0.

(3) Se verificd dac# toate valorile proprii Aj, unde j = 1, p, apartin cAmpului
de scalari K. In caz contrar, se opreste algoritmul si se afirmi c& endo-
morfismul f nu este diagonalizabil.

(4) Pentru fiecare valoare proprie \; se scrie multiplicitatea algebrica core-
spunzatoare m;.

(5) Pentru fiecare valoare proprie A; se determin& subspatiul propriu core-
spunzator Vj;.

(6) Fiecarui subspatiu propriu Vy, i se calculeaza dimensiunea p; = dimg Vj,.
(7) Se verificd dacd este adeviratd egalitatea
pj = m;.

In caz contrar, se opreste algoritmul si se afirm# c& endomorfismul f nu
este diagonalizabil.

(8) In fiecare subspatiu propriu Vi, se scrie cate o baza B;.

(9) In spatiul vectorial V se scrie baza

p
H:U@
j=1

in care se obtine forma diagonald a endomorfismului f.

(10) Se scrie forma diagonald Mp/ (f) a endomorfismului f, punandu-se pe
diagonald valorile proprii ale matricii Mp(f), fiecare valoare proprie fiind
scrisd de atatea ori cat arata multiplicitatea sa algebrica.

(11) Se verifica relatia matriceald
Mp/(f) = Mpp: - Mp(f) - Mpp.
EXEMPLUL 3.7.1. Fie endomorfismul f : R® — R3, definit prin
f(z,y,2) = (4 + 6y, —3x — by, —3x — 6y + 2).

Sa studiem dacd endomorfismul f este diagonalizabil si, in caz afirmativ, sa deter-
mindam baza in care se obtine matricea diagonald a acestui endomorfism. Pentru
aceasta sa fixam

B = {61 = (17070)762 = (07170)763 = (0707 1)}
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baza canonicd a spatiului vectorial gR3. Evident, matricea endomorfismului f in
baza canonica B este

4 6 0
Ms(f)=| -3 =5 0
-3 -6 1
Polinomul caracteristic asociat endomorfismului f este
4—A 6 0
Pr(\) =det[Mp(f) —A3]=| -3 —5-X2 0 |=-(A+2)(A-1>2%
-3 —6 1—A

Radacinile acestui polinom sunt valorile proprii ale endomorfismului f. Prin
urmare, valorile proprii ale endomorfismului f sunt

A= -2,

de multiplicitate algebrica
my = 1,

St
Ao =1,

de multiplicitate algebrica
mo = 2.

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii Ay = —2 este
6 6 0 0
Vi, = {(z,9,2) €R? -3 -3 0 y |=(0 =
-3 -6 3 z 0
{(x,y,z) €R? | 6z + 6y =0, —3x—6y+32':0} =

= {(-v,9,9) |yeR}.
Dimensiunea subspatiului propriv Vy, este

p1 =dimg V), =1=m;.
Baza canonica a subspatiului propriu Vy, este
By ={(-1,1,1)}.

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii Ao = 1 este

3 6 0 x 0
Vv, = (z,y,2) € R? -3 —6 0 y 0 =
-3 =6 0 2 0

{(z,y,2) eER® |3z +6y=0}=
= {(-2y,9,2) |y, 2 €R}.
Dimensiunea subspatiului propriv Vy, este
po = dimg Vy, =2 = ma.
Baza canonicd a subspatiului propriu Vy, este
By ={(-2,1,0),(0,0,1)}.
Baza in care se obtine forma diagonald a endomorfismului f este

BI = {ell = (717 17 1)7612 = (727 1,0),6% = (0707 1)}
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Forma diagonala a endomorfismului f este

-2 0 0
Mg(f)=[ 0 1 0
0 01

Se verifici usor ca urmdatoarea relatie matriceald este adevarata:
Mp/(f) = Mgp - Mp(f) - Mpp,

unde
-1 -2 0
Mpp = 1 1 0
1 0 1
EXEMPLUL 3.7.2. Fie endomorfismul f € Endr(R®) a cdrui matrice in baza
canonica este

4 0 0
A=1 0 0 1
0 -1 2

Sa studiem daca matricea A este diagonalizabila. Pentru aceasta sda observam cd
polinomul caracteristic al acester matrici este

4-X 0 0
PiN) =det[A-AIz]=| 0 —Xx 1 |=(A-)NM\-1=2~
0 -1 2-2)

Prin urmare, valorile proprii ale acestei matrici sunt

A =4,
de multiplicitate algebrica

mp =1,
§t

Ay =1,
de multiplicitate algebrica

mo = 2.

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii Ay = 4 este

0 0 0 T 0
W = (x,y,2) € R3 0 -4 1 y | =10 =
0o -1 -2 z 0

= {(z,4,2) ER® | —dy+2=0, —y—2:=0} =
= {(,0,0) | z € R}.

Dimensiunea subspatiului propriu Vy, este
d1 = dlmR V>\1 =1= mi.
Baza canonicd a subspativlui propriu Vy, este

By ={(1,0,0)}.
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Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii Ao = 1 este

3 0 0 €T 0
W = (x,y,2) € R3 0 -1 1 y |=10 =
0 -1 1 z 0

{(@y,2) €R® |2 =0, —y+2=0}=
= {(0,y,9) | y € R}.
Dimensiunea subspatiului propriv Vy, este
de = dimg V), = 1.

Deoarece dimensiunea da = 1 a subspatiului propriu Vy, este diferitd de mul-
tiplicitatea algebrica mo = 2 a walorii proprii As, rezultd ca matricea A nu este
diagonalizabila.

3.8. Diagonalizarea endomorfismelor simetrice
Fie (V, <, >) un spatiu euclidian real de dimensiune finita
dimg V = n.
DEFINITIA 3.8.1. Un endomorfism f € Endgr(V) care verifici proprietatea
<, flw) >=< f(v),w >, Vo,weV,
se numegte endomorfism simetric al spativlui euclidian real (V, <,>).

TEOREMA 3.8.1. Orice endomorfism simetric f € Endgr(V) al spatiului eucli-
dian real (V,<,>) este diagonalizabil.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra afirmatia din teoremé prin inductie dupa
n = dimg V.

Pentru inceput si presupunem ci f € Endg(V), unde dimg V = 1, este un
endomorfism simetric. Deoarece avem dimg V' = 1, rezultd cd exista un vector
nenul vy # Oy astfel incat multimea {vg} s& fie bazi in spatiul vectorial real V. Din
relatia f(vg) € V, deducem c& existd un unic scalar A € R astfel incat

f(vo) = Avo.

Cu alte cuvinte, vectorul vy este vector propriu al endomorfismului simetric f. In
concluzie, endomorfismul simetric f este diagonalizabil.

S& presupunem acum ca afirmatia din teoreméa este adevaratd pentru orice
spatiu euclidian real de dimensiune mai mica sau egala decat n—1 si sa demonstram
afirmatia pentru un spatiu euclidian real de dimensiune n. Fie f € Endg(V) un
endomorfism simetric al spatiului euclidian real (V, <, >), unde

dimp V = n.

S& consideram vy # Oy un vector nenul al spatiului euclidian real (V,<,>) si si

luam scalarul

_ < f(vl)a v >

- < v1,V1 >
Vom demonstra in continuare, prin reducere la absurd, ca existd un vector

nenul v # 0y cu proprietatea

A1 cR.

flw) = A\w.



68 3. APLICATII LINIARE

S& presupunem cd aceastd afirmatie nu este adevaratd. Deducem atunci ca
avem

f(v) # Ao, Vo e V\{0v}.
Prin urmare avem
< f(v),v># A <v,v>, Ve V\{0y}
In particular, pentru vectorul v; # Oy, obtinem contradictia
< f(vl),vl >7é A< V1,01 >=< f(vl),vl > .
In consecints, existd un vector nenul v # Oy cu proprietatea
flw) = A\w.

S& considerdm acum c& subspatiul vectorial W = L{v} este acoperirea liniard
a vectorului nenul v # Oy . Evident, multimea {v} este o bazd a subspatiului W,
deci avem

dimR W =1.
S# considersim cd W+ este complementul ortogonal al subspatiului W. Din relatia
dimg V = dimg W + dimg W+
deducem ca avem
dimg Wt =n— 1.

Vom demonstra in continuare c& f(W=+) C W+. Pentru aceasta si consideram
un vector arbitrar w € W+. Deoarece endomorfismul f este simetric, deducem ci
avem

< flw),v >=<w, f(v) >=<w, \jv >= X\ <w,v >=0.
Cu alte cuvinte, avem f(w) € W+, adic# ceea ce aveam de demonstrat.
In consecinta, din ipoteza de inductie, endomorfismul simetric

flwe Wt - wt,

unde dimg W+ = n — 1, este diagonalizabil.
Sa consideram ca multimea de vectori proprii

{ug, ugy ooy un } C wt
reprezintd baza in care se obtine forma diagonald a endomorfismului f|y 1. Atunci,
deoarece avem
V=WaoWwH,
rezultd ca multimea de vectori
{v,uz,us, ..., un} CV
reprezintd baza in care se obtine forma diagonald a endomorfismului simetric
f:vVv—-V
O
DEFINITIA 3.8.2. O matrice patratica A € M, (R) care verifica proprietatea
A=TA4A

se numeste matrice simetrica.
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OBSERVATIA 3.8.1. O matrice simetrica A = (a;;)
proprietatea

€ M, (R) wverifica

ij=Ln

A5 = Gy, A Z,] = 1,7’L.
Cu alte cuvinte, elementele unei matrici simetrice sunt simetrice fata de diagonala
principald.

S& presupunem acum ci f € Endgr(V) este un endomorfism simetric gi ci
multimea

B = {ela €2, -y e’n}
este o bazd ortonormatd a spatiului euclidian real (V) <, >). S& considerdm c&

Mg (f) = (¢ij); j=1m € Mn(R)

este matricea endomorfismului simetric f in baza ortonormati B. In acest context,
putem demonstra urmatorul rezultat.

TEOREMA 3.8.2. Matricea Mp(f) este o matrice simetricd.
DEMONSTRATIE. Trebuie sa demonstram ca proprietatea
Cij = Cji, A i,j = 1,n,

este adevaratd. Tindnd cont cd endomorfismul f este simetric, rezultd cd urma-
toarele relatii sunt adevarate:

< flei),ej >=< e, f(e;) >, Vi,j=1,n.

Din definitia matricii unui endomorfism intr-o anumitd baz& deducem cd avem
relatiile

n n
E Critk,€; ) = { €, E cyer ), Vi, j=1,n.
k=1 =1

Folosind proprietatile produsului scalar gi faptul ca baza B este ortonormata, gasim

relatiile:
n n
chiékj = chjéil, A i,j = 1,71,
k=1 1=1
unde
5 1, r=s
e 0, r # s.
Cu alte cuvinte, am obtinut ceea ce aveam de demonstrat. O

COROLARUL 3.8.1. Orice matrice simetrica A € M, (R) este diagonalizabila.

DEMONSTRATIE. Evident, orice matrice simetricd A € M, (R) poate fi privitd
ca matricea unui endomorfism simetric f € Endg(R"™) intr-o bazi ortonormats a
spatiului euclidian real (R™, <, >). Prin urmare, deoarece orice endomorfism sime-
tric este diagonalizabil, deducem ceea ce aveam de demonstrat. O

EXEMPLUL 3.8.1. Sd se diagonalizeze endomorfismul simetric f € Endg(R?)
a carui matrice in baza canonica este matricea simetrica
01 0
A= 1 1 1
01 0
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Polinomul caracteristic al acestei matrici simetrice este

-2 1 0
PaN) =det[A—AL]=| 1 1-X 1 [==- A+1)(A-2).
0 1 -

Prin urmare, valorile proprii ale acestei matrici simetrice sunt

A =0,
de multiplicitate algebrica

mp =1,
§t

Ao = —1,
de multiplicitate algebrica

ma =1,
§t

A3 =2,
de multiplicitate algebrica

mo = 1.

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii Ay = 0 este

0 1 0 x 0
Vi, = {(z,y,2) R 111 y | =10 =
010 z 0
{(x,y,z) eR3|y=0, a:—i—y—l—z:O} =
= {(SE,O,*I’) | S R}
Dimensiunea subspatiului propriu Vy, este
d1 = dlmR V>\1 =1= mi.
Baza canonicd a subspatiului propriu Vy, este
By ={(1,0,-1)}.
Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii Ao = —1 este
1 10 x 0
Vy, = R (z,y,2) €R3 1 21 y | =10
01 1 z 0

{(x,y,z)eRS |lz+y=0, z2+2y+2=0, y—i—z:O}:
= {(1’,*56,1’) | ZZ'GR}

Dimensiunea subspatiului propriu Vy, este
d2 = dimR VA2 =1= ma.
Baza canonica a subspatiului propriu Vy, este

By ={(1,-1,1)}.
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Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A3 = 2 este

-2 1 0 T 0

W = (z,y,2) € R3 1 -1 1 y | =10 =
0 1 -2 z 0

0} =

{(x,y,z) ERY| —224+y=0,2—y+2=0, y—2z=
= {(2,22,2) | z € R}.
Dimensiunea subspatiului propriv Vy, este
dz =dimp V, =1 = ms.
Baza canonicd a subspatiului propriu Vy, este
By ={(1,2,1)}.
Baza in care se obtine forma diagonald a matricii simetrice A este
B ={e] = (1,0,-1),¢e5 = (1,—1,1),e5 = (1,2,1)}.

Forma diagonala a matricii simetrice A este

0 0 0
D=0 -1 0
0 0 2

Se verifica usor ca urmatoarea relatie matriceald este adevarata:
—1
D=Mgp -A-Mpp,

unde
1 1 1
Mgpp = 0o -1 2






CAPITOLUL 4

FORME PATRATICE

In studiul maximelor si minimelor functiilor de mai multe variabile, un rol
extrem de important este jucat de signatura formelor patratice. Acestea pot fi
introduse cu ajutorul aplicatiilor biliniare gi simetrice care generalizeazd natural
produsele scalare.

4.1. Aplicatii biliniare si simetrice. Forme patratice
Fie V un K-spatiu vectorial.

DEFINITIA 4.1.1. O aplicatie A:V xV — K care are proprietatile

(1) A(v,w) = A(w,v), Y v,w €V,
(2) Alaw + pw,w') = aA(v,w') + BA(w,w"),V a, p € K, ¥ v,w,w’ €V,
se numegste aplicatie biliniard gt simetricda pe spatiul vectorial V.
EXEMPLUL 4.1.1. Orice produs scalar
<,>:VxV-oR
pe un spatiu vectorial real gV este o aplicatie biliniard si simetrica.
S& presupunem ca V este un K-spatiu vectorial de dimensiune finita
dimgV =n
si sa consideram ca multimea
B ={ej,eq,...,en}

este o baza a spatiului vectorial V. Fie v,w € V doi vectori arbitrari care se
descompun in baza B dupd cum urmeaza:

n n
v = E Tie; sl w = E Y€,
i=1 j=1

unde z;,y; € K,V i =1,n. In acest context, dacd A:V x V — K este o aplicatie
biliniara si simetricd, atunci avem relatia:

Av,w) = A inei,Zyjej = ZinyjA(ei,ej).
i=1 j=1

i=1 j=1

Aceasta relatie arata ca aplicatia biliniara si simetrica A este unic definita de valorile
sale pe produsul cartezian B x B. Din acest motiv, introducem urmatoarea notiune:

73
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DEFINITIA 4.1.2. Matricea simetrica A = (a;;) € M, (K), unde

i,j=I,n
Aijj = A(eivej)a Vi,j= 1n,
se numegte matricea in baza B a aplicatiei biliniare st simetrice
A:VxV - K.
Folosind aceasta definitie deducem c& expresia analiticd a aplicatiei biliniare si

simetrice
A VxV - K

este

A(v,w) = Z Z @i TiYj-

i=1j=1
Mai mult, utilizdnd notatiile
4l Y1
Z2 Y2
X = dgy=1| " |,
Tn Yn

obtinem relatia matriceala
Aw,w)= TX-A-Y.
S& presupunem acum cd multimea
B' ={¢c|, €, ....e,}

este o alta baza a spatiului vectorial 'V si cd vectorii arbitrari v si w se descompun
in baza B’ dupd cum urmeazi:

n n
I
i=1 j=1
unde 2}, y} € K,V i = 1,n. In acest context, daci A’ = (i) j=tm € Mn(K), unde
aj; = Ale;, e), Vi, j=1,n,
este matricea in baza B’ a aplicatiei biliniare si simetrice
A: VXV - K,
atunci urméatoarea relatie matriceala este adevarata:
A, w)= TX' - A .Y,
unde
1 i
!
Lo Y2

X'=| |siy=
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TEOREMA 4.1.1. Urmdatoarea relatie de legaturd intre matricile A i A’ este
adevarata:
A'= TMpp - A Mpp,
unde matricea Mpgp: este matricea de trecere de la baza B la baza B'.
DEMONSTRATIE. Utilizand formulele matriceale de schimbare a coordonatelor
X=Mpp -X'siY =Mpp -Y’,
deducem ca avem
Aw,w)y= "X A Y ="TX" ["Mpp -A-Mpp]-Y'
Pe de alta parte, stim insa ca avem
A(w,w)= TX' - A .Y,
Din cele doua relatii rezulta ceea ce aveam de demonstrat. O

DEFINITIA 4.1.3. O aplicatie Q : V — K pentru care existd o aplicatie biliniara
st stmetrica
A: VXV - K
cu proprietatea
Qz) = Az, z), Ve eV,
se numegte formda patratica atasatda aplicatiei biliniare si simetrice A.
OBSERVATIA 4.1.1. Daca Q : V — K este o forma patraticd datd atasatd
aplicatiei biliniare si simetrice
A: VXV - K,
atunci aplicatia biliniara si simetrica A este determinata din forma patratica Q
prin intermediul urmdatoarei formule:

1
Aw,y) = 51Q( +19) — Q) — Q)] Y ay € V.
Fie Q : V — K o form3 patratica atagata aplicatiei biliniare si simetrice

A:VxV - K.
Dacd vectorul arbitrar x € V se descompune in baza
B ={e1,ea,...,en}

n
= E Tie;,
=1

unde z; € K, Vi = 1,n, atunci forma péatraticd @ are expresia analitic

Q(z) = Z Z Qi TiT5,

i=1 j=1

ca

unde matricea

A= (aij)i,j:L_n € Mn(K)
este matricea in baza B a aplicatiei biliniare si simetrice A. Mai mult, urmatoarea
relatie matriceala este adevarata:

Q)= TX-A-X,
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unde
x1
Z2

Tn

DEFINITIA 4.1.4. Matricea simetrica A se numeste matricea tn baza B a
formei patratice Q).

DEFINITIA 4.1.5. O forma patratica exprimata analitic prin
n n
Qz) = Z Z @i Ti T
i=1 j=1

este in forma canonicd daca

aij = Xjbij, Vi,j =1,n,
unde \j € K,V j =1,n, i
_J L=y
% = { 0, i #].
OBSERVATIA 4.1.2. Expresia analitici a unei forme patratice aflate in forma
canonica este

unde \j € K,V j =1,n.

4.2. Reducerea formelor patratice la forma canonica

In aceastd sectiune vom studia trei posibilitati de reducere la forma canonicé a
formelor patratice: metoda lui Gauss, metoda lui Jacobi si metoda valorilor proprii.
Pentru aceasta sa presupunem ca V' este un R-spatiu vectorial.

TEOREMA 4.2.1 (Metoda lui Gauss). Dacid @ : V — R este o forma patratica
a carei expresie analiticd in baza

B= {ela €2, -y e’n}
este
n n
Q) =Y ajwuj,
i=1 j=1
unde a;; € R, V 4,5 = 1,n, atunct exista o baza in spatiul vectorial real V in raport
cu care forma patratica @ sa aibd forma canonica.

DEMONSTRATIE. Vom descrie in continuare un algoritm inductiv care reduce
problema studiata la o form& patraticd pe un spatiu vectorial real de dimensiune
mai mica decat

n = dimg V.

Cazul 1. Si presupunem ci existd un indice 7 € {1,2,...,n} cu proprietatea

ca ay; # 0. Efectuand eventual o renumerotare a coordonatelor x1, o, ...,z, € R,
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putem presupune fara a restrange generalitatea ca ¢ = 1, adica ay; # 0. In acest
context, forma péatraticd @ poate fi rescrisd sub forma

n n n
2
Q(z) = annx] +2 Z a1 + Z Z a;jT;T;.
=2 i=2 j=2

Scotand factor comun fortat pe 1/a1; din primii doi termeni i adunand si sc&zand
termeni pana la un pétrat perfect, putem rescrie forma péatraticd @ sub forma

1 n n
Qz) = a—u(allxl + a12T2 + oo + a1pxn)? + Z Za;jxixj,
i—2 j=2

unde agj € R, Vi,j =2 n. Facand acum schimbarea de coordonate

!
T3 a11 aiz @13 -+ QAin T
@ 0 1 o - - 0 9
- )
!
z, 0 0 o - - 1 T,

deducem ci, la nivel de coordonate x}, 75, ..., ), € R, forma pétratici Q are expresia
1 n n
AN 7\2 ! !0
Q(z') = a1 (z1)° + E E QT T 5
i=2 j=2

Schimbarea de coordonate de mai sus este corespunzéitoare unei noi baze

/! /! !/ /! !

B' ={el,e5 =ea,ef =e3,....e;, = e}

a carel matrice de schimbare este

ay; a2 Qi3 - - QAip
0 1 o - - 0
Mpp =
0 0 0 1

Evident, forma patratica

n n
I A
Q'(z') = E E ATy
i=2 j=2
este o forma patratica definitd pe un spatiu vectorial real de dimensiune n — 1.
Mai mult, baza in care forma péatratica () are expresia analiticid de mai sus este
determinatd de vectorii €5, €5, ..., e},.

In acest context, dacd existd un indice k € {2,3,...,n} cu proprietatea c&
aj,, # 0, atunci aplicAim dir} nou acelagi procedeu al formarii de patrate perfecte
pentru forma patraticd @'. In caz contrar, trecem la Cazul 2.

Cazul 2. Si presupunem cé a;; = 0,V i = 1, n. Deoarece forma patratici () nu
este identic nuld, deducem ca existd a;; # 0, unde i # j. Facand acum schimbarea
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de coordonate
T = T) + 1)

I.
J

Ty :x;w Vk?éZ,],

gasim c& expresia formei patratice ) devine

[
T; =T, —T

n n

QW) =30 allalal,
r=1s=1
unde af; # 0 deoarece avem
”2

wiwy = (¢7)? — (2]

Matricea de schimbare a bazei corespunzatoare acestei schimbari de coordonate este

10 - -0 - - 0 - - -0
o1 .--0.-- 0 - - -0
00 1 1 0

Mppr=| ﬁ I N
0 0 1 -1 0
oo .- -0.- - 0 - - -1

unde B’ este baza corespunzétoare sistemului de coordonate x, 5, ..., z},. Deoarece
dupa aceastd schimbare de coordonate apare un termen la patrat in expresia formei
patratice O, inseamn4 c& putem aplica acum procedeul de la Cazul 1 pentru ultima
expresie analitica a formei patratice Q.

In final, continuand procedeele combinate de la Cazurile 1 si 2, dupi cel
mult n — 1 pasi, gdsim o baza in raport cu care forma patraticd @ sa aibd forma
canonica. O

OBSERVATIA 4.2.1. Metoda lui Gauss de reducere la forma canonicd a formelor
patratice este o metodad elementarda de formari de patrate perfecte. Aceastd metoda
actioneazd la nivel de coordonate fara a se obtine direct baza corespunzatoare formei
canonice.

ExXEMPLUL 4.2.1. Folosind metoda lui Gauss, sa se reducd la forma canonica
forma patratica Q : R? — R, definitd in baza canonicd a spatiului vectorial real gIR3
prin

Q(x) = 2z119 + 21123,

unde v = (x1,72,73) € R3, fara a se preciza baza in care se obtine aceastd forma
canonica.

Deoarece avem a;; =0,V 1 =1,2,3, (i. e. nu avem nici un termen la patrat
in expresia formei patratice Q) pornim procedeul cu o schimbare de coordonate ca
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in Cazul 2. Astfel, facind schimbarea de coordonate
1 =) + xh
xo = x) —
x3 = Tf,
obtinem
Q) = 2(a))? — 2(xh)? + 2 + 22hah.

In continuare, deoarece existd termeni la patrat in expresia formei patratice Q,
putem aplica procedeul din Cazul 1. Cu alte cuvinte, putem forma in expresia
formei patratice QQ patrate perfecte prin adunarea §i scaderea unor termeni conve-
nabili. Obtinem astfel

1 1
QW) = 2t +a)? — ()~ 2ah)? + 2elal =
1 1
= 5(2:1:’1 + :17’3)2 — §(x§ — 2x’2)2.

Facand acum schimbarea de coordonate
x| =22 + af

" /
Ty = Ty — 225

x4 = xf,
gasim forma canonica
Q") = 5 () - S(ah)”
TEOREMA 4.2.2 (Metoda lui Jacobi). Fie @ :V — R o forma patratica si
A = (aij); jtn € Mn(R)

matricea simetrica a formei patratice intr-o baza fixatd
B ={ey,ea,...,en}
a spatiului vectorial real V. Dacd determinantii

a1l aiz2 a13
s Ag = | a12 Q22 Q23 |,..., An =det A
ai3 Q23 as3

a1l a2

Ay =an, Ay =
’ a1z a

sunt diferiti de zero, atunci existd o baza
B/ = {f17f27"'7fn}
astfel incdt expresia analiticd a formei patratice Q in baza B’ sa fie

1 A A Ay
Q') = 3-(@1)* + A () et R (@),

unde x|, 4, ..., x}, sunt coordonatele corespunzitoare bazei B’.

(z5)* +

DEMONSTRATIE. S& consideram A aplicatia biliniara i simetricd din care pro-
vine forma péatratica @ si sd cdutdm baza

B ={f1, f2, -, fn}
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de forma

fl = (11€1,

fa = ci2e1 + cazea,

fn = Cin€1 + Conea + ... + Cpnén,

unde ¢;; € R, V1 < i < j < n. S& presupunem céi vectorii bazei B’ verifica
proprietatile

A(ei,fj):O, Vi<i<j<mn,
si
A(eivfi) :17 VZ:L_TL

Vom demonstra in continuare ci baza B’ este baza ciutatd in teorem&. Pentru
aceasta vom ardta ci matricea formei pétratice @ in baza B’ este matricea diagonald,

1/A, 0 0 S 0

0 Ai/A, 0 S 0

0 0 Ay/As - - - 0
A’: . . . [ .

0 0 0 o A /A,

Prin definitie, matricea A’ a formei patratice Q in baza B’ este descrisa de ele-
mentele

agj = A(f'ufj) =A (chiek‘7fj> = chiA(ek7fj)7 v Z?] = 1,7’L.
k=1

k=1
Daca 1 <i < 7 < n, atunci avem agj = 0 deoarece
Aler, fj) =0, V1<k<j<n.
Din simetria aplicatiei biliniare gi simetrice A deducem ca
a;; =0, V1<j<i<n.

Dacd i € {1,2,...,n} este un indice fixat, atunci avem

i
aj; = chiA(ek'7 fi) = cii.
k=1
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Dar constantele cg;, V 1 < k < 4, verificd sistemul liniar
Aler, fi) = criair + caia12 + ... + ¢iia1; =0
Alea, fi) = criao1 + c2ia22 + ... + Ciiag; = 0

Alei—1, fi) = criti—11 + c2ai—12 + ... + ciiai—1,; =0
Alei, fi) = criain + caiai + ... + ciiaq; = 1.
Determinantul sistemului este A; # 0 si deci, utilizand regula lui Cramer, obtinem

a/ c Ai—l
I
A;

0

OBSERVATIA 4.2.2. Metoda lui Jacobi de reducere la forma canonica a formelor
patratice este extrem de utila cdnd ne trebuie rapid o forma canonici a unei forme
patratice (de exemplu in aprecierea naturii punctelor de extrem ale unei functii reale
de mai mult variabile) fird a fi interesati gi de baza in care se obtine aceasta forma
canonica.

EXEMPLUL 4.2.2. Folosind metoda lui Jacobi, sa se reducd la forma canonica
forma patraticd Q : R? — R, definitd in baza canonicd a spatiului vectorial real rgR3
prin

Qx) = 5x% + 6x§ + 456% —dxi29 — 4123,
unde v = (x1,72,73) € R3, fard a se preciza baza in care se obtine aceastd formda
canonica.

Matricea formei patratice Q in baza canonici a spativlui vectorial gR® este

5 -2 =2
A= -2 6 0
-2 0 4
Deoarece determinantii
5 _9 5 -2 =2
A15,A2'_2 6 '26,A3 -2 6 0 |=80
-2 0 4

sunt nenuli, rezultd cd existd niste coordonate xy,xh, x5 in raport cu care forma

patratica @ sa aitbd forma canonicd

5 13
/\2 /1\2

= (x)" + —(z3)".

TEOREMA 4.2.3 (Metoda valorilor proprii). Fie (V,<,>) un spatiu euclidian
real i fie Q : V — R o forma patratica a spatiului vectorial real V. Sa presupunem
ca

A= (aij) € MH(R)

este matricea simetrica a formei patratice Q) intr-o bazd ortonormatd fixatd

B ={e1,e2,...,en}.

i.j=1,n
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Atunci exista o bazda ortonormata

BI == {fl7f27 "'7fn}7

formatd numai din vectori proprii ai matricii simetrice A, astfel incdt expresia
analitica a formei patratice Q in baza B’ sa fie

Q) = Y- Mlal)®

unde A1, Ag, ..., \p € R sunt valorile proprii ale matricii simetrice A, fiecare va-
loare proprie fiind scrisa de atdtea ori cdt este multiplicitatea sa algebricd, iar
xh, xh, ..., xl, sunt coordonatele corespunzitoare bazei B'.

DEMONSTRATIE. Deoarece matricea A a formei patratice () este o matrice si-
metricd, rezulta ca ea este diagonalizabild. S& consideram atunci baza ortonormata

B' = {f1, f2yr fu}s

formatd numai din vectori proprii ai matricii simetrice A, care determind forma
diagonala

AN O - - -0

0 X - - - 0

D . e
o o0 - - - A

a matricii simetrice A, unde A1, Ag,..., A, € R sunt valorile proprii ale matricii
simetrice A. Deoarece bazele B si B’ sunt baze ortonormate, rezultd ci avem relatia
matriceala

TC — Cv—l7
unde C' = Mp g este matricea de trecere de la baza ortonormatd B’ la baza orto-
normat# B. In concluzie, vom avea relatiile matriceale

D=cCct'.A.c=Tc-A.-C.

Aceasta inseamna ca matricea diagonald D este matricea formei patratice @) in baza
ortonormatd B’, adicd ceea ce aveam de demonstrat. O

OBSERVATIA 4.2.3. Metoda valorilor proprii de reducere a formelor patratice la
forma canonica este o metoda eficace, ea dind destul de comod gi o forma canonicd
a formei patratice §i o baza ortonormata in care se obline aceastd forma canonica.
Aceasta metoda se folosegte in geometria analitica pentru a reduce la forma canonica
conicele i cuadricele date prin ecuatia generala.

ExXEMPLUL 4.2.3. Folosind metoda valorilor proprii, sa se reduca la forma
canonict forma patraticd @ : R® — R, definitd in baza canonicd a spativlui eu-
clidian real (R3,<,>) prin

Qx) = :c% + 756% + :c§ — 8x119 — 162123 — 8T213,

unde x = (x1,22,73) € R3, precizandu-se baza ortonormata in care se obtine aceasta
forma canonica. Pentru aceasta sa consideram cad

B = {61 = (17070)762 = (07170)763 = (0707 1)}
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este baza canonicd ortonormatd a spatiului euclidian real (R3,<,>). In aceastd
baza, matricea formei patratice QQ este matricea simetrica

1 -4 =8
A= 4 7 -4
-8 —4 1

Valorile proprii ale acestei matrici simetrice sunt raddacinile ecuatiei caracteristice
1-x -4 -8
4 T-X 4 | =—=A=9%*1+9) =0,
-8 -4 1-X

adicd A1 = —9, de multiplicitate algebrica m, = 1, §i Ay = 9, de multiplicitate
algebricd mo = 2.
Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ay = —9 este
10 —4 -8 x 0
Va, = < (z,y,2)€R3 —4 16 —4 y | =0 =
-8 —4 10 z 0
10z —4y — 82 =0
= {(z,9,2) €R3 —4x 4+ 16y —42=0 =

—8xr —4y+ 102 =0

= {(2y,9,2y) |y R}.

O baza ortonormata a subspatiului propriu Vy, este

Bl:{flz (57%7§>}

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ao = 9 este

-8 —4 -8 x 0
Vy, = (z,y,2) €R? —4 -2 —4 y |=1(0 =
-8 —4 -8 z 0

_ 3 —8xr —4y —8z=0 .
- {(a”y’z)eR {4x2y420 -

= {(z,—2x—2z,2) | z,z e R}.

O baza neortonormata a subspatiului propriu Vy, este
Bé = {6/2 = (17 7270)76{’, = (07 727 1)} .

Ortonormdnd aceastd bazd neortonormata a subspatiului propriu Vy, prin procedeul
de ortonormalizare Gramm-Schmidt, gasim urmdatoarea bazd ortonormati a sub-
spatiului propriu Vy, :

1 2 4 2 )
Bo=Afo= (== —2,0),fs= (= ——=, :
= {r= (-5 #5555 0s))
In concluzie, baza ortonormatd in care se obtine forma canonica a formei pa-
tratice Q) este

o )}




84 4. FORME PATRATICE

Cu alte cuvinte, facind schimbarea de coordonate

2 2/3 1/V5  —4/3V5 '
o | =] 1/3 —2/v/5 —2/3V5 x|,
T3 2/3 0 5/3v5 Ty

gasim forma canonica a formei patratice @ :

Q(a') = =9(21)* + 9(25)* + 9(x5)*.

4.3. Signatura unei forme patratice
Sa consideram ca V este un R-spatiu vectorial de dimensiune
dimgV =neN
sica
n
2
Q(‘T) = Z a;x;,
i=1
unde a; € R, Vi = 1,n, este forma canonica a unei forme patratice ) : V' — R. Fie
p € N numarul de coeficienti a1, ag, ..., a, care sunt strict pozitivi, ¢ € N numarul

de coeficienti strict negativi gi d = n — (p 4+ ¢) € N numdrul de coeficienti egali cu
Zero.

DEFINITIA 4.3.1. Tripletul de numere naturale, notat
sign(Q) = (p,¢,d) € N?,
se numegte signatura formei patratice Q).

Vom demonstra in continuare ci desi forma canonicd a unei forme patratice
nu este unicd totusi toate formele canonice ale aceleiasi forme patratice au aceeagi
signatura.

TEOREMA 4.3.1 (Legea de inertie). Signatura unei forme pdatratice Q) este
aceeasi pentru orice forma canonica a lui Q.

DEMONSTRATIE. Sa consideram doud baze
B ={ey,ea,...,en}

si
B' ={¢c|, €, ....el}

in spatiul vectorial real V' astfel incat expresia analiticd a formei patratice @ relativ
la cele doua baze s& fie una canonica:

Q) = aa? 5i Qa) = 3 al(al)?,
=1

i=1

unde a;,a; € R, Vi=1,n,

n n
_ 5. . _ VAN
T = E Tie; §ix = E T;€].
i=1 j=1

Putem presupune fard a restrange generalitatea ca

a;,a; € {—1,0,1}, Vi=1,n,
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deoarece, in caz contrar, facem o schimbare de coordonate de forma:

zf = \/|a;| - xi, Vi=1,n, sauz} =/|d}| -2}, Vi=T1,n.

Mai mult chiar, putem s& presupunem (printr-o eventuald renumerotare) cd in ex-
presia canonicd a formei patratice () relativ la baza B (resp. B’) primii p (resp. p’)
coeficienti sunt strict pozitivi, urméatorii ¢ (resp. ¢’) coeficienti sunt strict negativi
iar ultimii d (resp. d’) sunt nuli. Atunci avem

p p+q P’ '+
Qz)=> a7 = > al =) (@)*— Y (&)
i=1 i=p+1 i=1 i=p'+1

Vom demonstra acum cé p = p’ si ¢ = ¢’. Pentru aceasta si presupunem prin
absurd c& p > p’ si si considerdm subspatiile

U=L({e1,e2,...,ep}) siU = L({€p11,€p10,-r€,}).

Evident dimensiunile subspatiilor U si U’ sunt

dimpr U =psi dimp U’ =n —p'.
Deoarece avem relatia

dimp U +dimp U’ =p+n—p' >n=dimg V,
rezultd cd subspatiile U si U’ nu se afli in suma directs, adici
unu’ #{0y}.
Prin urmare, existd un vector nenul z € U N U’ de forma
T =T + Taey + o+ Tplp = Tpy 1€ F Tpyy0€pyio o FTE,
care verificd relatiile
0<ai+a5+..+a)=Q) = —(2)41)" — (a)40)* — ... — (z},)* 0.
Din aceste relatii rezulta ca
Ty =Ty = .. =Tp=Tpyy g = Tpyg=... =y, =0,

adicd z = 0. Acest lucru se afld in contradictie cu alegerea vectorului z € UNU’.
Aceastd contradictie este furnizatd de presupunerea p > p’. Analog, presupunerea
p’ > pne conduce la o contradictie. In consecinti, avem p = p'. Prin aceeasi metod
se aratd cd ¢ = ¢’ si deci d = d’. Rezultd cd

(p,q,d) = (p',q',d").
0

EXEMPLUL 4.3.1. Folosind pe rdnd metoda lui Gauss, metoda lui Jacobi si
metoda valorilor proprii, sa sa se reduca la forma canonica forma patratica

Q:R®—-R,
definitd in baza canonicd a spatiului vectorial real rRR3 prin
Q(z) = z3 + 23 + 423 — dx1 39 — 47173,

unde x = (21,12, x3) € R3, verificindu-se legea de inertie pentru formele canonice
obtinute.
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(1) Metoda lui Gauss. Deoarece in expresia formei patratice Q apar ter-
meni la patrat putem aduna st scadea termeni pentru a obtine patrate
perfecte. Astfel avem

Q(x) (x3 — 4z120) + 27 + 423 — daya3 =
(z9 — 231)% — 303 + 423 — dzy203 =
= (wy—221)* +4(23 — 2123) — 327 =
(

2 2
1‘2—23}1)2-‘1-4[( 3—%) —%:| —355‘%

2 r1)? 2
= (x93 —2m) +4(:c3—7) — 4a7.
Efectudand acum schimbarea de coordonate

Tl =T2— 211
= I3 —ZL‘1/2
T3 = T,

8
®)
|

obtinem forma canonica
Q) = ()2 + 4(ah)? — 4(ah)2
Evident, signatura formei patratice @Q este
sign(Q) = (2,1,0).

(2) Metoda lui Jacobi. Matricea formei patratice Q in baza canonicd a
spatiului vectorial real gR® este matricea simetricd

1 -2 =2
A= -2 1 0
-2 0 4
Deoarece determinantii
1 _9 1 -2 =2
AILAZ‘_Q 1 ‘3,A3 -2 1 0 | =-16,
-2 0 4

sunt nenuli, rezultd cd existd un sistem de coordonate x|, xh, x5 in raport

cu care forma patratica Q sa aiba forma canonica
1 3
/ /\2 /\2 /\2
') =(z})° — = (= —(z5)".
Q') = ()2 — 5(24)? + 1 (ah)
Evident, signatura formei patratice @Q este

sign(Q) = (2,1,0).

(3) Metoda wvalorilor proprii. Valorile proprii ale matricii A a formei

patratice ) sunt radacinile ecuatiei caracteristice

1-x =2 -2
PsN)=| -2 1-X 0 |==X46\-)1-16=0.
-2 0 4— )\
Deoarece functia polinomiala Ps(\) este o functie continud pe multimea
numerelor reale R gi intrucdt avem schimbarile de semn

Pa(=2) =18 >0, P4(0) = —16 <0, P4(3) =8 > 0 gi Pa(6) = —22 < 0,
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rezulta ca polinomul caracteristic Pa(\) are radacinile reale

A1 € (—2,0), A2 €(0,3) si A3 € (3,6).
Prin urmare, existd un sistem de coordonate x’l,x’z,xg in raport cu care
forma patratica Q sa aiba forma canonicd

Q') = M(21)” + Ao (a3)® + As(a5)”.
Evident, signatura formei patratice @Q este

sign(Q) = (2,1,0),

deoarece avem

A <0, )\2>0§i)\3>0.

DEFINITIA 4.3.2. O forma patratica @ : V — R se numeste pozitiv definitd
daca are signatura
szgn(Q) = (n7 0, 0)7
unde
n = dimg V.

OBSERVATIA 4.3.1. O forma patratica @ : V. — R este pozitiv definitd daca
intr-o forma canonicad fixatd toti coeficientii care apar sunt strict pozitivi.

DEeFINITIA 4.3.3. O forma patraticd @ : V — R se numeste negativ definita
daca are signatura
SZgTL(Q) - (07 n, 0)7
unde
n = dimg V.

OBSERVATIA 4.3.2. O forma patratica Q : V. — R este negativ definita dacd
intr-o formad canonica fixatda toti coeficientii care apar sunt strict negativi.

Reducerea la forma canonica a formelor péatratice prin metoda lui Jacobi si
metoda valorilor proprii ne permite sa obtinem urmétoarele conditii necesare si
suficiente ca o forma patratica @) : V' — R sa fie pozitiv definita.

COROLARUL 4.3.1 (Criteriul lui Sylvester). O forma patraticd @ : V — R este
pozitiv definitd dacd $i numai dacd una din urmatoarele conditii este indeplinita:

(1) Toti determinantii A; verifica inegalitatile
A; >0, Vi= 1,_71;

(2) Toate valorile proprii ale matricii simetrice A a formei patratice Q) sunt
strict pozitive.

Reducerea la forma canonicd a formelor pétratice prin metoda lui Jacobi si
metoda valorilor proprii ne permite sa obtinem urmatoarele conditii necesare si
suficiente ca o forma patraticd @) : V' — R sa fie negativ definita.

COROLARUL 4.3.2 (Criteriul lui Sylvester). O forma patratica Q : V — R este
negativ definita daca i numai dacd una din urmdatoarele conditii este indeplinita:

(1) Toti determinantii A; verifica inegalitatile
(=1)'A; >0, Vi=1,n;
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(2) Toate valorile proprii ale matricii simetrice A a formei patratice @ sunt
strict negative.

EXEMPLUL 4.3.2. Utilizdnd criteriul lui Sylvester, sa se determine A € R astfel
incdt forma patraticd Q : R? — R, definitd in baza canonicd a spativlui vectorial
real gR? prin

Q(z) = —23 — 223 — 223 — 2 w129 + 42123 + ST0T3,

unde x = (11,2, 23) € R3, sd fie pozitiv (resp. negativ) definita.
Matricea formei patratice Q in baza canonicd a spatiului vectorial real RR? este
matricea simetrica

-1 =X 2
A= -2 -2 4
2 4 =2
Prin urmare, avem determinantii
1 -1 =X 2
Ay =1, Ag' ‘2)\2, As=| -\ =2 4 [=2(\—-8\+10).
A2 2 4 =2

Conform criteriului lui Sylvester, forma patratica @ este pozitiv definitd dacd
avem

Ay >0 —-1>0
Ap>0 &¢{ 2-X>0 & X\ e {0}
As >0 AN —8\+10>0

Conform criteriului lui Sylvester, forma patratica @ este negativ definitd dacd
avem

A <0 —-1<0 AER
Ay >0 o< 2-X>0 s Ae(—V2,V2) = Ae {0}
Az <0 M-8\ +10<0 A€ (4—+6,44+/6)



CAPITOLUL 5

SPATIUL VECTORIAL REAL AL
VECTORILOR LIBERI

In acest capitol vom studia proprietatile geometrice particulare ale unui spatiu
vectorial real remarcabil, numit spatiul vectorilor liberi. Acest spatiu modeleaza,
din punct de vedere matematic, spatiul marimilor fizice vectoriale ca fortele, acce-
leratiile, vitezele sau momentele. Este important de subliniat ci spatiul vectorial
real al vectorilor liberi poate fi inzestrat cu o structurd naturala de spatiu euclidian,
care permite masurarea lungimii unui vector liber, precum si a unghiului format de
doi vectori liberi. Mai mult, vom vedea c& putem defini in acest spatiu o serie de
produse specifice, cu o puternicd semnificatie fizico-geometrica, cum ar fi produsul
vectorial sau produsul mixt.

5.1. Segmente orientate. Vectori liberi

Vom nota cu F3 spatiul punctual tridimensional al geometriei euclidiene ele-

—
mentare. Pentru orice doud puncte distincte A, B € E3 vom nota cu AB segmentul
orientat caracterizat de urmatoarele entitati:

(1) directia = dreapta suport a segmentului [AB];
(2) orientarea (sensul) = de la A la B;

(3) lungimea (norma) = lungimea segmentului [AB] notatd cu ||1H3> [|.

—

. E—d
Segmentul orientat AB

Punctul A se numeste om‘gz‘nea.s?gmentului orientat AB iar punctul B se nu-
meste vdrful segmentului orientat AB.

In cazul in care originea A si varful B ale unui segment orientat AB coincid
(A = B) se obtine segmentul orientat nul. Prin definitie, segmentul orientat nul

AA are lungimea egald cu zero, nu are nici o directie si nici un sens, fiind reprezentat
geometric de punctul A.

Spunem c& doud segmente orientate nenule au aceeasi directie daca directiile
lor sunt paralele sau confundate.

89
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. - . — .
DEFINITIA 5.1.1. Doud segmente orientate nenule AB gi C D se numesc echipo-
lente daca au aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi lungime. In acest caz vom

folosi notatia AB ~ CD.

= . . —_— g
Segmente orientate echipolente: AB ~ C

OBSERVATIA 5.1.1. Doud segmente orientate nenule AB gt CD sunt echipolente
—_— =
AB ~CD
daca si numai daca pot fi suprapuse prin paralelism astfel incdt originile A gi C
(resp. varfurile B gi D) sd coincida.

OBSERVATIA 5.1.2. Prelungim relatia de echipolentd si la segmentele orientate
nule: admitem ca toate segmentele orientate nule sunt echipolente intre ele.

Folosind observatia de mai sus, definitia relatiei de echipolenta si cateva pro-
prietati geometrice elementare, deducem ugor urmatorul rezultat:

ProPOZITIA 5.1.1. Relatia de echipolentd satisface urmatoarele proprietati:
(1) AB ~ AB (reflexivitate);
— — — —
(2) AB~ A'B' = A'B' ~ AB (simetrie);

R 'R o AR TR AP 1R
(3) AB~ A'B" i ’B' ~ A’B" = AB ~ A"B" (tranzitivitate).

Fie AB un segment orientat arbitrar. Vom nota cu AB multimea
— 5 def =Y n D
ABY { A5 | AB ~7B }.

DEFINITIA 5.1.2. Multimea AB se numeste clasa de echipolentd a segmen-
—_—
tului orientat AB.

OBSERVATIA 5.1.3. Ewvident avem AD € AB si fiecare segment orientat din
clasa de echipolenta AB este un reprezentant al clasei.

DErINITIA 5.1.3. Clasele de echipolentid ale segmentelor orientate se numesc
vectori liber:.

OBSERVATIA 5.1.4. Vectorii liberi vor fi notati prin @,b,T, ... sau AB, CD, ...,
iar in desen vor fi reprezentali printr-unul dintre segmentele orientate echipolente
care definesc acel vector liber.

DEFINITIA 5.1.4. Directia, sensul gi lungimea (norma) segmentelor orientate
echipolente care definesc un vector liber se numesc directia, sensul gi lungimea
(norma,) vectorului liber.
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OBSERVATIA 5.1.5. Lungimea (norma) unui vector liber @ sau AB se noteazi
cu |[@l| sau ||AB|.

DEFINITIA 5.1.5. Vectorul liber care are lungimea zero se numeste vectorul
nul si se noteaza cu 0.

OBSERVATIA 5.1.6. Vectorul nul 0 este reprezentat de segmentul orientat nul
—
AA.

DEFINITIA 5.1.6. Un vector liber de lungime unu se numeste versor si in
general se noteazd cu €.

5.2. Adunarea vectorilor liberi

Vom nota cu V3 (resp. Va) multimea tuturor vectorilor liberi din spatiu (resp.
plan). In continuare vom demonstra o serie de proprietiti algebrice sau geometrice
ale spatiului V3, ele putand fi simplu particularizate si aplicate la spatiul V5.

Fie doi vectori liberi @, b € V3 si fie OA, respectiv AD , niste segmente orientate
reprezentative ale acestor vectori liberi. Atunci vectorul liber ¢ reprezentat de
segmentul orientat O.B> se numeste suma vectorilor @ si b si se noteazi

c=a+b.

DEFINITIA 5.2.1. Regula de adunare a vectorilor liberi prezentatd mai sus se
numeste regula triunghiului sau regula paralelogramulusi.

0 a A

Regula triunghiului: ¢ =a+b

OBSERVATIA 5.2.1. Operatia de adunare a vectorilor liberi este bine definita si

nu depinde de alegerea reprezentantilor 0‘1)4_§2' AB. Cu alte cuvinte, dacd alegem alti
reprezentanti pentru efectuarea sumei a + b, vectorul liber rezultat este reprezentat

de un segment orientat echipolent cu OB.
In concluzie, adunarea vectorilor liberi
+:Vax Vs =V, (@b) —a+b,

este o lege de compozitie internd pe spatiul V. In acest context, putem demonstra
urmatorul rezultat:

TEOREMA 5.2.1. (V5,+4) este un grup abelian. Cu alte cuvinte, sunt adevarate
urmdatoarele proprietati:
€ Vs (comutativitate);
+7¢), VY @,b,¢ € Vs (asociativitate);

(3) a+0=0+a=a, Vac Vs, unde 0 este vectorul nul (element neutru);
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(4) V@€ Va, 3 —a € Vs astfel incit @+ (—a) = (—a) +a =0 (orice element
are un opus).

DEMONSTRATIE. Proprietétile (1) si (3) sunt evidente din definitia adunarii a
doi vectori liberi. Pentru a demonstra asociativitatea sa consideram trei vectori
liberi @, b si €. Folosind regula triunghiului, asociativitatea rezultd din figura de mai
jos:

0 a A

Asociativitatea: (@4 b) +¢=a+ (b+7)

Este evident c& opusul unui vector liber @ este vectorul liber —a caracterizat
de aceeasi directie, sens opus si aceeasi lungime cu a vectorului liber @.

G""' —

-0

——py

Opusul vectorului liber @

5.3. Inmultirea vectorilor liberi cu scalari reali

Fie A € R un scalar real i fie @ € V3 un vector liber. Vom defini inmultirea cu
scalari reali
Aa € Vs

in felul urmator:
(1) daci A = 0 sau @ = 0, atunci \a = 0;

(2) dacd X\ # 0 si @ # 0, atunci vectorul liber \@ este caracterizat de aceeasi
directie cu a vectorului liber @, acelasi sens cu al vectorului liber @ daca
A > 0 si sens opus cu al vectorului liber @ dacad A < 0 i are lungimea

[ Aal[ = |A] - |[al].

Inmultirea vectorilor liberi cu scalari reali
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TEOREMA 5.3.1. Spatiul vectorilor liberi V3, impreund cu operatiile de adunare
a vectorilor liberi i de inmultire a acestora cu scalari reali, are o structurda de spatiu
vectorial real. Cu alte cuvinte, urmdatoarele proprietati sunt adevarate:

(1) M@+8) = Xa+ b,V A€R,Va,be Vi
(2) A+pa=xa+pa, VApeR Vaels;
(3) Alua) = (Aw)a, V A, p e R, Va e Vs;
4) 1-a=a,VacVs.

DEMONSTRATIE. Proprietdtile (2), (3) si (4) sunt evidente din modul de definire
a operatiilor cu vectori liberi.

Pentru a demonstra proprietatea (1) si considerim cd segmentul orientat O—1>4
este reprezentantgl vectorului liber @ gi segmentul orientat AB este repreze_rfc)antul
vectorului liber b. Atunci, din regula triunghiului, segmentul orientat OB este
reprezentantul vectorului liber @+ b. S& _presupunem acum ca A > 0 si sa notdm cu
OA reprezentantul vectorului Aa si cu OB reprezentantul vectorului \(a 4 b).

(0] a

—

A
Proprietatea: A\(OA + E) =A0A+ )\A

Se observd cd AOAB ~ AOA’B’, avand un unghi comun si laturile (care
determind acest unghi) de lungimi proportionale. Rezultd ci avem

- —
AB || A'B’
si
. N
A'B' = \AB,

N -

adicd segmentul orientat A’ B’ este reprezentantul vectorului liber Ab. Prin urmare,
e —

segmentul orientat OB’ este reprezentantul sumei Aa + Ab, adic&

M@+ b) = Xa + \b.

Analog se trateaza cazul A < 0. O

5.4. Coliniaritate si coplanaritate

Din punct de vedere geometric, doi vectori liberi nenuli @ si b sunt coliniari
dacd au aceeasi directie (i. e. directiile segmentelor orientate reprezentative sunt
paralele sau confundate).
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TEOREMA 5.4.1. Doi vectori liberi nenuli @ si b sunt coliniari dacd si numai
daca exista A € R\{0} astfel incat

a = Ab.

DEMONSTRATIE. ” < ” este evidentd deoarece relatia @ = Ab, unde A\ # 0,
implica faptul c& vectorii liberi nenuli @ si b au aceeasi directie.

” = ” Daci vectorii liberi nenuli @ si b sunt coliniari, rezulti c& au aceeasi
directie. Dacs b are acelagi sens cu @, atunci este evident c& avem

2]
[l

Dacd b are sens opus lui @, atunci este evident cd avem

y
[all

<

E:

- a.

=

(=l

b=— a.

S

O

COROLARUL 5.4.1. Doi vectori liberi nenuli necoliniari sunt liniar independenti
in spatiul vectorial real V3.

DEMONSTRATIE. Fie @ si b doi vectori liberi nenuli necoliniari.

Sd presupunem prin absurd ci vectorii liberi @ si b sunt liniar dependenti in
spatiul vectorial real V3. Din definitia liniar dependentei a doi vectori liberi rezulta
cil existd o, 8 € R, unde a2 + 82 # 0, astfel incat aa+ b = 0. Pentru 8 # 0 aceasts
relatie se transcrie b = @, unde A\ = —a/ # 0. Prin urmare, conform propozitiei
anterioare, vectorii liberi @ si b sunt coliniari. Acest lucru se afli in contradictie cu
necoliniaritatea vectorilor liberi @ si b.

In concluzie vectorii liberi @ si b sunt liniar independenti in spatiul vectorial
real V3. O

Din punct de vedere geometric, trei vectori liberi nenuli @, b si € sunt coplanari
daca segmentele orientate reprezentative ale celor trei vectori liberi sunt paralele
cu un plan dat in spatiu.

TEOREMA 5.4.2. Trei vectori liberi nenuli @, b si ¢ sunt coplanari dacd si numai
daci exista A\, i € R, unde \? + p2 # 0, astfel incat

DEMONSTRATIE. ” < 7 este evidenta deoarece, din modul de definire al ope-
ratiilor cu vectori liberi, vectorul liber ¢ = A@ 4 b, unde A\? + p2 # 0, se afld in
acelasi plan cu vectorii liberi @ si b.

7 = 7 S& presupunem (i vectorul liber ¢ se afld in acelagi plan cu vectorii
liberi @ gi b. Fie OA, OB gi OC' segmentele orientate coplanare reprezentative ale
vectorilor liberi @,b si €. Ducand din punctul C' paralele la dreptele OA si OB,
deducem ca avem

— —_— - — —
OC = OF + OF = A\OA + uOB,
unde \, 1 € R, cu proprietatea A% + p2 £ 0.
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— — —
Descompunerea: OC' = A\OA + uOB

. o - == =4 . .
Tinand cont cd OA,OB si OC sunt segmentele orientate reprezentative ale
vectorilor liberi @, b si ¢, rezulta ceea ce aveam de demonstrat. O

COROLARUL 5.4.2. Trei vectori liberi nenuli necoplanari sunt liniar indepen-
dentt in spatiul vectorial real V3.

DEMONSTRATIE. Fie @,b si € trei vectori liberi nenuli necoplanari.

S& presupunem prin absurd c& vectorii liberi @,b gi € sunt liniar dependenti
in spatiul vectorial real V3. Din definitia liniar dependentei a trei vectori liberi
rezultd ci existd «, 8,y € R, unde o2 + 5% + 2 # 0, astfel incat o@+ 8b+ ~¢ = 0.
Pentru « # 0 aceasti relatie se transcrie ¢ = \a + ub, unde A = —a/y si p = —B/v
au proprietatea N+ p? # 0. Prin urmare, conform propozitiei anterioare, vectorii
liberi @, b si ¢ sunt coplanari. Acest lucru se afli in contradictie cu necoplanaritatea
vectorilor liberi @, b si ¢.

In concluzie, vectorii liberi @, b si € sunt liniar independenti in spatiul vectorial
real V3. O

TEOREMA 5.4.3. Orice trei vectori liberi nenuli necoplanari formeaza o baza in
spatiul vectorial real V3 . In consecinid, avem

dimR VE), = 3.

DEMONSTRATIE. Fie @,b si € trei vectori liberi nenuli necoplanari. Atunci,
conform corolarului anterior, sistemul de vectori {@, b,¢} este liniar independent in
spatiul vectorial real V3.

Vom demonstra in continuare c8 sistemul de vectori {a, b, ¢} este un sistem de
generatori in spatiul vectorial real V5. Pentru aceasta sa consideram d un vector

. . . . =t H H . H . .
liber arbitrar din V3. Fie OA,OB,OC si OD segmentele orientate reprezentative

ale vectorilor liberi @,b,¢ si d. Ducand din punctul D plane paralele la planele
(AOB), (BOC) si (AOC), deducem c& avem

— — — —
OD = OD; + OD5 + OD3 = aOA + BOB + ~OC,

unde «, 3,7 € R.
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—_—  —

Descompunerea: OD = aOA + BOB +~0

—_— — — —

Tinand cont c¢& OA,OB,OC si OD sunt segmentele orientate reprezentative

ale vectorilor liberi @, b, si d, rezulta cd sistemul de vectori {@, b, ¢} este un sistem
de generatori in spatiul vectorial real V3.

In concluzie, sistemul de vectori liberi nenuli necoplanari {a,b,¢} formeazi o

baza in spatiul vectorial real V3. O

5.5. Produsul scalar a doi vectori liberi

Deoarece in spatiul vectorial real al vectorilor liberi V5 o baza este formata din
orice trei vectori liberi nenuli necoplanari, ne vom fixa in continuare atentia asupra
unei baze privilegiate, extrem de utilizata. Este vorba despre o baza formata din
trei versori 7, j si k, care sunt perpendiculari unul pe celdlalt. Baza

B={i,j,k},
unde B B
iLg Lk List || = [[5]] = [[K]| = 1,
reprezintd baza canonicd a spatiului vectorial real al vectorilor liberi V3. Deoarece
multimea B este o baza in spatiul vectorial real al vectorilor liberi V3, rezultd ca
orice vector liber T € V3 se descompune in mod unic ca
T = xi +yj + 2k,
unde z,y, z € R reprezinta coordonatele vectorului liber v in baza canonica B.
Fie acum doi vectori liberi arbitrari
a=x1i+yj+ 2k
si _ _
b= 291 + yoj + 22k,
unde z;,y;, 2 € R, Vi € {1,2}.
DEFINITIA 5.5.1. Aplicatia
(:) 1 Vax V3 =R,
definita prin
— 7\ def
(@,b) = mixo + y1y2 + 2122,
se numeste produsul scalar pe spatiul vectorilor liberi V3.

TEOREMA 5.5.1. Spatiul (Vs,(,)) este un spatiu euclidian real. Cu alte cuvinte,
aplicatia produs scalar are urmdatoarele proprietati:
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(a,b) = (ba), Va,be Vy
(Na,b) = A{(a,b), YV AER,Va,be Vi
(@,b+7¢)=(a,b)+ (@), vV ab,ce Vs
(@,a) >0,V @€ Vs, cu egalitate daci i numai daca @ = 0.
DEMONSTRATIE. Proprietdtile (1), (2) si (4) sunt imediate din folosirea definitiei

produsului scalar (,). Pentru a demonstra proprietatea (3) si considerdm vectorul
liber arbitrar

c= Sﬂgg + y33 + ZgE,
unde z3,ys, z3 € R. Atunci avem egalitatile:
(@,b+¢) = x(w2+as)+yi(y2+ys)+2(22+23) =
= T1%2 +Y1Y2 + 2122 + X123 + Y1Y3 + 2123 =
= (a,b)+ (a,c).
O
Folosind teoria generala de la spatiile euclidiene reale, cu ajutorul produsului
scalar (,) pe spatiul vectorial real al vectorilor liberi V5 putem introduce notiunile

de lungime (norma) a unui vector liber si unghi format de doi vectori liberi.
Astfel, dacé avem vectorul liber arbitrar

U =i+ yj + zE,
unde z,y, z € R, atunci lungimea (norma) sa este datd de formula
1] = V(8,7) = Va2 +y> + 22

Daca avem vectorii liberi arbitrari

a=mi+y1]+ak
si
b = 91 + yoj + 22k,
unde z;,y;,2; € R, Vi € {1,2}, atunci acesti doi vectori liberi formeazi un unghi

v € [0, 7] definit de formula

COS(pd;f <571_7>_ _ T1T2 +Y1y2 + 2122 '
@l -ol] - Val+ul+ 3 Valtus+ 23

In particular, vectorii liberi @ si b sunt perpendiculari (ortogonali) @ L b daci si
numai daci ¢ = 7/2, adicd

1T + Y1y2 + 2122 = 0.
Conform definitiei de mai sus, deducem ca intotdeauna avem adevarata relatia

(a,b) = |[a]| - ||I_JH - COS .
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5.6. Produsul vectorial a doi vectori liberi
Fie doi vectori liberi arbitrari
a=x1i+y]+uk

si
b= Toi + yﬁ + ZQE,
unde z;,v;,2; € R, Vi€ {1,2}.

DEFINITIA 5.6.1. Aplicatia

X : Vs x V3 — Vs,

definita prin

f : ik Y1z Ty 2 T
T de 1 1|z 1 1 |= 1
xb = | a2 Y1 21 | = 1 — 7+
Y2 Z2 T2 22 1)
T2 Y2 22

se numegte produsul vectorial pe spatiul vectorilor liberi V3.

Y1
Y2

|

Aplicatia produs vectorial are o serie importantd de proprietdti geometrice pe

care le expunem in rezultatul care urmeaza.

TEOREMA 5.6.1. Urmatoarele proprietati ale produsului vectorial sunt adevarate:

liberi @ si b;

(1) <a><ba> <a><l_),5>:0,V6,5€V3;

(2) axb=—bxa,Vahbec Vs (anticomutativitate);

(3)axa=0,Vac V;

(4) @xb="0<a gi b sunt coliniari;

(5) M@ x b) = (X\a) x @ x (A\b), VA ER, Y a,bc Vs (omogeneitate);
(6) ax (b+T) =axb+axgcVa,bcc Vs (distributivitate);

(7) ||@xb|| =|[al|-||b|| sing, V@b € Vi, unde ¢ este unghiul dintre vectorii

(8) ax (bx¢ = (@c)b— (ab)ye, vV abc € Vs (formula dublului produs

vectorial).

DEMONSTRATIE. Proprietdtile (2), (3), (4), (5) si (6) sunt imediate din definitia

produsului vectorial si proprietatile determinantilor.
Pentru a demonstra proprietatea (1) si observdm c& avem

— T = 1 <1 Z1 1 1
(@axba)y = Y x1 — y1 + y
Y2 Z2 T2 22 T2 Y2
T Y1 2
= |z1 y1 2 |=0.
T2 Y2 22

Analog se obtine relatia <E X 5,5> =0.

zZ1 =
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Pentru a demonstra proprietatea (7) s& observidm cd, pe de o parte, prin calcul,

avem

[[@ 2|

2
+

2
1 Y1

T2 Y2

T2 22

I

= V(2 - yzzl) + (w122 — w221)% + (T1Y2 — T2y1)? =

= \/(xl Tyt +21) (@3 + Y3+ 23) — (2122 +y1y2 + 2122)% =

= il o)) - @)

Pe de alta parte, avem

[all - |[B]| -sine = l[all - |[B]] /T = cos?p =

al[* - [[B]|°

= i@P- [l - @)

quw;l__ﬁﬂi_:

Pentru a demonstra proprietatea (8), si considerdm vectorul liber

T =230 +y3] + 23k,

unde x3,¥ys, 23 € R. Atunci avem

i 7 k

x(Bxe) = & 0 o
Y2 z2 T2 22 2 Y2
Yz z3 T3 z3 T3 Y3

= [y1(z2ys — w3y2) + 21(w223 — T322)]i —
—[z1(22y3 — 23Y2) — 21(Y223 — y32’2)]3 -
—[w1 (w223 — w322) + Y1 (Y223 — ysz) |k

= [z2(p1ys + 2123) — 3(y1y2 + 2122)]i —
—[ys(z122 + 2122) — Y2 (21223 + 2123)]] —
—[z3(z122 + y192) — 22(T123 + y1y3)]E

= [22((@,©) — z123) — 23((@,b) — w122)]i —

~[ys((@,b) — y1y0) — v2((@,T) — y1y3)]3*

—[23((@,b) — 2122) — 22((@,T) — z123) ]k
= |22 (@e) —as (a,b)]i—
—[ys (@,b) —y2 (@, )] j —
— 23 (@,b) — 22 (@,0)] k

:<> <>

3
= (@,T) (w21 + yoj + 22k) — (@, b) (w31 + ysj + 23k) =
o) b
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OBSERVATIA 5.6.1. Proprietatile (1), (2) si (7) ale produsului vectorial arati
ca, in cazul a doi vectori liberi nenuli necoliniari, produsul vectorial

axb#0
este un vector liber cu proprietatile:
(1) este perpendicular pe planul determinat de vectorii liberi @ i b;

(2) prin conventie, are sensul determinat de requla burghiului (ducem vec-
torul liber @ peste vectorul liber b i vedem ce se intampld cu burghiul
(burghiul urcd sau coboard)); acest sens este desemnat in figura de mai
jos prin versorul €.

(3) are lungimea (norma) egala numeric cu aria paralelogramului determinat
de vectorii liberi a i b. Cu alte cuvinte, avem formula

Aparatelogram = HE X EH = ||a|| - HEH - sin .
axb
=
B
e
a ¢ ////

Produsul vectorial si aria paralelogramului

OBSERVATIA 5.6.2. Formula dublului produs vectorial se retine mai usor dacd
este scrisd sub forma determinantului simbolic

b ¢
(a,b) (a,c)

ax (bxc) =

Este important de subliniat faptul ca
(@xb)xc#ax(bx?)
deoarece avem o -
- (a,¢) <b,_c>
a b '
EXEMPLUL 5.6.1. Fie vectorii liberi
a=-2—2j+3k
§1 - .~ -
b=i—j—k.
Vom calcula in continuare aria triunghiului determinat de vectorii liberi @ i b

precum i inaltimea triunghiulut corespunzatoare bazei b. Pentru aceasta sa calculam
produsul vectorial

N
<o
w =

axb=| -2 -2
1 -1 -1

=5i+7 + 4k.
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Pe de o parte, deoarece aria triunghiulur determinat de vectorii liberia i b este
Jumatate din aria paralelogramului determinat de vectorii liberi @ si b, rezulta ca
aria triunghivlui determinat de vectorii liberi @ si b este datd de formula

A — ||axb|| NS

Pe de alta parte, daca notam cuh mal;‘zmea trzunghzulm corespunzatoare bazei
b, formula corespunzatoare ariei triunghiului este

_ Lll-n
2

Prin wrmare, inaltimea triunghiului corespunzatoare bazei b este

- 2A V42 \/_ _ V14

"B VR VB

5.7. Produsul mixt a trei vectori liberi

Fie trei vectori liberi arbitrari
=110+ y1j+ 21k,
b= x20 + yoj + 22k,
€ =3l +ysj + 23k,
unde z;,y;, 2 € R, Vi € {1,2,3}.
DEFINITIA 5.7.1. Aplicatia
(4, ):VaxVaxV3—R,
definita prin

— _def _ 1 Y1 2
(67 b7 E) = <a7 b x E> = | T2 Y2 2 |,
T3 Ys 23

se numeste produsul mixt pe spatiul vectorilor liberi V3.
TEOREMA 5.7.1. Urmdatoarele proprietati ale produsului mixt sunt adevarate:
(1) (a@,b,%) = —(@,¢,b) = (¢,a,b) = — (¢, b,a), ¥ @,b,¢ € V3;
(2) \(@,b,¢) = (\a,b,¢) = (@, \b,T) = (@,b,\¢), V A€ R, ¥V @,b, € Vi,
( +b,¢,d) = (@,¢,d) + (b,¢,d), ¥ @,b,¢,d € Vs;
(4) (@,b,2) =0 dacd si numai dacd
a) cel putin unul din vectorii liberi @, b, este nul;
) doi dintre vectorii liberi @, b, T sunt coliniari;

(¢) wectorii liberi @,b,¢ sunt coplanari.

(5) Daca vectorii liberi @, b, ¢ sunt necoplanari, atunci modulul produsului mizt
reprezinta volumul paralelipipedului construit pe vectorii liberi a,b sic. Cu
alte cuvinte, avem formula

Vpamlelipiped = |(a7 b76)| .
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d
/r—‘-_-_-':;’
A ] -, !
—_—— e —
0 ! f
/ / /
14 i / /
) / /
__________ i
5 ’L // i
’ Ye b A

Produsul mixt si volumul paralelipipedului

DEMONSTRATIE. Proprietdtile (1), (2), (3) si (4) sunt imediate din definitia
produsului mixt si proprietétile determinantilor. Pentru a demonstra proprietatea
(5) s& observam cé, notand d = b X ¢, avem

@5 = @] = |Iall- 7] cos| =

|[al| - ||5><E|| - cos | =

[([[o]] - I[ell - sin6) - |[@]] - cos | = Viaratelipiped:

unde ¢ este unghiul dintre vectorii liberi @ si d = b x C iar 6 este unghiul dintre
vectorii liberi b si €. O

EXEMPLUL 5.7.1. Flie vectorii liberi

§t

Vom calcula in continuare volumul tetraedrului determinat de vectorii liberi a,b si ¢
precum §i inaltimea tetraedrului corespunziatoare bazei determinate de vectorii liberi
b gi €. Pentru aceasta sa calculam produsul mixt

) 1 2 2
@be)=| -1 0 3 |=-19.
-2 1 -1

Pe de o parte, deoarece volumul tetraedrului construit pe vectorii liberi @,b gi
T este o sesime din volumul paralelipipedului construit pe vectorii liberi @,b si €,
rezultd ca volumul tetraedrului determinat de vectorii liberi a,b si ¢ este dat de
formula

‘/tetraedru = T = =

Sa calculam acum produsul vectorial
i A
bxc= 3

— O .

-1
-2 -1
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Atunci, aria bazei determinate de vectorii liberi b i € este datd de formula

bxel| 1 V59

Abazei = u - 5\/(_3)2 + (_7)2 + (_1)2 = T

Pe de alta parte, daca notam cu h inaltimea tetraedrului corespunzatoare bazei

determinate de vectorii liberi b i ¢, formula corespunzatoare volumului tetraedrului
este

Abuzei -h

3
Prin urmare, indaltimea tetraedrului corespunzatoare bazei determinate de vec-
torii liberi b §i ¢ este

‘/tetmedru -

19
B = 3‘/tf>,tmedru o 7 o 19
Abazei \/@ \/@
2






CAPITOLUL 6

GEOMETRIE ANALITICA iN SPATIU

6.1. Coordonatele unui punct din spatiu

Cu ajutorul spatiului vectorilor liberi V3 putem introduce riguros matematic
notiunea de coordonate ale unui punct arbitrar M din spatiul tridimensional al
geometriei elementare F3. Pentru aceasta sa fixdm baza canonica

B ={i,j k}

in spatiul vectorial real al vectorilor liberi V3 si sa consideram ca aceasta baza este
legata intr-un punct fixat O al spatiului tridimensional al geometriei elementare Fs.

DEFINITIA 6.1.1. Ansamblul
R ={0;i,j,k}

se numeste reperul cartezian canonic al spatiului tridimensional al geometriei
elementare Fs. Dreptele directoare ale versorilor i,j si k sunt azele Oz, Oy si Oz
ale unui sistem de coordonate Oxyz in spatiul tridimensional al geometriei ele-
mentare F3 (aceste aze au acelasi sens cu al versorilor i, ] si E) iar punctul O este
originea sistemului de coordonate Oxyz.

DEFINITIA 6.1.2. Spunem ca un punct arbitrar M din spatiul tridimensional al
geometriei elementare E3 are coordonatele carteziene

(z,y,2) €R?
in reperul cartezian canonic
R =1{0;1i,5,k}
dacd vectorul de pozitie OM se descompune in baza canonicd
B = {i,j. k}
dupa formula
OM = xi +yj + zk.

OBSERVATIA 6.1.1. Coordonatele carteziene (x,y, z) ale punctului M reprezinta
lungimile proiectiilor ortogonale ale vectorului de pozitie OM pe cele trei aze de
coordonate: Ox,Oy gi Oz.
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Punctul M (z,y, z) din spatiul E3

EXEMPLUL 6.1.1. Sa consideram un cub [0ABCO'A'B'C’], avdand muchiile de

lungime 1 > 0, i sd legam in varful O baza canonica
B ={i,j,k}

astfel incat directile i sensurile versorilor 7,7 i k si coincidd cu ale muchiilor
cubului OA, OB si OO'.

Este evident ca punctul Q este originea sistemului de axe. Vectorul de pozitie
al acestei origini este OO = 0 gi deci punctul O are coordonatele 0(0,0, (L

Deoarece vectorul de pozitie OA este coliniar cu i gi are lungimea ||OA|| =1,
rezulta ca avem

OA =1i.

Prin urmare, coordonatele varfului A sunt A(1,0,0). B

Deoarece vectorul de pozitie OB (resp. O0’) este coliniar cuj (resp. k) si are
lungimea ||OB|| =1 (resp. ||O0'|| = 1), rezultd cd avem

OB =1j (resp. OO = Ik).

Prin urmare, coordonatele varfurilor B si O" sunt B(0,1,0) i O'(0,0,1).

Coordonatele varfului C se determina considerdand vectorul de pozitie OC' care,
conform requlii paralelogramului, este

OC=0A+0OB=1i+1j.
Prin urmare, varful C' are coordonatele C(1,1,0). Prin analogie, varful A" are coor-

donatele A'(1,0,1) iar varful B' are coordonatele B'(0,1,1).
Vectorul de pozitie OC' se descompune, conform regulii paralelogramului, in

OC'"=0C+00"=0A+0B+00" =1i+1j + k.

Prin wrmare, varful C' are coordonatele C'(l,1,1).

Cu ajutorul notiunii de coordonate ale unui punct din spatiu se pot descrie
ecuatiile planelor in spatiu, a dreptelor in spatiu sau, cu alte cuvinte, se poate
dezvolta o intreagd geometrie analitici in spatiu. In continuare, vom considera
fixat reperul cartezian canonic

in spatiul tridimensional al geometriei elementare E3. Cu alte cuvinte, vom con-

sidera fixat sistemul de coordonate Ozyz in spatiul tridimensional al geometriei
elementare Fj
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6.2. Plane orientate in spatiu

Din perspectiva geometriei analitice in spatiu un plan in spatiu este considerat
ca plan orientat (plan cu fatd). Acest lucru inseamnd cd pentru a identifica un
plan P in spatiu este necesar si fixdm o orientare (fatd) a planului P. Aceastd
orientare (fatd) fixatd ne aratd din ce semispatiu este privit planul P sau care fati
a planului P este consideratd vizibild. Pentru a fixa o orientare (fatd) a planului P
este suficient sd fixam un vector liber nenul 7 care sd fie perpendicular pe planul
P. Un asemenea vector liber nenul nn perpendicular pe planul P se numeste vector
normal la planul P. Prin definitie, sensul vectorului normal 7 fixeazd orientarea
(fata) planului P. Referitor la reprezentarea intuitivd a planului P orientat in spatiu
sunt evidente urméatoarele afirmatii:

(1) alegerea unui vector normal 72 la planul P este echivalentd cu alegerea unei
orientari (fete);

(2) alegerea unui sens de rotatie in planul P este echivalentd cu alegerea unui
vector normal 7 la planul P. Acest lucru este adevarat deoarece conside-
ram, prin definitie, cd vectorul normal 7 la planul P are sensul determinat
de sensul de rotatie din planul P prin requla burghiulus.

(3) planul P are doud orientdri (fete). Orientarea (fata) care corespunde
sensului vectorului normal 72 se noteazd cu (+) iar orientarea (fata) opusa
se noteazd cu (—).

[ LT

Orientarea unui plan P in spatiu

6.2.1. Planul determinat de un punct si un vector normal nenul. Si
consideram c& My(xo, Yo, 2z0) este un punct fixat in spatiul F3 gi cd
7 = Ai + Bj + Ck,
unde A% + B? + C? # 0, este un vector liber nenul dat din V3. Atunci, existd un

unic plan P care trece prin punctul M si este perpendicular pe vectorul liber 7
(vectorul liber 7 este un vector normal la planul P).

Planul P determinat de punctul My si vectorul normal i
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Pentru a descrie ecuatia planului P s& consideram cd M (z,y, z) este un punct
arbitrar al planului P. Este evident cd apartenenta M € P este echivalentd cu
conditia

M()M 1lns <MOM,ﬁ> =0.
Folosind definitia coordonatelor unui punct in spatiu, impreund cu regula triun-
ghiului, obtinem relatia

MoM = MyO +OM = OM — OMy = (1’ — SUO)Z+ (y — y0)3+ (Z — Zo)E.

Prin urmare ecuatia vectoriali (MoM,7) = 0 se transcrie, la nivel de coordonate
carteziene, ca ecuatia in R3:

P:A(x—xz0) + By —yo) + C(z — 20) = 0.

DEFINITIA 6.2.1. Ecuatia anterioard se numeste ecuatia carteziana a pla-
nului P determinat de punctul Mo(xo, Yo, 20) §¢ vectorul normal (A, B, C). Dreapta
D care trece prin punctul My si care este paralela cu vectorul normal m se numeste
normala la planul P.

OBSERVATIA 6.2.1. Prelucrand membrul stdng al ecuatiei precedente i notdnd

not

D = —AZL‘() — Byo — CZ(),
ecuatia planului de mai sus se transcrie ca ecuatlia carteziand:
P:Ax+By+Cz+D =0,

unde A% + B? + C? £ 0.

Ecuatia precedenta se numeste ecuatia generala a unui plan.

Evident, vectorul normal la planul P, definit de ecuatlia generald anterioarda,
este dat de vectorul liber nenul

n = Ai + Bj + Ck.
Cu alte cuvinte, coeficientit A, B si C ai lui x,y $i z din ecuatia generald a unui
plan P determind coordonatele vectorului normal 7 la planul P.

6.2.2. Planul determinat de un punct si doi vectori liberi necoliniari.
Este cunoscut din geometria sintetica euclidiana faptul ca doud drepte concurente
determind un plan. In consecintd, in geometria analitici in spatiu un plan P
este unic determinat de un punct My(zo, Yo, 20) si doi vectori liberi necoliniari
ﬂ(ll, my, nl) si 5([2, ma, ng).

&,

MO u

Planul P determinat de punctul M si vectorii liberi u si v
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S4 considerdm c& M (x,y, z) este un punct arbitrar al planului P. Este evident
cd punctul M apartine planului P determinat de punctul My(xo,yo, 20) si vectorul
normal

n=uXm7.

Tinand seama de definitia produsului vectorial a doi vectori liberi, rezulta ca

coordonatele (A, B, (') ale vectorului normal 7 la planul P sunt

L m
lo o

my ni
mz N2

A=

)

oM
|l ma

Prin urmare, folosind ecuatia carteziand a unui plan ce trece printr-un punct
fixat Mo(zo,yo,20) si care are vectorul normal Ti(A, B,C) dat, obtinem ecuatia
carteziana
i my
12 mo

mip
ma N2

P (x — ) — (¥ —%o0) ly o + (2 — 20) =0.

Tinand cont acum de descompunerea dupéa prima linie a unui determinant de
ordin trei, observam ci ecuatia carteziana de mai sus se poate restrange sub forma
mai simpld de determinant de ordin trei:

r—To Y—Yo <%0
P: ll mq niy =0.
Iy ma N2

6.2.3. Planul determinat de trei puncte necoliniare. Este cunoscut din
geometria sintetica euclidiana faptul ci trei puncte necoliniare

Mi(z1,91,21), Ma(22,Y2, 22) st M3(w3,Y3, 23)
determin& un unic plan P = (M; M;M3) in spatiu.

=7

Ml

Planul P = (MleMg)

S4 considerdm c& M (z,y, z) este un punct arbitrar al planului P = (M; My Ms).
Este evident c& punctul M apartine planului P determinat de punctul M (x1,y1, 21)
si vectorii liberi necoliniari

MiMs(zo — x1,y2 — Y1, 22 — 21) st MiMs(x3 — 21,y3 — Y1, 23 — 21).

Prin urmare, folosind ecuatia carteziana a unui plan determinat de un punct si
doi vectori liberi necoliniari, rezultd ca ecuatia carteziana a planului P este
r—T1 Y-y zZ2—z2
P:laze—z1 y2—y1 22—21 |—0
T3 —T1 Ys—Y1 23— 21

Tinand cont acum de descompunerea dupd ultima ultima coloana a unui de-
terminant de ordin patru si de proprietatile determinantilor, observdm ca ecuatia
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carteziand de mai sus se poate restrange sub forma mai simpld de determinant de
ordin patru:

z y =z 1
p:|@m oA iy
T2 Y2 2 1
r3 Yz 23 1

Ca o consecintd imediatd a ecuatiei anterioare, obtinem ca conditia necesara si
suficienta ca patru puncte in spatiu

Mi(z1,y1,21), Ma(x2,y2,22), Ms(x3,ys,23) si Ma(x4,ya, 24)

sd fie coplanare este

1 oy oz 1
Ty Y2 z2 1) _ 0
T3 y3 23 1
Ty Ysa 24 1

6.3. Drepte orientate in spatiu

Ca gi in cazul planelor, in geometria analitica in spatiu dreptele sunt considerate
ca drepte orientate (drepte cu sens de parcurs). Acest lucru inseamnd ci pentru
a identifica o dreaptd D in spatiu este necesar si fixdm o orientare (un sens de
parcurs) a dreptei D. Pentru a fixa o orientare (un sens de parcurs) a dreptei D
este suficient s& fixdm un vector liber nenul @ a carui dreapta suport sa fie exact
dreapta D. Un asemenea vector liber nenul @ se numeste vector director al dreptei
D. Prin definitie, sensul vectorului director a fixeazd orientarea (sensul de parcurs)
dreptei D. Referitor la reprezentarea intuitiva a dreptei D orientate in spatiu sunt
evidente urmatoarele afirmatii:

(1) alegerea unui vector director @ pe dreapta D este echivalentd cu alegerea
unei orientdri (unui sens de parcurs);

(2) dreapta D are doud orientdri (sensuri de parcurs). Orientarea (sensul de
parcurs) care corespunde sensului vectorului director @ se noteazd cu (+)
iar orientarea (sensul de parcurs) opusi se noteaza cu (—).

6.3.1. Dreapta determinata de un punct si un vector liber nenul. Si

descriem acum ecuatiile unei drepte D care trece printr-un punct My(zo, yo, 20) si
este orientatd (directionatd) de un vector liber nenul a(l, m,n).

Mg

(]}
<<

o]

Drepta determinata de punctul My si vectorul director @

Este evident c& un punct arbitrar M (x,y, z) din spatiu se afld pe dreapta D
daca si numai daca vectorul liber My M este coliniar cu vectorul director a.
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Tinand cont de regula triunghiului si de definitia coordonatelor unui punct in
spatiu, rezultd ca avem relatiile
M()M:MQO+OM:OM70MO =T —T¢g= (ZL’*SEQ)E‘F (y*y0)3+ (Z*ZQ)E.
Conditia de coliniaritate a vectorului liber MyM cu vectorul director @ se reduce
la existenta unui parametru ¢ € R cu proprietatea ca
MyM = ta.

Scriind aceasta egalitate vectoriald la nivel de coordonate, obtinem ecuatiile para-
metrice ale dreptei D:

T = xg + I,
D:¢ y=yo+mt,
z =29+ nt,
unde ¢t € R. Elimindnd parametrul ¢ € R din ecuatiile parametrice de mai sus,
obtinem ecuatiile carteziene ale dreptei D:
D- -2 _Y—¥% _ 2~ %0

l m n

unde 12 + m? 4+ n? # 0. Coeficientii [,m si n care determin# orientarea dreptei D
se numesc parametrii directori ai dreptei D.

OBSERVATIA 6.3.1. Rapoartele care intervin in ecuatiile carteziene ale dreptei D
au un caracter formal in sensul ca daca la numitor avem vreun parametru director
egal cu zero atunci obligatoriu numardatorul corespunzator este si el egal cu zero.

S& notdm acum cu «, 8 si v unghiurile directoare formate de vectorul director
@ cu versorii ¢, j si k.

Unghiurile directoare o, 5 si ~y

OBSERVATIA 6.3.2. Unghiurile directoare o, 3 si v masoard gradul de in-
clinare al dreptei D fatd de azele Oz, Oy gi Oz.

Din definitia unghiului format de doi vectori liberi obtinem c& avem cosinusurile
directoare ~
(a,i) !

cosq = — = ,
||E||||z|| VIZ4+m2 4+ n?
cos 8 = _<E,j>_. = L )
@l -|[7]]  VIZ+m2+n2
cosy = <E,kz> = "

@l -k vV mZ+a?
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care verificd relatia
cos? a + cos® B + cos® y = 1.

Prin urmare, inmultind ecuatiile carteziene ale dreptei D cu factorul nenul

VI2+m?2 +n?,

deducem ca ecuatiile carteziene ale dreptei D pot fi rescrise sub forma echivalents

D T—Zo _ Y~ Y _ 2~ %
cos cos 3 cosy
6.3.2. Dreapta determinatd de doua puncte distincte. Stim din geome-
tria sinteticd euclidiand c& doud puncte distincte Mi(x1,y1,21) si Ma(x2,y2, 22)
determing o unicd dreaptd D = M Ms.

Dreapta D = MM,

Pentru a descrie ecuatiile carteziene ale dreptei D = M; M, si observam ci
dreapta D este dreapta care trece prin punctul Mj(z1,y1,21) §i este orientatd de
vectorul director

M1M2 = MlO + OM2 = OM2 — OMl = (1’2 — 1’1)54’ (yg - y1)3+ (22 - Zl)E
Prin urmare, tindnd cont de expresiile ecuatiilor unei drepte determinate de un
punct si un vector director, deducem cé ecuatiile carteziene ale dreptei D = M M,
sunt
D r—n _Y—yh Z—Zl_
T2 —T1 Y2 — U1 22 — 21

6.3.3. Dreapta determinata ca intersectia a doua plane neparalele.
Este cunoscut din cadrul geometriei sintetice euclidiene c& intersectia a doud plane
neparalele este o dreapta. In acest context, fie P, si P, doua plane neparalele de
ecuatii

P Aix+ Biy+Ciz+ Dy =0si Py: Asx + Boy + Coz + Dy = 0.

Conditia de neparalelism a planelor P; si P» este echivalentd cu conditia

Ay By Cy Y\
Tang<A2 By 02>—2.

Deoarece planele P; si P, sunt neparalele, rezulta ca intersectia lor determina
o unica dreaptd D = P; N P, determinata de ecuatiile carteziene

A1$+Bly+c’12+D1:0

D:,Plﬁpzl
A2x+Bzy+C’2z+D2:0.
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Dreapta D = P, N Py

Este evident cd daci vectorii liberi 1 (A1, By, C1) i ia(Ag, By, Cs) reprezinti
vectorii normali la planele P si P, atunci vectorul liber @ = m; X M9 reprezinta
vectorul director al dreptei D = P; N P». Deoarece avem

[ A ~ B _
G=m xW=| A, B C 'gl gl i'ﬁl gl '+'ﬁ1 gl :
Ay By Cy 2 Ca 2 Ca 2 2
rezultd ca parametrii directori [, m si n ai dreptei D = P; N P, sunt
| B G4 _ A Gy .| A By
S ™M T A G | YT A B
In acest context, rezults ci ecuatiile carteziene ale dreptei D = P; N P, au forma
T—To _ Y—Y% _ Z— 20
Bl Cl . Al Cl Al Bl ’
Bz 02 A2 02 A2 BZ

unde (xo, Yo, 20) este o solutie arbitrard a sistemului de ecuatii care determind
dreapta D = P; N P; (coordonatele unui punct arbitrar My al dreptei D = PN Ps).

6.4. Unghiuri in spatiu

Deoarece planele gi dreptele in spatiu sunt definite ca figuri geometrice orien-
tate, putem introduce in mod riguros notiunile de unghi dintre doud plane orientate,
dintre o dreapta orientatd si un plan orientat si dintre doua drepte orientate.

6.4.1. Unghiul dintre doua plane orientate. Sa consideram ca
Pr:Aix+Biy+Ciz+ Dy =081 Py : Asx + Boy + Caz + Dy =0,

unde A? + B? + C? # 0, Vi € {1,2}, sunt doud plane orientate arbitrare in spatiu.
Atunci, vectorii normali la planele P; si P> sunt

1 (A1, B1,Ch) si a(Aa, Ba, Cs).

Prin definitie, unghiul dintre planele orientate Py si Ps este unghiul ¢ € [0, 7]
format de vectorii normali 77 si T2. Acest unghi se determiné prin formula

cosp = (M1, 702) _ A1As + B1By + C1Cs
([l - [Im2ll  \/A? + B} + C - \/A3 + B3 + C3
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[0

Unghiul dintre planele orientate P; si P

OBSERVATIA 6.4.1. Prin definitia data in geometria sintetica euclidiana, unghiul
diedru format de planele Py gi Po este unghiul plan 6 € [0,7], care se obtine
sectiondnd planele Py gi Py cu un plan perpendicular pe dreapta de intersectie
D = Py N P, Unghiul 0 este insd congruent sau suplementar cu unghiul @, ca
unghiurt cu laturile perpendiculare.

OBSERVATIA 6.4.2. Planele Py gi Py sunt perpendiculare (P L P2) daca si
numai dacd:

n Ly < <ﬁ1,ﬁ2> =0« A1Ay + B1By; + C1Cy = 0.
OBSERVATIA 6.4.3. Planele Py si Py sunt paralele neconfundate (Py || P2) daci
st numai dacd:
A B G, Dy

My este coliniar cu oy & — = = .
A2 B2 02 _D2

OBSERVATIA 6.4.4. Planele Py si Py sunt confundate (P, = P3) daca si numai
daca:
Ay By G D
Ay By Cy Dy
OBSERVATIA 6.4.5. Rapoartele care intervin in observatiile anterioare au un
caracter formal in sensul ca daca vreun numitor este egal cu zero atunci §i numara-
torul corespunzator este egal cu zero.

6.4.2. Unghiul dintre o dreapta orientata si un plan orientat. Fie

T—Zo  Y—Y _ 22— %0

l m n

D:

unde 12 +m? + n? # 0, o dreapt orientats arbitrara in spatiu si fie
P:Ax+By+Cz+D =0,

unde A% + B? + C? # 0, un plan orientat arbitrar in spatiu. Atunci, vectorul
director al dreptei D este @(l, m, n) iar vectorul normal la planul P este (A, B, C).

Prin definitie, unghiul dintre dreapta orientatd D si planul orientat P este
unghiul € € [0, 7] format de vectorul normal 7 cu vectorul director @. Acest unghi
se determina prin formula

(n,a) Al+ Bm + Cn
Al -llall  VAZ+ B2+ C%- V2 +m?+n2

cosb =
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ol

/&
(s}

%
Unghiul dintre dreapta orientata D si planul orientat P

OBSERVATIA 6.4.6. Prin definitia data in geometria sintetica euclidiana, unghiul
format de dreapta D si planul P este unghiul ¢ € [0, 7] dintre dreapta D si dreapta
D', unde D' este proiectia dreptei D pe planul P. Unghiul 0 este legat de unghiul
@ prin relatia 0 + ¢ = 90° sau § = 90° + .

OBSERVATIA 6.4.7. Dreapta D este paraleld cu planul P (D || P, caz particular,
D C P) daca si numai daca:

(m,a) =0« Al4+ Bm+ Cn = 0.
Cazul particular de incluziune D C P apare odata cu conditia suplimentard

Axg+ Byo+ Cz+ D = 0.

OBSERVATIA 6.4.8. Dreapta D este perpendiculara pe planul P (D 1 P) dacd
st numai dacd:
B

. A
T este colintar cud@ & — = — =
l m

C
-

OBSERVATIA 6.4.9. Rapoartele care intervin in observatia anterioard au un ca-
racter formal in sensul cda dacd vreun numitor este egal cu zero atunci §i numard-

torul corespunzator este egal cu zero.
6.4.3. Unghiul dintre doua drepte orientate. Si consideram ca

Tr — I — Y1 zZ—21 . Tr — T2 — Y2 zZ— 22
Dll :y LJ = Sl DQZ :y Y =
by my ni l2 ma n2

unde [? +m? +n? # 0,V i € {1,2}, sunt doud drepte orientate arbitrare in spatiu.
Atunci, vectorul director al dreptei D; este a(ly,my,n1) iar vectorul director al
dreptei Do este E(ZQ,mQ,TLQ).

Prin definitie, unghiul dintre dreapta orientatd D; gi dreapta orientatd Dy este
unghiul ¢ € [0, 7] format de vectorul director @ cu vectorul director b. Acest unghi
se determind prin formula

<E,l_)> l1ls + mimg + nino

[all - |[pl] VB +m3+n?- /B+mi+n3

cosp =
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Y]

>
T

Ughiul format de dreptele orientate Dy si Do

OBSERVATIA 6.4.10. Dreptele D1 gi Do sunt perpendiculare (D1 L Ds) daca i
numai dacad: B ~
albe <E,b> =0< lilo + mime +ning = 0.

OBSERVATIA 6.4.11. Dreptele Dy si Do sunt paralele (D1 || D2) daca si numai
daca: l
— . - 1M
a este coliniar cu b — = — = —.
la ma2  mo
OBSERVATIA 6.4.12. Rapoartele care intervin in observatia anterioard au un
caracter formal in sensul ci dacd vreun numitor este egal cu zero atunci §i numdara-

torul corespunzator este egal cu zero.

6.5. Distante in spatiu

In aceastd sectiune ne propunem si gisim formule pentru determinarea urms-
toarelor distante: distanta de la un punct la un plan, distanta de la un punct la o
dreapta si distanta dintre doua drepte.

6.5.1. Distanta de la un punct la un plan. Sa consideram c&
P:Ax+By+Cz+D =0,

unde A% + B? + C? # 0, este un plan orientat arbitrar in spatiu si Mo (2o, o, 20)
este un punct din spatiu exterior planului P. Evident, vectorul normal la planul P
este (A, B, C).

Construim acum segmentul [MyM;] L P, unde M; € P este proiectia punctului
My pe planul P. Atunci, distanta de la punctul M, la planul P este egald cu
lungimea vectorului liber MyM;, pe care o notdm cu d(My, P).

>
i

Distanta de la punctul My la planul P

n

S& presupunem cé punctul M; are coordonatele necunoscute M (e, 8, 7). Atunci,
deoarece M, € P iar vectorul liber

MoMy = (o0 — mo)i + (B —yo)j + (v — 20)k
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este coliniar cu vectorul normal T(A, B, (), rezultd cd coordonatele necunoscute
a, B ¢l vy verifica sistemul

Aa+BB+Cy+D=0

Oé—xozﬁ—yo_’)’—zo

A B C
Rezolvand acest sistem, giasim solutiile
A A
Olil’o*m( 1’0+By0+CZO+D)
B
B=yo— m(flxo + Byo + Cz + D)

C

Prin urmare, lungimea vectorului liber MyM; este

|[ModLi|| = \/(Ol —20)? + (B—y0)* + (7 — 20)2 =
|Azo + Byo + Cz + D
/A2 + B2 + (2 '

In concluzie, distanta de la punctul My la planul P este determinaté de formula

_ |Azg + Byo + Czp + D|
VAZ+ B2+ C?

d(Mo, P)

6.5.2. Distanta de la un punct la o dreapta. Si considerdm ca

r — X — Z— Z
D 0o_ Y=Y _ 0

l m n '

unde 12 +m? +n? # 0, este o dreapt# orientatd arbitrara in spatiu iar A(z1,y1, 21)
este un punct din spatiu exterior dreptei D. Evident, dreapta D trece prin punctul
My (z0, Yo, 20) si are vectorul director a(l, m,n).

Construim acum segmentul [AA’] L D, unde A’ € D este proiectia punctului A
pe dreapta D. Atunci, distanta de la punctul A la dreapta D este egald cu lungimea
segmentului [AA’], pe care o notdm cu d(A, D).

Distanta de la punctul A la dreapta D

Segmentul [AA’] este insd indltimea paralelogramului construit pe vectorii liberi

a(l,m,n) si MoA(z1 — o, Y1 — Yo, 21 — 20)-
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Atunci, din formula care d& aria paralelogramului construit pe vectorii liberi @ si
My A obtinem ca formula care d&d distanta de la punctul A la dreapta D este

a x MyA
a(A, p) = L[Fx MoAl|
|[al|
6.5.3. Distanta dintre doua drepte oarecare din spatiu. Si considerim
ca
Dl:l'*zﬂl _ Yy—y _ zZ—z §iD2:x7x2 _ Yy — Y2 _ zZ— Z2
I m1 ni lo ma na

unde 12 +m? +n? # 0, Vi € {1,2}, sunt doud drepte orientate arbitrare in
spatiu. Evident, dreapta D; trece prin punctul Mj(x1,y1,21) si are vectorul direc-
tor ai(l1,m1,n1) iar dreapta Do trece prin punctul Ms(z2,y2, 22) §i are vectorul
director as(lz, ma, na).

Se gtie din geometria sinteticd euclidianad ca dreptele D; si Do din spatiu pot
fi confundate, paralele, concurente sau in pozitie generald.

(1) Daca dreptele D; si Do sunt confundate sau concurente, atunci, prin definitie,
distanta dintre dreptele Dy si Do este egala cu zero.

(2) Daca dreptele Dy si Do sunt paralele, atunci distanta dintre dreptele Dy si
D5 este data de formula

d(Dy, Dy) = Halx_ﬂ
I[@1]]
sau
d(D1,Ds) = —HEQ X_MIMQH-
|[@z|]

(3) Daca dreptele Dy si Do sunt in pozitie generald, atunci existi o unicd
dreaptd perpendiculard comund AB, unde A € Dy, B € Dy, A# B, AB | D; si
AB 1 D, a dreptelor Dy si Ds.

Distanta dintre dreptele D; si Do

Prin definitie, distanta dintre dreptele D; gi Dy este d(Di1,Ds) = HEH Din
figura de mai sus, rezultd evident ci segmentul [AB] este inéltimea paralelipipedului
construit pe vectorii liberi

ay(l1,mi,n1), az(la, ma, n2) si My Ma(xa — 21,92 — Y1, 22 — 21).

Atunci, din formula care d& volumul paralelipipedului construit pe vectorii liberi
ay,a9 si M1 Ms obtinem ca formula care da distanta dintre dreptele Dy si Do este

}(51752, M1M2)|

|[a1 x @]

d(D1,Ds) =
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6.5.4. Ecuatiile carteziene ale perpendicularei comune AB. In contex-
tul anterior, este important de subliniat faptul c& perpendiculara comund AB a
dreptelor Dy si Do, aflate in pozitie generala, are vectorul director dat de produsul
vectorial @; X @s. Prin urmare, perpendiculara comuni AB a dreptelor Dy si Do
poate fi privita ca intersectia dintre planele determinate de

Ml,al §1 aj X 62,
respectiv
Mg,ag §1 aj; X as.
In consecinti, ecuatiile carteziene ale perpendicularei comune AB a dreptelor
D; si Do, aflate in pozitie generald, sunt

r—T1 Y—Y1 z2—2z21
ll mi ny =0
I3 m3 n3
AB :
T—=T2 Y—Y2 2z2—22
la ma N2 =0,
I3 m3 n3
unde
mi n i n . m
Iy = 1 1 my = — | 1 1 gi ng = 1 1
ma N9 12 n 12 mao







CAPITOLUL 7

CONICE

Conicele sau curbele algebrice de grad doi reprezinta o clasa de curbe plane
cu proprietati remarcabile, intalnite in aplicatii din diverse domenii. Acestea sunt
caracterizate, intr-un reper cartezian ortonormat din planul Fs, printr-o ecuatie de
forma

[:g(z,y) =0,
unde functia g(x,y) este o functie polinomiald de grad doi in nedeterminatele x gi
y. Din punct de vedere geometric, in acest capitol vom demostra cd o conicd nu
poate reprezenta in plan decit una dintre urméatoarele figuri geometrice: elipsa,
in particular cerc, hiperbola, parabold, reuniune de drepte paralele, confundate sau
concurente, un punct sau mullimea vidd.

7.1. Conice pe ecuatii reduse

Vom prezenta in aceasta sectiune caracterizarile algebrice si principalele pro-
prietati geometrice ale elipselor, in particular cercurilor, hiperbolelor si parabolelor,
studiate in repere carteziene ortonormate alese convenabil, dupa fiecare caz in parte.
Fixdm pentru inceput reperul ortonormat

R ={0;1,j}
in planul bidimensional al geometriei euclidiene Fs, adicd fixdm in Es un sistem
ortogonal de axe (coordonate) zOy.

7.1.1. Cercul.

DEFINITIA 7.1.1. Se numesgte cerc de centru C(xo,y0) ¢ de razd r > 0
multimea (C) a punctelor din plan M (z,y) care verifica relatia

d(M,C)=r.

OBSERVATIA 7.1.1. Este evident cd multimea punctelor din plan M(x,y) care
apartin cercului (C) de centru C(xo,yo0) §i de razd v > 0 satisface ecuatia de grad
dot

(C): (z—m0)* + (y —50)* =77
numitd ecuatia carteziand implicitd a cercului de centru C(zg,yo) st de
raza r > 0.

Dezvoltand pétratele in ecuatia carteziand implicitd a cercului (C), obtinem
ecuatia
(C): 2% +y* — 2wz — 2yoy + 2f +yg — 17 =0,
care ne sugereazd studiul geometric al ecuatiei de gradul doi (ecuatie de conicd) de
forma
I:a2?+y? + 2ax + 2by + ¢ =0,

121
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unde a, b, ¢ € R. Deoarece ecuatia conicei I se transcrie sub forma
I (z+a)® + (y+b)*=p,
unde p = a? + b? — ¢, rezultd ci avem urmitoarele situatii:

(1) Dacd p > 0, atunci multimea I' este un cerc de centru C(zg, o), unde
xo = —a, yo = —b, si de raza r = |/p;

(2) Dacd p =0, atunci I' = {(—a, —b) };
(3) Daci p < 0, atunci I' = {0}.

DEFINITIA 7.1.2. Ecuatia
z? +y? 4+ 2ax + 2by + ¢ = 0,

unde
a2+ —¢c>0,
se numegte ecuatia carteziand generald a cercului.

7.1.2. Elipsa.

DEFINITIA 7.1.3. Locul geometric al punctelor din plan a caror suma a dis-
tantelor la doua puncte fize Fy gi Fy este constanta se numeste elipsa.

Daci alegem xOy un sistem de axe ortogonal preferential, astfel incat F;(—c,0)
si F5(c,0), unde ¢ > 0, atunci mul{imea punctelor din plan M (z,y) cu proprietatea

MF, + MF, = 2a,

unde a > 0, este caracterizata algebric de ecuatia

(E):\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2=2a.

In aceastd ecuatie, trecand al doilea termen din stanga in membrul drept si ridicand
de doud ori consecutiv la patrat, obtinem, in urma calculelor, urmatoarea ecuatie
carteziand redusd a elipsei:

(B): 55+ 35 =1,
unde b = va? — c2.
A
/ B Mx,y)

2

a , a
R=e == B HE =
@

In cazul elipsei (E), descrisd prin ecuatia carteziand redusi de mai sus, intalnim
urmatoarele notiuni uzuale:
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(1) Punctele Fy(—c,0) si F5(c,0) se numesc focarele elipsei (E);

(2) Segmentele OA = a si OB = b se numesc semiaza mare $i semiara mica
ale elipsei (F) gi reprezintd axele de simetrie ale elipsei (E);

(3) Punctele A(a,0), A’(—a,0), B(b,0) si B'(—b,0) se numesc vdrfurile elipsei
(E);

(4) Punctul O(0,0) se numeste centrul de simetrie al elipsei (F);

2
(5) Dreptele x = +% se numesc directoarele elipsei (E);
c

c
(6) Numadrul real e = — < 1 se numeste excentricitatea elipsei (E).
a

OBSERVATIA 7.1.2. Elipsa (E) poate fi gandita si ca locul geometric al punctelor
din plan M (x,y) care verifica una dintre relatiile:

MR g M
d(M7D1) B d(MvDQ) B 7
a® a®
unde Dy 1 x = - st Doz = - reprezinta directoarele elipsei (E).

OBSERVATIA 7.1.3. Dacd in ecuatia elipsei (E) luam
a=b=r>0,
atunci elipsa (E) devine un cerc (C') centrat in originea O(0,0) gi de razd r. Ecuatia
acestui cerc (C) este exprimata prin
(C):z* +y? =r2
Deoarece egalitatea a = b implica ¢ = 0, rezultd ca focarele Fy(—c,0) si Fa(c,0) ale

cercului (C) se suprapun gi coincid cu centrul O(0,0) al cercului (C). Mai mult,
prin definitie, admitem ci excentricitatea cercului (C) este

c
e=—-=0.
r

7.1.3. Hiperbola.

DEFINITIA 7.1.4. Locul geometric al punctelor din plan pentru care valoarea
absolutd a diferentei distantelor la doud puncte fixre Fy si Fy este constantd se
numeste hiperbola.

Daci alegem 2Oy un sistem de axe ortogonal preferential, astfel incat Fy(—c,0)
si F5(c,0), unde ¢ > 0, atunci mulfimea punctelor din plan M (x,y) cu proprietatea

|MF1 — MF2| = 2a,

unde a > 0, este caracterizata algebric de ecuatia
\/(a:+c)2+y2— \/(x—c)2+y2

In aceasta ecuatie, ridicAnd de doua ori consecutiv la patrat si reducdnd termenii
asemenea, obtinem, in urma calculelor, urmé&toarea ecuatie cartezianda redusd a
hiperbolei:

(H) : = 2a.

unde b = vc? — a?.
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N
T

In cazul hiperbolei (H), descrisd prin ecuatia carteziand redusd de mai sus,
intalnim urmatoarele notiuni uzuale:

v

o

Hiperbola (H)

(1) Punctele F1(—c,0) si Fa(c,0) se numesc focarele hiperbolei (H);
(2) Axele Oz gi Oy se numesc azxele de simetrie ale hiperbolei (H);

(3) Punctele A(a,0) si A'(—a,0) se numesc vdrfurile hiperbolei (H);
(4)

4) Punctul O(0,0) se numeste centrul de simetrie al hiperbolei (H);

b
(5) Dreptele y = j:gx se numesc asimptotele hiperbolei (H);

2
a
(6) Dreptele z = j:? se numesc directoarele hiperbolei (H);

(7) Numérul real e = £>1se numeste excentricitatea hiperbolei (H).
a

OBSERVATIA 7.1.4. Hiperbola (H) poate fi gandita si ca locul geometric al
punctelor din plan M (x,y) care verifica una dintre relatiile:

MR g My
d(M,Dy) d(M,Ds) ’
a® a®
unde Dy : x = - §i Dy :x= - reprezinta directoarele hiperbolei (H).

7.1.4. Parabola.

DEFINITIA 7.1.5. Locul geometric al punctelor din plan egal departate de un
punct fix F' si o dreapta fixa A se numeste parabola.

Daca alegem zOy un sistem de axe ortogonal preferential, astfel incat F (g, O)

si A x = ,g) unde p > 0, atunci multimea punctelor din plan M (z,y) cu
proprietatea

MF =d(M,A)
este caracterizata algebric de ecuatia

(P):\/(x—g)z—i-yzz’x—i-g‘.

Ridicand aceasta ecuatie la patrat si reducand termenii asemenea, obtinem, in urma
calculelor, urmatoarea ecuatie cartezianda redusd a parabolei:

(P):y? = 2pux.
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A A%

/ <(x.y)
A0

Parabola (P)

v

In cazul parabolei (P), descrisd prin ecuatia cartezians redusd de mai sus,
intalnim urmatoarele notiuni uzuale:

1) Punctul F (1—2), 0) se numeste focarul parabolei (P);

(1)

(2) Axa Oz se numeste aza de simetrie a parabolei (P);
(3) Punctul O(0,0) se numegte vdrful parabolei (P);
(4)

4) Dreapta A :xz = —]—2) se numegte directoarea parabolei (P).

OBSERVATIA 7.1.5. Excentricitatea parabolei (P) poate fi gandita ca raportul

constant:
oo ME_
S d(M,A)
7.1.5. Reuniuni de drepte, punct si multime vida.

DEFINITIA 7.1.6. Conica (DC) C Es de ecuatie

2 2
Lz vy _
unde a,b > 0, se numeste reuniune de drepte concurente.

DEFINITIA 7.1.7. Conica (DP) C Ej de ecuatie
(DP):2* —a* =0,
unde a > 0, se numeste reuniune de drepte paralele.

DEFINITIA 7.1.8. Conica (D) C Ey de ecuatie
(D):2? =0
se numeste reuntune de drepte confundate.

DEFINITIA 7.1.9. Conica (PCT) C Ey de ecuatie

2 2

Lz ¥y _
(PCT) : — + 15 =0,

unde a,b > 0, se numeste punct.

DEFINITIA 7.1.10. Conica (V) C E2 de ecuatie

2 2

LT ¥
(V)'E—i_b_z

unde a,b > 0, se numeste muli{imea vida.

+1=0,
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7.2. Conice pe ecuatie generala

S& consideram spatiul bidimensional al geometriei euclidiene plane Fs in care
am fixat un reper cartezian ortogonal

adicd am fixat un sistem ortogonal de axe (coordonate) xOy.

DEFINITIA 7.2.1. Multimea punctelor din plan M(x,y) ale caror coordonate
verifica o relatie polinomiala de forma

[':g(z,y) =0,
unde
g(z,y) = a2 4 2a122y + agoy® + 2a137 + a3y + ass,
coeficientii reali
a; €R, Vi,j=1,3,
verificind relatia
aiy +aiy + a3, #0,

se numeste conica.

7.3. Invariantii metrici A, ¢ si I ai unei conice
Pentru inceput este important s& subliniem faptul ca daca unui punct din plan
M(z,y) € Es
ii atagdm coordonatele omogene in spatiu
M(x1,x2,x3) € F3
legate prin relatiile
T2

L1 .
rT=——81y=_,
T3 T3

unde x3 # 0, atunci expresia ecuatiei unei conice

I':g(z,y)=0
devine expresia echivalentd a anulédrii unei forme péatratice

Q:R*>R
definitd prin
Q(z) = a1127 + 24127172 + 2073 + 20137173 + 20237223 + A3373,
unde © = (x1, x2, T3).
DEFINITIA 7.3.1. Matricea simetrica

. a1l @12 a13
A=1| a2 az a
ai3 Q23 0as33
a formei patratice Q@ se numeste matricea conicet I' in sistemul ortogonal de
azxe zOy.
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DEFINITIA 7.3.2. Numerele reale
a1l G2 a3
A=]| a2 ax a3 |, 0=
a13 G23 Q33

a1l ai2

st ] =ai +ax
a2 a2

se numesc tnvariantit metrici ai conicei I'.

Vom demonstra in continuare c& invariantii metrici A, § si I nu isi modificd
valoarea in urma efectudrii unei translatii sau a unei transforméri ortogonale de
coordonate.

7.3.1. Invarianta lui A, ¢ si I la translatii. S& considerdm c& C(xg,yo)
este un punct arbitrar din planul geometriei euclidiene Fs. Este evident ca translatia
sistemului de axe zOy in sistemul de axe z'Cy’, translatie definitd prin

(2)=()()

este echivalentd cu o transformare de coordonate omogene definitd prin

1 1 0 = @}

2 | = 0 1 yo 5

T3 0 0 1 xh
Atunci, efectuand o translatie ca mai sus, deducem cé expresia ecuatiei conicei

I:g(z,y) =0
devine expresia echivalentd a anuldrii formei patratice
Q:R*—>R
definitd prin
N AL I, e, 99 '
QW) = an(e1)” + 2012212 + azn(23)” + 5 (2o, y0) 7123 +

0
+a—§<xo,yo>xaxg + (0, y0) (74)%,
unde z’ = (x}, 245, x4) iar
dg . Og
%(Sﬂov Yo) = 2(a11o + ai2yo + a13) si 8_y(x0’ Yo) = 2(a1220 + azayo + az3).

DEeFINITIA 7.3.3. Matricea simetrica

_, a1 a2 41170 + a12Y0 + A13
A= ai2 a22 a12%0 + a22Yo + A23
a11T0 + a12Y0 + @13 a12%0 + a22Yo + a23 9(z0,%0)

a formei patratice Q@ se numeste matricea conicet I' in sistemul ortogonal de
axe 'Cy’.

Dacéa consideram acum numerele reale

a1l a12 a11%9 + a12Yo + a13
!
A = a2 a2 a12T0 + a22y0 + a3 |,
a11T0 + a12Y0 + a13  A12%0 + A22Yo + a23 9(z0,%0)
y a1l G12 -
6 = §1I = aj1 + ag9,
a12  G22
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atunci putem demonstra urméatorul rezultat:
TEOREMA T7.3.1. Numerele reale A, 8, I si A, 8, I' verifici egalitatile:
A=A, 6=6§sI=1T.

DEMONSTRATIE. Egalititile § = & si I = I’ sunt evidente. Pentru a demonstra
egalitatea A = A’ folosim proprietitile determinantilor. Astfel, dacd inmul{im in
determinantul A’ prima coloand cu (—zp) si a doua coloand cu (—yg) si rezultatele
le adunam la ultima coloand, obtinem ceea ce trebuia demonstrat. O

7.3.2. Invarianta lui A, § si I la transformari ortogonale. Este evident
ca o transformare ortogonald de coordonate in plan definita prin

()= ()

unde B- "B = I, este echivalentd cu o transformare ortogonald de coordonate

omogene definita prin
I B O SU}I
T2 - :'UQ
0 1 .
I3 :,Ug

Atunci, efectuand o transformare ortogonald de coordonate ca mai sus, deducem
ca expresia ecuatiei conicei

I:g(z,y) =0
devine expresia echivalentd a anuldrii formei péatratice
‘R3>SR
Q:R° —
definita prin
ny . n 11\ 2 "o " 11\ 2 "o "o " 11\ 2
Q") = a1 (27)” + 2a),7 w5 + age(w3)” + 2ai327 7% + 2a532575 + ags(xh)”,
unde z”’ = (zf, z}, x%).
DEFINITIA 7.3.4. Matricea simetrica
" 12 1
ap; Qg Ai3
_ " 1 1
A = a1y Qg Q23
1 1 "
ay3 Qg3 Asz
a formei patratice Q@ se numeste matricea conicet I' in sistemul ortogonal de
aze " Oy".
Daca consideram acum numerele reale
1 " 1
arp; G2 Qi3

1 a// a//
" __ " _ 11 12
A=\ afy a3 aj3 |, 0" = 1

. 1" 1 1
7 st I" = ay; + agy.
12 Qa2

afs agy  ag
atunci putem demonstra urméatorul rezultat:
TEOREMA 7.3.2. Numerele reale A, 8, I si A", 8", I'" verifica egalitatile:
A=A" 6=6"siI=1".
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DEMONSTRATIE. Vom demonstra mai intai c& avem § = §” si I = I”. Pentru
aceasta, fie forma patratica
p:R? SR

definitd prin
2 2 T
@(x,y) =a112” + 2@121'y + axy” = (x,y) LA < Y > ,
A= [ 1 012
a2 az )’
In urma transformirii ortogonale de mai sus, forma patratici ¢ capitd expresia
:L,II
90(55”,2//) — (x//wu) .TB.A.-B- ( y// > .

Deoarece numerele reale § si I caracterizeaza polinomul caracteristic

Py(\) = det(A — ML) = A2 — I\ +9,

unde

rezultd cd expresia acestuia este invariantd la o schimbare de bazd (schimbare de
coordonate) datd de relatia matriceald

A"=T"B.A.B.

In concluzie, avem
d=06"gI=1T".

Repetand rationamentul de mai sus pentru forma patratica

Q:R*—=R
definita prin
— T
Q(CL’) = (371,37271'3) A 1P )
x3

deducem ca, in urma transformaérii ortogonale omogene de mai sus, forma patratica
Q capata expresia

T . oY
) =) (0 3 )A(F )| o

Deoarece numarul real A caracterizeazd polinomul caracteristic
Pr(\) = det(A — AI3) = X* — 1A% + oA — A,

unde Jq, Jo € R, rezulta cd expresia acestuia este invarianta la o schimbare de baza
(schimbare de coordonate) datd de relatia matriceald

— TR 0 — B 0
(1) (0 1)

A=A"

In concluzie, avem
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7.4. Centrul unei conice
Fie conica I': g(z,y) = 0, unde
g(x,y) = a112? + 2a102Y + a22y* + 2a132 + 2a23y + ass,
si fie C(zo,yo) un punct arbitrar din planul geometriei euclidiene Es.

DEFINITIA 7.4.1. Punctul C(xo,y0) se numesgte centru al conicei T' daca este
satisfacuta urmdatoarea afirmatie logica:

V P(z,y) e = P'(2z0 —x,2y0 —y) € I

OBSERVATIA 7.4.1. Din punct de vedere geometric, definitia anterioard aratd
ca punctul C este centrul unei conice I' daca pentru orice punct P de pe conica
T simetricul sau fata de punctul C se afla tot pe conica I'. Din acest motiv, daca
existda, centrul unei conice I' se mat numeste i centrul de simetrie al conicei I'.

TEOREMA 7.4.1. Punctul C(xq,yo) este centru al conicei I' daca i numai daci

dg

%(Sﬂovyo) =0 - a11To + a12yo + a13 =0
@(xo Yo) =0 a122o + a2y + azz = 0.
oy

DEMONSTRATIE. Efectuand translatia sistemului de axe xQOy in sistemul de
axe '0'y’, unde O' = C, translatie definitd prin

=12 + 1z
y =19+ o,

0 0
[ an(2)? + 24122y + aga(y')? + a_i(%? o)z’ + a_z@?m Y0)y' + g(xo,y0) = 0.

ecuatia conicei I' devine

(x;y")

Centrul O’ = C al conicei T'

Evident, din definitia centrului unei conice deducem ca conditia ca noua origine
0'(0,0) = C(o, o)
a sistemului de axe 'O’y sa fie centru al conicei I se reduce la verificarea afirmatiei
logice
V P(z',y) €T = P'(—a',—y') €T
Aceasta conditie este echivalentd cu egalitatea

o Og

0
a11(2')? + 2a120"y + ax(y')? — %(Sﬂovyo)iﬂl - 8—5(9607?;0)2/ +9(x0,90) =0
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pentru orice punct P(x’,y') € T. Prin scidere, rezultd ca
0 0
90 (0, W0)2’ + 51w, po)y =0, ¥ PG/, y/) €T

Deoarece punctul P(z’,y’) € T este arbitrar, rezulta cd

0 )
8—i($07y0) =0si 8_39;(%"7’/0) =0.

O
OBSERVATIA 7.4.2. Deoarece determinantul sistemului liniar
10
§a—i($o,y0) = a11Zo + a12yo + a13 =0
10
56—3(3607240) = a12%o + a22yo + az3 =0
este
§— | @ a2
a2 a2 |’

rezultd ca urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:

(1) Daca 6 # 0, atunci conica I' : g(x,y) = 0 are un unic centru C(zo,yo)
ale carui coordonate sunt determinate de sistemul Cramer anterior. Vom
demonstra in acest capitol ca conicele cu centru sunt: cercul, elipsa,
hiperbola, perechea de drepte concurente, un punct si mulfimea
vida.

(2) Daca § =0, atunci conica T : g(z,y) = 0 ori nu are nict un centru, ori
admite o dreaptd de centre. Vom demonstra in acest capitol cd conicele
fara centru sunt parabolele iar conicele cu o dreapta de centre sunt:
perechile de drepte paralele sau confundate si multimea vida.

7.5. Reducerea la forma canonicd a conicelor cu centru (6 # 0)

S4 consideriim acum ¢ I' : g(z,y) = 0 este o conicd cu centrul C(xg, yo). Dupd
cum am observat in demonstratia teoremei precedente, efectudnd o translatie a
sistemului de axe Oy in sistemul de axe 2'O’y/, unde O’ = C, ecuatia conicei T’
devine

I': a1 (2)” + 2a122"y" + ana(y')* + g(20,50) = 0.
S& studiem in continuare forma patratica ¢ : R? — R definits prin

p(a',y) = ann(z')? + 2a122"y’ + a(y')*.
Evident, matricea simetricd atagata formei patratice ¢ in baza canonica a spatiului
vectorial euclidian gR2este
A= ( G 012
a2 az )

Atunci, conform metodei valorilor proprii de reducere la forma canonici a formelor
péitratice, existd un sistem de coordonate XO'Y in raport cu care forma pétratica
@ are forma canonica

O(X,Y) = M X%+ \Y2,

unde A\; si Ao sunt valorile proprii ale matricii A.
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Evident, valorile proprii A; si Ao sunt solutiile ecuatiei caracteristice

a1 — A a2

=0 XN —I\+06=0,
a2 a2 — A

unde & # 0.
S& presupunem acum ci baza in care se obtine forma canonica a formei patratice
 este baza ortonormata formata din vectorii proprii

€1 = (§1,82) sie2 = (11,7m2)

corespunzatori valorilor proprii A; si As. Atunci, transformarea de coordonate care
realizeaza forma canonica a formei patratice ¢ este data de relatia matriceala

(0)-(8m)(¥)

(& m
R<§2 772)

este ortogonald, adica verificd relatia R - TR = L.

unde matricea

(1) Relatia matriceald R - TR = I, implici egalitatea det R = +1.

(2) Dacd det R = 1, atunci trecerea de la sistemul de axe 2’0"y’ la sistemul de
axe XO'Y se realizeazd geometric printr-o rotatie. Directiile si sensurile
noilor axe de coordonate O’X si O'Y sunt determinate de reprezentantii
legati in punctul O’ = C' ai vectorilor proprii ortonormati €; si €s.

(3) Dacé det R = —1, atunci trecerea de la sistemul de axe 'Oy’ la sistemul
de axe XO'Y se realizeazd geometric printr-o rotatie urmata de o simetrie.
Din acest motiv, in aplicatii vom renumerota, dacd este cazul, valorile
proprii A\; si Ao si, implicit, vectorii proprii ortonormati €; si €s, astfel
incat det R = 1.

In urma rotatiei de mai sus (i. e. det R = 1), expresia ecuatiei conicei I devine
T A X2+ XY? + g(xo,0) = 0.
Evident, matricea conicei I" in sistemul de axe XO'Y este
o A0 0
A= 0 Ao 0
0 0 g(zo,y0)

Tinand cont de invarianta lui A si § la translatii gi transforméari ortogonale de
coordonate, deducem ca
A= (A1-A2) - g(wo,y0) 516 = A1 - Az,
adica
A
9(wo,y0) = K

In concluzie, in urma unei roto-translatii convenabile, ecuatia conicei I' cu
centrul in punctul C(zo,yo) poate fi scrisd in forma canonica:

A
P:A1X2+>\2Y2+§:0.
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TEOREMA 7.5.1. Daca I' : g(xz,y) = 0 este o conicd cu centrul in punctul
C(zo,y0), atunci conica T' poate reprezenta in plan una dintre urmdtoarele figuri
geometrice: o elipsa, in particular un cerc, o hiperbola, o reuniune de drepte
concurente, un punct sau multimea vida.

DEMONSTRATIE. Tinand cont de ecuatia canonica a conicei I' scrisd anterior
si utilizand notatiile

“7\/ 6)\

avem urmatoarele situatii posibile:
(1) A#0;
(a) 0>0= M- X > 0= A, Ay > 0sau A, Ao < 0;

(i) Dacd A, A2 > 0si A < 0 sau A;, A2 < 0 gt A > 0, atunci
ecuatia canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

X2 y?
I _+ﬁ_1:0;

In acest caz suntem in prezenta unei elipse;

= VIl si 8= /|Aa,

(ii) Dacd A1, A2 > 01 A > 0 sau A, A2 < 0 g1 A < 0, atunci
ecuatia canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

X% y?
I': — + ﬁ +1=0;
In acest caz suntem in prezenta multimii vide;
(b) §<0=X A< 0= A1 >0, Ay <0sau A <0, Ay > 0;

(i) Dacd A1 >0, Ay <0gi A <Osau X <0, o >081 A >0,
atunci ecuatia canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

X2 Y?

a2

(ii) Dacd Ay > 0, A2 <0gi A >0sau A3 <0, A2 > 051 A <0,
atunci ecuatia canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

X2 Y?

In ambele cazuri suntem in prezenta unei hiperbole;

+1=0;

(2) A=0;
(a) 6>0=A1-X2>0= A1, 2 >0 sau A\, \a <0
In acest caz ecuatia canonicd a conicei I' poate fi pusg sub forma
X248V =0 X =Y =0.

In aceasta situatie avem de-a face cu un punct care este exact centrul
conicei C(zg,yo);
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(b) 5<0¢)\1')\2<0¢)\1>0, Ao < 0sau A; <0, Ay > 0;
In acest caz ecuatia canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma
?X? - BY? =04 (aX — BY)(aX +3Y) =0.

In aceastd situatie avem de-a face cu reuniunea a doud drepte con-
curente Dy si Do descrise de ecuatiile

Dy:aX —-08Y =0si Dy:aX+3Y =0.
Punctul de intersectie DN D5 al dreptelor Dy si D5 este exact centrul
conicei C(zg,yo)-
O

COROLARUL 7.5.1 (Clasificarea conicelor cu centru). Sa consideram ca

I':g(z,y) =0

este o conica cu centru (0 # 0). Atunci, urmatoarea clasificare a conicelor cu centru
este adevarata:

(1) pentru A # 0 avem:
(a) dacd 6 <0, atunci conica T' este o hiperbola;
(b) daca 6 > 0, atunci avem:
(i) daca I-A <0, atunci conica T' este o elipsd;
(i) daca I-A >0, atunci conica I' este o multimea vidd;
(2) pentru A =0 avem:
(a) daca d <0, atunci conicaI' este o reuniune de drepte concurente;
(b) dacd § > 0, atunci conica T' este o un punct.

OBSERVATIA 7.5.1. In cazul A #0 §i 6 > 0 nu putem avea I - A = 0.

7.6. Reducerea la forma canonici a conicelor fird centru (§ = 0)
Fie I': g(z,y) = 0, unde
g(z,y) = a112? + 20127y + a20y® + 2a137 + 2a23y + asz,

o conicd cu § = 0. Reaminitm ci, in acest caz, sistemul liniar

L0 + 19y + azs = 0
-~ =—apz+a a3 =
2 O 11 12Y 13
10

58_5 = a127 + a2y + a3 =0

este ori incompatibil ori admite o infinitate de solutii. Cu alte cuvinte, conica I' ori
nu admite niciun centru de simetrie ori admite o dreaptd de centre de simetrie.

DEFINITIA 7.6.1. O conica I' : g(x,y) = 0, unde 6 = 0, se numeste conica
fara centru.

TEOREMA 7.6.1. Dacid I': g(z,y) = 0 este o conicd fard centru, atunci conica
T" poate reprezenta in plan una dintre urmatoarele figuri geometrice: o parabold, o
reuniune de drepte paralele sau confundate sau multimea vida.
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DEMONSTRATIE. S& consideram din nou forma patraticd ¢ : R? — R definita
prin
_ 2 2
o(x,y) = anx” + 2a122y + azy”,

unde a2, + a3, + a3, # 0. Matricea formei pétratice ¢ in sistemul de coordonate
xOy este evident matricea simetrica

A— [ @1 012 7
a1z 22
unde det A = § = 0. Mai mult, valorile proprii \; gi Ay ale matricii A sunt radécinile

ecuatiei caracteristice

air — A a2
a2 azy — A

‘0@)\21)\0,

adica valorile proprii sunt A\; = 0 gi Ay = I # 0. Dacd notam acum cu

€1 = (§1,82) sie2 = (11,7m2)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii Ay =0 i Aoa =1 # 0 si

efectuam rotatia
()=(a ) ()
Y £ My y )’
ST
R =
( §a M2 )

det R =1,

atunci ecuatia conicei I' se rescrie sub forma

unde matricea

verifica egalitatea

T I(y)? 4 2a)37" + 2ahsy’ + a3 = 0.
Evident, matricea conicei I in sistemul de coordonate 'Oy’ este matricea simetrica,

/
o 0 0 a3
— li
A = 0 I ajy
/ i li
G133 Gz3 dgg
Deoarece trecerea de la sistemul de coordonate Oy la sistemul de coordonate 2’ Oy’
s-a ficut printr-o rotatie, deducem ca invariantul A are valoarea

A= 7]’((1/13)27
adicd avem
A
f= 4 ——.
a3 I

Vom considera in continuare urméatoarele cazuri posibile:

(1) Dacd A # 0, atunci a) # 0. In aceasts situatie, efectusm o translatie a
sistemului de axe 'Oy’ in sistemul de axe XY, translatie definitd prin

=X+
yI:Y+y07
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unde punctul C(xg,yo) este ales astfel incat ecuatia conicei I' si capete o
forma cat mai simpld. Deoarece efectuand o asemenea translatie ecuatia
conicei I' se reduce la

CTY? 4 20,3 X + 2(Tyo + aby)Y + Ty2 + 2a) 330 + 2ah310 + abs = 0,

determindm punctul C(zg,yo) impunand conditiile
Tyo+ abs =0
{ Iy + 2a) 320 + 2absyo + abs = 0.
Este evident c& acest sistem are o solutia unica

53
I
_ Tyg + 2ah3y0 + ajs
T 2a)4

Yo =

si deci ecuatia conicei I' se poate scrie sub forma canonica

I:Y?=2%X,
unde
2a) 4 A
PEmT SR

Prin urmare, conica I" este o parabold cu varful in punctul C(zg, yo) si axa
de simetrie C'X.

Dacd A = 0, atunci aj; = 0. In aceastd situatie, ecuatia conicei I' se scrie
sub forma
. 2 _
T I(y)? + 2ah5y" + asy =0,

adicd avem de-a face cu o ecuatie polinomiald de gradul doi in 3. Fie k;
si ko radacinile reale sau complexe ale acestui polinom.

(a) (i) Dacd k1,k2 € R gi ky # ko, atunci forma canonicd a ecuatiei

conicei I' este

2 2
r;<y’+@) L (e

1 1 I?
unde )
azs _ (ag3)
- — —=—— < 0.
1 12
Efectuand atunci translatia
X=2
al
Y —qf + 223
y + T
si utilizdnd notatia
2
)’y
12 I’

expresia canonica a ecuatiei conicei I' devine

MY’k =0 -k +k) =0,
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unde k # 0. Prin urmare, conica I' este reuniunea Dy U Dy a
doua drepte paralele, unde

D1:Y—k=0siDy:Y+k=0.
(ii) Dacd k1 = ko € R, atunci dupd efectuarea translatiei de la
punctul (i) expresia canonicd a ecuatiei conicei I' devine
r:v?=0.
Prin urmare, conica I' este reuniunea D1 U Dy a doud drepte
confundate, unde
D1 = D2 ;Y =0.
(iii) Dacd ki,ks ¢ R, atunci, evident, ecuatia conicei I' caracteri-
zeazd multimea vida.
O

COROLARUL 7.6.1 (Clasificarea conicelor fard centru). Sa consideram ca

I':g(z,y) =0

este o conica fard centru (§ = 0). Atunci, urmatoarea clasificare a conicelor fara
centru este adevarata:

(1) Daca A # 0, atunci conica T' este o parabola;
(2) Daca A =0, atunci conica T' este o reuniune de drepte paralele sau
confundate sau multimea vida.

7.7. Clasificarea izometrica a conicelor. Reprezentare grafica

S& consideram ca
I':g(z,y) =0,
unde

g(z,y) = a112? 4 2a122y + a20y® + 2a13% + 2a03y + ass, a%l + a%z + a%z £ 0,

este 0 conicd gi s& presupunem ci A, § gi I sunt invariantii metrici ai conicei I'.

Dupa cum am observat in sectiunile precedente invariantii metrici A, § si [
ne dau informatii in ceea ce priveste clasificarea conicei I'. Din aceastd perspectiva
vom spune cé invariantul A ne oferd informatii despre natura conicei I', in timp
ce invariantul § ne oferd informatii despre genul conicei I". Atunci, pentru o mai
clara sintetizare a rezultatelor din sectiunile precedente, vom utiliza urméatoarea
terminologie naturala:

(1) Conica I" pentru care A # 0 (elipsi, hiperbol&, parabold, multime vid&)
se numeste conicd nedegenerata.

(2) Conica I' pentru care A = 0 (reuniune de drepte concurente sau paralele
sau confundate, un punct, multime vidd) se numeste conicd degenerata.

(3) Conica I' pentru care § > 0 (elipsd, un punct, multime vidd) se numegte
conica de tip eliptic.

(4) Conica I' pentru care § < 0 (hiperbold, reuniune de drepte concurente) se
numeste conica de tip hiperbolic.
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(5) Conica I' pentru care § = 0 (parabold, reuniune de drepte paralele sau
confundate, multime vid&) se numeste conicd de tip parabolic.

In acest context, folosind invariantii metrici A, § si I ai unei conice I', suntem
in masura sa dam urmatoarea clasificare izometrici a conicelor:

(1) Dacd A # 0, atunci conica I" este o conicd nedegenerata;
(a) Dacd ¢ > 0, atunci conica I este:
(1) o elipsd pentru IA < 0;
(i1) multimea vida pentru TA > 0;
(b) Daca § = 0, atunci conica I' este o parabold;
(c) Dacd 0 < 0, atunci conica I' este o hiperbold;
(2) Dacd A = 0, atunci conica I' este o conici degenerati;
(a) Dacd ¢ > 0, atunci conica I" este o un punct;

(b) Daca § = 0, atunci conica I este o reuniune de drepte paralele sau
confundate sau multimea vida;

(c) Dacd 0 < 0, atunci conica I" este o reuniune de drepte concurente.

Mai mult, in urma studiilor ficute in sectiunile precedente, putem scoate in
evidenta urmatorul

Algoritm de reprezentare grafica a conicei I
-Metoda roto-translatiei-

(1) Se precizeaza natura gi genul conicei I' dupd valorile invariantilor metrici
A, sl

(2) Se asociaza conicei I' forma pitratica ¢ : R? — R, definitd prin
o(z,y) = a112” + 2a122Y + axy?,

i se scrie matricea simetrica
a a
A= 11 a12
a2 G22

(3) Se calculeaza valorile proprii A1 si A2 ale matricii A ca radacini ale ecuatiei
caracteristice

a formei patratice .

aip — A a2

=0 XN —I\+6=0.
a2 azo — A

(4) Se calculeaza subspatiile proprii

o= feger (o n e () - (1))
si
(" W) ()= (0))

V)\2 = {(xvy) € RZ

corespunzatoare valorilor proprii A1 gi A2 ale matricii A.

o O
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(5)

Printr-o eventuald renumerotare, se aleg

e = (§1,82) si€2 = (11,7,)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii \; si Ay astfel
incat
det R =1,

R-(gm)
(3)==(7)

in urma céreia ecuatia conicei I' devine

T\ (2))2 4+ Mo (y)? + 2a) 32" + 2absy’ + abs =0,

unde

Se efectueaza rotatia

!/ / /
unde a}s, ass, aj3 € R.

Fortand factorii comuni A; gi Ao (daci este cazul) si restrangand pétratele
descompuse, se rescrie ecuatia conicei I' sub forma

LA (2" +20)° + Xy +90)> +a=0,
unde xg, Yo, @ € R.
Se efectueaza translatia
{ X =124+ x
Y =9+
gi se scrie ecuatia canonica
L:MX?+ Y2 +a=0.

Se traseaza sistemul initial de axe xOy si se efectueaza rotatia acestuia in
sistemul de axe 2’Oy’. Directiile si sensurile axelor Oz’ si Oy’ coincid cu
directiile gi sensurile vectorilor proprii ortonormati €; si es.

Se efectueaza translatia sistemului de axe 'Oy’ in sistemul de axe XCY,
unde punctul C are coordonatele C(xg, yo)-

Se reprezintd grafic ecuatia canonici de la punctul (8) in ultimul sistem
de axe XCY.

OBSERVATIA 7.7.1. In unele aplicatii vom folosi notatiile " = X siy"’ =Y.

OBSERVATIA 7.7.2. Dacd a1o = 0, atunci algoritmul de mai sus incepe direct
de la punctul (7), adica se efectueazi doar o translatie.

OBSERVATIA 7.7.3. Daci a}5 = ahy = 0, atunci in algoritmul de mai sus se sar
punctele (7), (8) si (10), adica se efectueaza doar o Totatie.

OBSERVATIA 7.7.4. Daca in algoritmul de mai sus nu se sare nici un pas, atunci
spunem ca am aplicat metoda roto-translatie:.
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EXEMPLUL 7.7.1. Sa se precizeze natura $i genul conicei
I': 5% + 8xy + 5y* — 18z — 18y +9 = 0.
Mai mult, utilizind metoda roto-translatiei, sa se reduca ecuatia conicei I' la forma

canonica §i sa se reprezinte grafic conica I'.
Matricea conicei I' este matricea simetrica

. 5 4 -9
A= 4 5 -9
-9 -9 9
Atunci, invariantii metrici ai conicei I' sunt
5 4 -9 5 4
A=| 4 5 -9 :—817&0,6:'4 5‘:9>0§i1:10.
-9 -9 9

Deoarece avem
IA=-810<0

rezultd ca conica I' este o elipsa.
Pentru a gasi forma canonica a elipsei I' sd consideram forma patratica

p(z,y) = 522 + 8y + 5y

a caret matrice este matricea simetrica

(3.

Ecuatia caracteristici a matricii simetrice A este

5—A 4 _ 2 _
4 5\ =0 A —-10A+9=0
g1 deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt
)\1 =9 §’i )\2 =1.

Subspatiul propriv Vi, corespunzator valorii proprii A\; = 9 este

teoe= (50 4)(5)=(0))
= {(z,y) eR’ | —z4+y=0}=
= {(z,2) [zeR}

tar subspatiul propriu Vi, corespunzator valorii proprii Ao =1 este

o oo (11)()-(3))

= {(z,9) eR? |[z4+y=0}=
{(—z,z) |z € R}.

Nigte vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1 §i Ao sunt

Vi,

1 1
€ = _(171) §7’ € = _(717 1)7

V2 V2

()

unde matricea
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verifica relatia

Efectudand acum rotatia

() = =)= 0)-al )G

ecuatia conicet I' se reduce la
T:9(z')? + (y)? — 18V22' + 9 = 0.
Prin formari de patrate perfecte, obtinem
I:9(2 —v2)2+ () —9=0.
Efectudand acum translatia
X=a -2
{ Y=y,
ecuatia conicei I' se reduce la ecuatia canonica
X2 y?

F:9X2+Y2—9:0<:>1“:T+?—1:0,

adicd la ecuatia unei elipse.
Graficul elipsei I' este reprezentat mai jos in sistemul de axe XCY , unde punc-
tul C' are coordonatele

Cle' =v2,y =0) = Cz=1,y=1).

Elipsa T

Este evident ca elipsa T are azxele de simetrie D1 = CY gi Dy = CX de ecuatii
DllX:() §ZD2Y:0
sau, la nivel de coordonate x' si 1y, de ecuatii

Di:a' —vV2=0siDy:y/ =0.
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Deoarece avem relatiile

x =

(z+y)

Hg\H
[\)

Y =—F=(-z+y),

rezultd ca axele de simetrie D1 si Do ;{3 elipsei I au ecuatiile
Dy:z+y—2=0g9Dy:y—xz=0.
EXEMPLUL 7.7.2. Sa se precizeze natura §i genul conicei
I:32% —day — 2z +4y —3=0.
Mai mult, utilizind metoda roto-translatiei, sa se reduca ecuatia conicei I' la forma

canonica §i sa se reprezinte grafic conica I'.
Matricea conicei I' este matricea simetrica

. 3 -2 -1
A= -2 0 2
-1 2 =3
Atunci, invariantii metrici ai conicei I' sunt
3 -2 -1 3 _9
A=| -2 0 2 :87&0,(5:‘ ‘:—4<O§iI:3,
-1 2 -3 20

adicd conica I' este o hiperbola.
Pentru a gasi forma canonica a hiperbolei I' sa consideram forma patratica

p(x,y) = 32* — day
a caret matrice este matricea simetrica
A= ( . ) .
Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este
‘ 3—A -2
-2 =)
si deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt
A =-1g1 Ay =4

=0 A —-3\—-4=0

Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii Ay = —1 este

9 4 =2 z\ (0 .
{ewex (4 ) (5)=(0)}-
{(z,y) eR? | —2r+y=0}=

= {(z,22) [z eR}

tar subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii Ao = 4 este

9 -1 -2 z\ (0 _
{(l‘,y)eR ( 72 74 y - 0 -
{(z,y) cR? | T+2y=0}=
= {(-2y,9) |y eR}.

%%

Vi,
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Niste vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1 §i Ao sunt
_ 1 L 1
e = ﬁ(l,Q) g1 € = %(2, —1),

1 1 2
R%(24>
det R = —1.

7 9] ! ! . v —, — — —
In acest context, renumerotdm A} = Ao, Ay = A1 §i corespunzitor €] = €, €5 = €1,
pentru a obtine matricea de rotatie

, 1 (2 1
Rﬁ<—12)’

unde matricea

verifica relatia

unde
det R =1.
Efectudnd acum rotatia
T x’ T 1 2 1 T
= R & =— <
1
T =—=(22"+y)
- V5
1
- —— (2 — ' ,
y \/5( y' —a')
ecuatia conicet I' se reduce la
8 6
[:4(2')? — (y)? - —=2'+—=y —3=0.
(@) =) VAR

Prin formari de patrate perfecte, obtinem

o) () e

Efectudnd acum translatia

ecuatia conicet I' se reduce la ecuatia canonicd

12 2
D:d@”)? - (y")? —2=0&T: (‘Tl) W,
2

adicd la ecuatia unei hiperbole.
Graficul hiperbolei T este reprezentat mai jos in sistemul de aze ''Chy”, unde
punctul C1 are coordonatele

C1 <x’%,y’%)@6&(xl,yl).
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Hiperbola T

Este evident ci hiperbola T are axele de simetrie D1 = C1y” si Do = Cix” de
ecuatii
Dy:2"=0siDy:y" =0
sau, la nivel de coordonate x' si 1y, de ecuatii
3

1
D2 ——==0siDy:9y ——==0.
1 \/g g 2:Y \/5

Deoarece avem relatiile
1
¥ =—

\/5(21‘ - y)

1
y/ = —($+2y),

V5
rezultd ca axele de simetrie D1 si Do ale hiperbolei T' au ecuatiile
Dy :2r—y—1=0siDy:x+2y—3=0.

Mai mult, hiperbola T admite asimptotele dy gi dy (reprezentate punctat) de
ecuatit
d1,2 : y” = :|:2$C”

sau, la nivel de coordonate x' si %', de ecuatii
1 .
d1:—2x’+y’—%:0 §zd2:2x'+y/f\/5:0

sau, la nivel de coordonate x si vy, de ecuatii
di:—3x4+4y—1=0gide:xz—1=0.
EXEMPLUL 7.7.3. Sa se precizeze natura §i genul conicei
I':92% — 6xy + y? + 202 = 0.

Mai mult, utilizand metoda roto-translatiei, sa se reduca ecuatia conicei I' la forma
canonicd $i sd se reprezinte grafic conica I
Matricea conicer I' este matricea simetrica
9 -3 10
A= -3 1 o0
10 0 0
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Atunci, invariantii metrici ai conicei I' sunt
9 -3 10
A=|-3 1 0 :—1007&0,6:‘
10 0 0

adicd conica I' este o parabola.
Pentru a gasi forma canonica a parabolei I' sa consideram forma patratica

9 3 ‘:0 gi I =10,

-3 1

p(z,y) = 92° — 6zy + ¢
a caret matrice este matricea simetrica
9 =3
A= ( o ) .
Ecuatia caracteristici a matricii simetrice A este

9-X -3
-3 1-2A

$i deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt

)\1:0§i)\2:10.

=0 A —10A=0

Subspatiul propriu Vi, corespunzator valorii proprii A1 = 0 este

(o< (5 7)(5)=(5))
{(z,y) eR? | =3z +y=0} =

= {(z,3z) |z R}

tar subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprit Ao = 10 este

o= feoee (3 3)(5)-(2))
{(z,y) €eR? |z +3y=0} =
= {(-3y,9) |y eR}.

Nigte vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1 §i Ao sunt

1 1
&1 = ——(1,3) §i @ = ——(—3,1),

rem(s 1)

detR = 1.

%%

unde matricea

verifica relatia
Efectudand acum rotatia
() = =(5)=(0)-mwla 7))
y y' Y VIO 3 1 y'

= ——=(a' ~ 3y)

)—A§‘|>—\
o

Y= _(31./ + yl)v

3
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ecuatia conicet I' se reduce la

[:10(y')* + Y =0T:)2+—=1 ——=y =0.

20 , 60
VIO© V10

Prin formari de patrate perfecte, obtinem

2
F:(y'—i> +ix’—3:0.

Efectudand acum translatia

3
y =y - \/ﬁ?
ecuatia conicei I' se reduce la ecuatia canonica
2 9
F : 11\2 — _—.'L'//
") i 10

adica la ecuatia unei parabole.
Graficul parabolei T' este reprezentat mai jos in sistemul de aze x''Cy", unde
punctul C' are coordonatele

PR -9 . _3
C(xO,ym)®C<x 10,y10).

# y
yII
X
[ f
|
Parabola T

Este evident ca parabola T' are varful in punctul V' de coordonate

9 9 3
Vid'=——=,9y"=0] & V(id=—n—=,y=—)«
( 210! > ( 2107 \/10)

9 3
= V(x__2_07y_1>

st aza de simetrie D = Cx" de ecuatie
D:y" =0
sau, la nivel de coordonate x' si%y', de ecuatie
3

D:y ——=0.
Yy \/E
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Deoarece avem relatiile
1
= —(z+ 3y)

V10
y’:—1
V10

rezultd ca axa de simetrie D a parabolei I' are ecuatia
D:-3x4+y—3=0.
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CAPITOLUL 8

CUADRICE

Cuadricele sau suprafetele algebrice de grad doi reprezinta o clasd de suprafete
in spatiu, cu proprietéti remarcabile, intalnite in aplicatii din diverse domenii. Aces-
tea sunt caracterizate, intr-un reper cartezian ortonormat din spatiul E3, printr-o
ecuatie de forma

Y:g(z,y,2) =0,

unde functia g(x,y, z) este o functie polinomiald de grad doi in nedeterminatele x,
y si z. Din punct de vedere geometric, in acest capitol vom demostra ca o cuadrica
nu poate reprezenta in spatiu decat una dintre urmatoarele figuri geometrice: o
sfera, un elipsoid, un hiperboloid cu o pdnza sau doud, un paraboloid eliptic sau
hiperbolic, un con eliptic sau circular, un cilindru circular, eliptic, hiperbolic sau
parabolic, o reuniune de plane secante, paralele sau confundate, o dreapta, un punct
sau multimea vida.

8.1. Cuadrice pe ecuatii reduse

Vom prezenta in aceastd sectiune caracterizarile algebrice si principalele pro-
prietati geometrice ale cuadricelor, studiate in repere carteziene ortonormate alese
convenabil, dupa fiecare caz in parte. Fixdm pentru inceput reperul ortonormat

R ={0;1i,5,k}

in spatiul tridimensional al geometriei euclidiene E3, adicd fixdm in E3 un sistem
ortogonal de axe (coordonate) Ozyz.

8.1.1. Sfera.

DEFINITIA 8.1.1. Se numeste sferd de centru C(xg,yo, 20) §t de raza r > 0
multimea (S) a punctelor din spativ M (z,y, z) care verifica relatia

d(M,C) =r.

OBSERVATIA 8.1.1. Este evident cd multimea punctelor din spativ M(x,y, z)
care apartin sferei (S) de centru C(xo,yo,20) §¢ de raza r > 0 satisface ecuatia de
grad doi

(S) : (CL‘—(L’O)Z + (y—yo)2 +(Z—Zo)2 :7“2

numitid ecuatia carteziand implicitd a sferei de centru C(xg,yo,20) §t de
raza r > 0.
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Stera (5)

Dezvoltand p#tratele in ecuatia carteziand implicitd a sferei (.S), obtinem ecuatia
(S): 2?4+ y? + 2% — 2wor — 2yoy — 2202 + 22+ Y+ 22 — 12 =0,

care ne sugereazd studiul geometric al ecuatiei de gradul doi (ecuatie de cuadrici)
de forma
Yt +y?+ 22 +2ax+ 2y + 22 +d =0,

unde a, b, ¢, d € R. Deoarece ecuatia cuadricei % se transcrie sub forma
Si(z+a)?+(y+0)°+ (240’ =p,
unde p = a® + b + ¢ — d, rezultd ci avem urméatoarele situatii:
(1) Dacd p > 0, atunci multimea X este o sferd de centru C(zo, yo, 20), unde
To = —a, yo = —b, 20 = —¢, si de razd r = | /p;
(2) Daci p =0, atunci ¥ = {(—a,—b, —¢) };
(3) Daca p < 0, atunci ¥ = {0}.

DEFINITIA 8.1.2. Ecuatia

2+ y? + 2% + 2ax + 2by 4+ 2cz +d = 0,

unde
A2+ +c%—d>0,

se numegte ecuatia carteziand generald a sferei.
8.1.2. Elipsoidul.

DEFINITIA 8.1.3. Cuadrica (E) C E3 de ecuatie
22 g2 22
(E):E+ﬁ+§*110,

unde a,b,c > 0, se numegte elipsoid.
Este evident ci putem determina forma elipsoidului (F) studiind intersectiile
acestuia cu plane paralele cu planele de coordonate ale sistemului de axe Ozyz.

Astfel, observam c& intersectiile elipsoidului (F) cu plane paralele cu planele de
coordonate ale sistemului de axe Ozyz sunt:
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(1) Elipsele

2 2 2

AT S
(E.) : a+b2+02

z2=q,

2 22 B2
Ep):{ @ta@te 170

y=>5

2 2 2

Y z Y

Y Z 40 1
(E,) : b2+c2+a2

xT="

pentru |of <c, |8 <bsi || < a;
(2) Un punct pentru || = ¢ sau || = b sau |y| = a;

(3) Multimea vida pentru |a| > ¢, |8] > bsi |y] > a.

x

Elipsoidul (F)

Planele de coordonate Oy, xOz si yOz sunt plane de simetrie ale elipsoidului
(E) deoarece schimband pe rand pe z in —z, pe y iIn —y si pe z in —z ecuatia
elipsoidului (F) nu se modificd. Mai mult, deoarece schimbdrile tripletului (z,y, 2)
respectiv in (z, —y, —2), (—x,y,—2), (—x, —y, z) nu modificid ecuatia elipsoidului
(E), rezultd ci axele de coordonate Oz, Oy si Oz sunt aze de simetrie ale elip-
soidului (E). Prin urmare, originea O este centru de simetrie al elipsoidului (E).

Punctele in care axele de simetrie inteapd elipsoidul (E) se numesc vdrfurile
elipsoidului (F).

OBSERVATIA 8.1.2. In cazul in care avem a = b = ¢ = r > 0 elipsoidul (F)
devine o sfera (S) centrata in originea O(0,0,0) gi de razd r care are ecuatia

(S): 2 + o2 + 22 =12
OBSERVATIA 8.1.3. FElipsoidul este utilizat ca suprafata de referintd tn mecanicd
(elipsoidul de inertie) si in geodezie gi topografie (pentru masuratori).
8.1.3. Hiperboloidul cu o panza.

DEFINITIA 8.1.4. Cuadrica (Hy) C E3 de ecuatie

2 2 2
T L2 1=,

(H): G+ E ==

unde a,b,c > 0, se numeste hiperboloid cu o pdanza.
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Intersectiile hiperboloidului cu o panzd (H;) cu plane paralele cu planele de
coordonate ale sistemului de axe Ozyz sunt:

(1) Elipsele

2 v
(Eo): < a2 b2 2 N
z=a
pentru V a € R;
(2) Hiperbolele
2 2 ﬁQ
——-—=+=-1=0
He):{ @ & 7
Yy=2pn,
2 2 2
Y Y
=-=4+=5-1=0
(Hy):q 02 2 + a?
=7

pentru V 3,~v € R.

»

Hiperboloidul cu o panza (Hy)

Din punct de vedere al simetriilor, hiperboloidul cu o panzd (H;) are aceleagi
simetrii cu ale elipsoidului (F).

OBSERVATIA 8.1.4. Hiperboloidul cu o pdanza este folosit in constructii indus-
triale ca model pentru turnuri de ricire saw coguri de fum.

Daci scriem ecuatia hiperboloidului cu o panza (H;p) sub forma

s (G =0) Gre) =05 0+ 5)

si consideram familiile de drepte

(el [Eeie
Dy : D :

r =z y Y

A(———):y— 1+2 =0

a c b b

T oz y Tz
D, - a c N( b) D - a c
ut , Do :

M(E*E>:1+% 1—%:0,

a ¢

unde A, p € R, atunci obtinem evident urmatorul rezultat geometric:
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TEOREMA 8.1.1. (i) Prin orice punct M (xo, Yo, 20) ol hiperboloidului cu o pdnzi
(H1) trec doud drepte distincte: una din familia

(Da)rer U Doo
st una din familia
(Eu)uER U Eoo

(i1) Familiile de drepte (D)) xerUDoo $i (D)) crUD s sunt incluse in intregime
in hiperboloidul cu o panzda (Hy) si verifica relatiile

Hy) = (U DA> UDw=| D | D

AER HER

4 K

Generatoarele hiperboloidului cu o panzd (Hi)

DEFINITIA 8.1.5. Familiile de drepte (Dy)xerU Do §i (E#)MGRUEOO se numesc
generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panza (Hy).

DEFINITIA 8.1.6. O cuadrica cu proprietatea ca prin fiecare punct al sau trec
doud drepte distincte continute in cuadrica se numeste cuadricd dublu riglata.

COROLARUL 8.1.1. Hiperboloidul cu o panzda (Hy) este o cuadrict dublu riglata.
8.1.4. Hiperboloidul cu doua panze.

DEFINITIA 8.1.7. Cuadrica (Hz) C Es3 de ecuatie

x2 y2 22
H = _=41=0,
(Ho) : +b2 C+

unde a,b,c > 0, se numeste hiperbolozd cu doud pdnze.

Intersectiile hiperboloidului cu doud panze (Hz) cu plane paralele cu planele
de coordonate ale sistemului de axe Oxyz sunt:

(1) Elipsele
2 2 a2
(B):! @t -2 tt=0

Z=Q

pentru || > ¢, un punct pentru |a| = ¢ si multimea vidd pentru |o| < ¢
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(2) Hiperbolele

2 2 2
Hp):{ @ @ Tl

Yy=p,

2 2 2

v 2y
) B o@tett=0

Tr=7

pentru V 3,~v € R.

Hiperboloidul cu doud panze (Hs)

Hiperboloidul cu dou# panze (Hz) are aceleagi simetrii cu ale hiperboloidului
cu o panzd (Hy). Cele doud puncte de intersectie ale axei Oz cu hiperboloidul cu
doud panze (Hz) se numesc vdrfurile hiperboloidului cu dou& panze (Hs).

8.1.5. Paraboloidul eliptic.
DEFINITIA 8.1.8. Cuadrica (P.) C Es de ecuatie
2 2

LY
(Pe)-ﬁ‘i‘ﬁ

unde a,b > 0, se numeste paraboloid eliptic.

:Z7

Intersectiile paraboloidului eliptic (P.) cu plane paralele cu planele de coordo-
nate ale sistemului de axe Ozyz sunt:
(1) Elipsele
2 2
z Y
T il
(Eq) 1 a? + b2
z=w
pentru a > 0, punctul O pentru a = 0 si multimea vida pentru a < 0;

(2) Parabolele

(Pg):q o b?
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IS ol

S
S
N

(Py) :

pentru V 3,v € R.

X

Paraboloidul eliptic (P.)

Planele © = 0 si y = 0 sunt plane de simetrie ale paraboloidului eliptic (P).
Axa Oz este axi de simetrie a paraboloidului eliptic (P.) si inteapd suprafata in
originea O. Originea O se numegte vdrful paraboloidului eliptic (P,).

OBSERVATIA 8.1.5. Paraboloidului eliptic (P.) este folosit in industria de con-
fectii drept model pendtru calapoade de caciuli de iarnd dat fiind faptul ca acest
model asigura mularea caciulii pe cap.

8.1.6. Paraboloidul hiperbolic.

DEFINITIA 8.1.9. Cuadrica (P) C E3 de ecuatie

2 2

Yy
(P}L).E—b—z—z,

unde a,b > 0, se numeste paraboloid hiperbolic sau sa.

Intersectiile paraboloidului hiperbolic (P) cu plane paralele cu planele de co-
ordonate ale sistemului de axe Ozyz sunt:

(1) Hiperbolele

@2 v
(Ho):{ @@ 02
Z =0

pentru « # 0 si o reuniune de drepte concurente pentru o = 0;

(2) Parabolele

SC2 62
Ps):{ @@ “ T2

y =25,

2 2

v, _7
(Py) : b?—i_z_a2

T=7

pentru V 3,v € R.
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Paraboloidul hiperbolic (F,)

Simetriile paraboloidului hiperbolic (P}) sunt aceleagi cu ale paraboloidului
eliptic (P.). Originea O se numeste véarful paraboloidului hiperbolic (Py,).

OBSERVATIA 8.1.6. Paraboloidului hiperbolic (Py) este folosit in constructii in-
dustriale ca model pentru acoperiguri (spre exemplu, acoperigul garii din Predeal)
intrucdt aceasta suprafata se poate realiza din elemente rectilinii asezate convemabil
unei eficiente maxime.

Daci scriem ecuatia paraboloidului hiperbolic (Pp,) sub forma

-GG -

si consideram familiile de drepte

Ty V- T_Y¥_g
D : axb , Do : a b

(-%)= 2=0

I Yo T Y_
D - a b a b
D}L' T Y ’ o] 0

(G+3)= 2=

unde A, p € R, atunci obtinem evident urmatorul rezultat geometric:

TEOREMA 8.1.2. (i) Prin orice punct M (g, yo, 20) al paraboloidului hiperbolic
(Py) trec doud drepte distincte: una din familia

(Da)rer U Doo
st una din familia
(D#)#ER U Doo

(i) Familiile de drepte (D)) xerUDoo $i (D) uerUD oo sunt incluse in intregime
in paraboloidul hiperbolic (Py) si verifica relatiile

(Pn) = (U DA) UDoo = U D, Uﬁoo.
AER HER

DEFINITIA 8.1.10. Familiile de drepte (Dx)xer U Doo §i (E#)#QR U Dy se
numesc generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic (Py).

COROLARUL 8.1.2. Paraboloidul hiperbolic (Py,) este o cuadricd dublu riglata.
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8.1.7. Conul.
DEFINITIA 8.1.11. Cuadrica (C) C E3 de ecuatie
2 2 2
Lz 4 AT
(C).EJrﬁ—?fO,

unde a,b,c > 0, se numeste con.

Intersectiile conului (C) cu plane paralele cu planele de coordonate ale sistemu-
lui de axe Oxyz sunt:

(1) Elipsele

2 7o
(Ey):{ a2 b2 2
z=a

pentru « # 0 si punctul O pentru a = 0;
(2) Hiperbolele

1'2 22 BZ
(Hg):{ a2 &~ w2
y=5,
o2
(Hy): ¢ b2 2 a?
=7

pentru 3,y # 0 gi reuniuni de drepte concurente pentru 5 =0 sau v = 0.

Conul (C)

DEFINITIA 8.1.12. In cazul in care avem a # b spunem ci conul (C) este un
con eliptic.

DEFINITIA 8.1.13. In cazul in care avem a = b = r > 0 spunem ci conul (C)
este un con circular.

OBSERVATIA 8.1.7. Conul (C) se mai numeste conul asimptot al hiperboloidu-
lui cu o pdnza

2 2 2
Lz Y z _
(Hﬁﬁ‘%ﬁ*;*l—o

datorita formei acestui con tn raport cu forma hiperboloidului cu o pdnza.
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Conul (C') asimptot hiperboloidului cu o panza (Hi)

OBSERVATIA 8.1.8. Conul (C) se mai numeste conul asimptot al hiperboloidu-

lui cu doud pdnze
2 2 2

LT Y z _
(Hz).ﬁ+b—2*§+l—0,

datorita formei acestui con in raport cu forma hiperboloidului cu doud panze.

Conul (C') asimptot hiperboloidului cu dou& panze (Hz)

8.1.8. Cilindri.
DEFINITIA 8.1.14. Cuadrica (C.) C E3 de ecuatie
(C.) : z* 49 =12,

unde r > 0, se numeste cilindru circular.

ol |

«Y

¥4

Cilindrul circular (C.)



8.1. CUADRICE PE ECUATII REDUSE

DEFINITIA 8.1.15. Cuadrica (Ce) C E3 de ecuatie

2 2

LY —
(Ce).§+b—2*1—0,

unde a,b > 0, se numeste cilindru eliptic.

Cilindrul eliptic (C.)

DEFINITIA 8.1.16. Cuadrica (Ch) C E3 de ecuatie

R
(Ch)ig—b—z—lz(h

unde a,b > 0, se numeste cilindru hiperbolic.

S

Cilindrul hiperbolic (C},)
DEFINITIA 8.1.17. Cuadrica (C,) C E3 de ecuatie

(CP) : y2 = prv

unde p > 0, se numegte cilindru parabolic.

Cilindrul parabolic (C))

8.1.9. Reuniuni de plane, dreapta, punct si multime vida.

DEFINITIA 8.1.18. Cuadrica (PS) C Es de ecuatie

CL‘2 y2
(PS)E*EZO,

unde a,b > 0, se numeste reuniune de plane secante.

159
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DEFINITIA 8.1.19. Cuadrica (PP) C E3 de ecuatie
(PP):2? —a® =0,
unde a > 0, se numegte reuniune de plane paralele.
DEFINITIA 8.1.20. Cuadrica (PC) C E3 de ecuatie
(PC):2?=0
se numegste reuniune de plane confundate.

DEFINITIA 8.1.21. Cuadrica (D) C E3 de ecuatie

. vy _
(D) : 2t =0
unde a,b > 0, se numeste dreapta.
DEFINITIA 8.1.22. Cuadrica (P) C E3 de ecuatie
22 g 22
Pgtpta=t

unde a,b,c > 0, se numeste punct.

DEFINITIA 8.1.23. Cuadrica (V) C E3 de ecuatie

1'2 y2 22
(V):ﬁ+b_2+§+1:0’

unde a,b,c > 0, se numeste multimea vida.

8.2. Cuadrice pe ecuatie generala

S& consideram spatiul tridimensional al geometriei euclidiene E3 in care am
fixat un reper cartezian ortogonal

R ={0s1,5,k},
adicd am fixat un sistem ortogonal de axe (coordonate) Ozyz.

DEFINITIA 8.2.1. Multimea punctelor din spativ M (zx,y, z) ale caror coordonate
verifica o relatie polinomiala de forma

Yig(w,y,2) =0,
unde

g(x,y,2) = apx? + agny® + azzz® + 26120y + 201312 + 2093yz +
+2a147 + 2a24y + 2a342 + 44,
coeficientii reali
aij ER, Vi, j=1/14,
verificind relatia
a3y + ady + a3; + afy + afs +aj; # 0,

se numeste cuadricd.
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8.3. Invariantii metrici A, §, I si J ai unei cuadrice
Pentru inceput este important si subliniem faptul c& dacd unui punct din spatiu
M(x,y,z) € E5
ii atagam coordonatele omogene in hiperspatiu
M(x1,x2,x3,24) € Ey
legate prin relatiile
Z1 T2 . T3

T = y Yy=—8512=—,
T4 T4 T4

unde x4 # 0, atunci expresia ecuatiei unei cuadrice
Yig(z,y,2) =0
devine expresia echivalentd a anuldrii unei forme patratice
Q:R*->R
definitd prin
_ 2 2 2
Q(l’) = a11%] + a22x5 + azzxr3 + 2a1921%2 + 2a13T1T3 + 20142124 +
+2a232203 + 2024T224 + 20347374 + A44T7,
unde x = (1, T2, 3, Tyq)-
DEeFINITIA 8.3.1. Matricea simetrica

ail a2 aiz a4
A= a2 Q22 A23 A4
ai3 QG233 a33 a34
Q14 Q24 A34 Q44

a formei patratice @ se numeste matricea cuadricei Y in sistemul ortogonal
de axe Ozxyz.

DEFINITIA 8.3.2. Numerele reale

ail a2 a3 ai4
a2 a2 a a4
A= 3 )
ai13 Q23 33 34
aiq a24 asq a44

a1 a2 a13
=| a2 a2 a3 |, I=ai +axn+as
a13  G23 Q33

St
22 23
a23 a33

ai;p  ais
a13 ass

a1 ai2
a12  a22

J=

-+

se numesc tnvariantit metrici ai cuadricer Y.

Vom demonstra in continuare cd invariantii metrici A, §, I gi J nu isi modifica
valoarea in urma efectudrii unei translatii sau a unei transformari ortogonale de
coordonate in spatiu.
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8.3.1. Invarianta lui A, ¢, [ si J la translatii. S& considerdm ci C(zo, yo, 20)
este un punct arbitrar din spatiul geometriei euclidiene E3. Este evident ca translatia
sistemului de axe Ozyz in sistemul de axe Cz'y’z’, translatie definitd prin

T T Zo
— /

y - y + yO 9

z Z 20

1 1 0 0 = x)
z2 | | 01 0 y xh
3 0 0 1 2 xg
Ty 0 00 1 x)

Atunci, efectuénd o translatie ca mai sus, deducem ca expresia ecuatiei cuadricei
Y:g(x,y,2) =0
devine expresia echivalentd a anuldrii formei patratice
Q:R*->R
definita prin
Q(x") = an(x))? + ana(xh)? + ass(x)? + 2a120) o + 2a132) 2% + 2a037hah +

+%($0, Yo, 20) T Ty + g—Z(Sﬂo, Yo, 20)TH Ty + %(3607 Yo, 20) 252} +
+9(20, Yo, 20) (z4)?,

unde z’ = (x], zh, x5, x}) si

dg
== (20, Y0, 20) = 2(a11T0 + a12y0 + a1320 + a14),

or
dg
8_y(x0’ Yo, 20) = 2(a1220 + a2yo + a2320 + a24),
dg

== (20, Y0, 20) = 2(a13x0 + a23y0 + a3320 + asa).

0z

DEFINITIA 8.3.3. Matricea simetrica

10
ail a2 a3 58_395(%"7’/0’20)
19g
a2 a2 a23 5 A (x()a Yo, Zo)
Z/ _ 20y
a a a 169( )
——=(x 2
13 23 33 592 0, Y0, 20
209 ,0,20) 222 (w0, 0, 20) 2 ) gl )
a0 i aa i ) =5 \ZLo, 5 2 Zo, 5 2
2 O 05 Y0, 20 20y 0, Y0, 20 292 0, Y0, 20 g\Zo, Yo, 20

a formei patratice Q se numeste matricea cuadricei Y in sistemul ortogonal
de axe Cx'y/7'.
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Daca consideram acum numerele reale
10g

ai1 a2 a3 5%(%7 Yo, Zo)
a2 az2 as3 %% (70, Y0, 20)
A = Yy
190g ’
a3 az3 ass 29- (70, Y0, 20)
19g 10g 10g
3 5y (0 0, Z0) Egy(woyyo,zo) 53, (%0:%0,20)  9(0, %0, 20)
ail a2 ais
8= a1z a2 ags |, I'=ai +axn+ass
aiz ag3 ass
si
J = | G 12 a1l ai3 a2 @23
a2 Q22 a1z ass Q23 a33

atunci putem demonstra urmétorul rezultat:
TEOREMA 8.3.1. Numerele reale A, 8§, I, J si N, &', I', J verifict egalitatile:
A=A, 6=6T=IsJ=1J.

DEMONSTRATIE. Egalititile 6 = 6, I = I’ si J = J' sunt evidente. Pentru a
demonstra egalitatea A = A’ folosim proprietétile determinantilor. Astfel, daci
inmultim in determinantul A’ prima coloani cu (—zg), a doua coloani cu (—yqg) si
a treia coloand cu (—zp) si rezultatele le adundm la ultima coloand, obtinem ceea
ce trebuia demonstrat. O

8.3.2. Invarianta lui A, §, I si J la transformari ortogonale. Este evi-
dent c& o transformare ortogonald de coordonate in spatiu definita prin

"

X X

_ 2
y | =B-|y ,
2 Z//

unde B- "B = I3, este echivalentd cu o transformare ortogonald de coordonate

omogene definita prin
1

T T
z2 | (B 0 xh
z3 | ( 0 1 ) xl
Ta xy

Atunci, efectuand o transformare ortogonald de coordonate ca mai sus, deducem
ca expresia ecuatiei cuadricei

Yig(z,y,2)=0
devine expresia echivalentd a anuldrii formei patratice
Q:R*->R

definita prin

1 s

12 " _1" " n_n
147124 +

" _ " 11\2 " 11\ 2 " 11\ 2
Q(z") = a1 (27)" + ax(2)” + ags(w3)” + 2072 vy + 20732775 + 2a
1 " _n " "1 1 " _n " i
+2a5325 %% + 2a5,T5T, + 205,57y + a44(x4)2,
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unde z” = (zf, 24, 24, x}).
DEFINITIA 8.3.4. Matricea simetrica

" 1 " 1

ay; Q12 Gz Ay

" 1 " 1/

7' = Q1p G2 Q23 Gy

1 " 1 "

a1z Qg3 A3z G3g

1 " 1 "

A1qy Ggq Q34 Gy

a formei patratice @ se numeste matricea cuadricei Y in sistemul ortogonal

de axe Ox'y"2".

Dacéi consideram acum numerele reale

1 " 1
" a/1/2 a/2/2 a/2/3 a/2/4 " 1 %12 s 1 " " "
— _ " 1 " _
A= " 7 7 i |, 00 =] ajy ay asy |, I =aj; +agn+as;s

aly ahy agy  aly oy 0 05
si
ayy Gy
ays  ass

" 1
arp; Qi3
" 1
a3 a3

1 "
1 a a
Jr=| M2y +
a1z G2

atunci putem demonstra urméatorul rezultat:
TEOREMA 8.3.2. Numerele reale A, 6, I, J si A", 8", 1", J" verificd egalitatile:
A=AN' 6=¢" T1=1"siJ=J"

DEMONSTRATIE. Vom demonstra mai intai ci avem § = 6", I =1" si J = J".
Pentru aceasta, fie forma patratica

p:R¥* =R
definitd prin
o(z,y,2) = a112® + axny® + azzz® + 2a100y + 241372 + 2a03yz =
T
= (z,y,2)- A | y |,
z

unde
a1l 612 013
A=| a2 azx a3
a3 Qa23 as3
In urma transformarii ortogonale de mai sus, forma patraticd ¢ capata expresia

1

s0(1,//7y//,zll) _ (xll7yll,zll) . TB .A-B- y,,

Z//
Deoarece numerele reale §, I si J caracterizeaza polinomul caracteristic
Pa(\) =det(A — Al3) = —=X3 + 1A% — JA 46,

rezultd cd expresia acestuia este invariantd la o schimbare de bazd (schimbare de
coordonate) datd de relatia matriceald

A"=T"B.A.B.
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In concluzie, avem
§5=08",1I=1"siJ=J"

Repetand rationamentul de mai sus pentru forma patratica

Q:R*->R
definita prin
T
fr— ._ . x2
Q(CL‘) - ($1,$2,$3,$4) A T3 )
T4

deducem ca, in urma transformarii ortogonale omogene de mai sus, forma patratica
Q capata expresia

xf

B 0 — B 0 Y
Q(x”):(x’l’,x’z’,a:;,’,xif)-( 0 1)'A'<0 1>' 2l
:L,II

4

Deoarece numarul real A caracterizeaza polinomul caracteristic
Pr(\) = det(A — AL,) = X' —=TA° + LA* — KA+ A,

unde T, L, K € R, rezultd ci expresia acestuia este invariantd la o schimbare de
baza (schimbare de coordonate) datd de relatia matriceald

—11 T 0 — B 0
(7)) AT )

A=A".

In concluzie, avem

8.4. Centrul unei cuadrice
Fie cuadrica ¥ : g(z,y, z) = 0, unde
9(z,y,2) = ana® + any® + azsz® + 2a120y + 21372 + 2a23y2 +
+2a147 + 2a24Y + 20342 + 44,

si fie C(x0, Yo, 20) un punct arbitrar din spatiul geometriei euclidiene Fs.

DEFINITIA 8.4.1. Punctul C(xg,yo, 20) se numeste centru al cuadricei ¥ daci
este satisfacuta uwrmatoarea afirmatie logica:

V P(z,y,2) € X = P'(2x9 — 1,2y0 — 9,220 — 2) € 2.

OBSERVATIA 8.4.1. Din punct de vedere geometric, definitia anterioard aratd
ca punctul C este centrul unei cuadrice 3 daca pentru orice punct P de pe cuadrica
3 simetricul sau fata de punctul C se afla tot pe cuadrica 2. Din acest motiv, daca
exista, centrul C' al unei cuadrice ¥ se mai numeste i centrul de simetrie al
cuadricet 3.
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TEOREMA 8.4.1. Punctul C(xq, yo, 20) este centru al cuadricei ¥ daca gi numai
daca

dg
5 (0: 0, 20) =0
z a11%o + a12yo + ai3zo + a4 =0

Jg
a—y(CEo, Y0,20) =0 &< a1ax0 + agayo + as3z0 + azs =0

P a1320 + az3yo + aszzo + azs = 0.
g
2 (1'07 Yo, ZO) =0

DEMONSTRATIE. Efectuand translatia sistemului de axe Oxyz in sistemul de
axe O'z'y’z’, unde O’ = C, translatie definit4 prin

=1+ xg
y=v9+w
z =12+ 29,

ecuatia cuadricei X devine
Y a1 (2))? + an(y)? + ass(2)? + 2a120"y 4 201322 + a3y 2 +
9g

0 0
+a_i($0,y0,220)$l + a_z(x()?y()a Zo)yl + 82’ (x07y0720)zl + g(x07y0720) = 0.

Evident, din definitia centrului unei cuadrice deducem ca conditia ca noua
origine
OI(O7 0, O) - C(SU(), Yo, ZO)
a sistemului de axe O'z'y’z’ si fie centru al cuadricei ¥ se reduce la verificarea
afirmatiei logice

VP y,d)yeX=P (-2, —y,-2)ex.
Aceasta conditie este echivalenti cu egalitatea

a11($l)2 + ass (y/)z 4 a33(z')2 4 2&121”];’ + 2(11356’2’ + 2a23y1217

0 0 0
*8—57(5507%, 20)x’ — a—Z(wo,yo, 20)y — 8—2(%,240, 20)2" + g(xo, Yo, 20) =0

pentru orice punct P(2’,y’, 2’) € X. Prin scidere, rezultd ci

0 0 15)
a—i(ﬂﬁo,yo,zo)iﬂ/ + 8—5(96073;/0,20)2/ + 8—2(9507240,20)2’ =0,V Py, 7) e

Deoarece punctul P(z’,y',2") € 3 este arbitrar, rezultd ci

0 0 0
a_i(x()?y()azo) =0, ai(xo,yoazo) =0si a—i($07y0720) =0.
O
OBSERVATIA 8.4.2. Deoarece determinantul sistemului liniar
10g
5%(9507240, 29) = 1120 + a12Yo + a1320 + a4 = 0
109
§a—y($0, Y0, 20) = @120 + 22y + A2320 + a24 =0
10g

5@(560, Yo, Zo) = a13%0 + a23Yo + a3320 +az4 =0
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este
a1 a2 Q13
d=| a2 ax a3 |,
a13 ag3 G33

rezultd cd urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:

(1) Daca 6 # 0, atunci cuadrica ¥ : g(x,y,z) = 0 are un unic centru
C(zo,y0,20) ale carui coordonate sunt determinate de sistemul Cramer
anterior. Vom demonstra in acest capitol ca cuadricele cu centru sunt:
sfera, elipsoidul, hiperboloidul cu o pdnza sau doud, conul, un
punct i mul{imea vida.

(2) Daca § =0, atunci cuadrica ¥ : g(x,y,z) = 0 ori nu are niciun centru
ori admite o dreapta de centre ori admite un plan de centre. Vom
demonstra in acest capitol ca conicele farda centru sunt paraboloidul
eliptic, paraboloidul hiperbolic si cilindrul parabolic, cuadricele cu o
dreapta de centre sunt cilindri circular:, cilindri eliptici, cilindri
hiperbolici, dreapta si reuniunea de plane secante iar cuadricele cu
un plan de centre sunt reuniunea de plane paralele sau confundate
st multimea vida.

8.5. Reducerea la forma canonica a cuadricelor cu centru (¢ # 0)

S& considerdm acum ca ¥ : g(z,y, z) = 0 este o cuadrica cu centrul C(zg, Yo, 20),
ceea ce implicd § # 0. Dupd cum am observat in demonstratia teoremei precedente,
efectuand o translatie a sistemului de axe Oxyz in sistemul de axe O’z'y’z’, unde
O’ = C, ecuatia cuadricei ¥ devine

Y a1 (@) +ane(y)? +ass(2')? + 2a122"y 4+ 2a132" 2 + 2a23y' 2’ + g(w0, Yo, 20) = 0.
S& studiem in continuare forma patratica ¢ : R? — R definit& prin
(@’ y, 2) = a1 (2')? 4 ax(y)? + as3(2)? + 2a102"y + 2a132" 2 + 2a03y' %’

Evident, matricea simetricd atagata formei patratice ¢ in baza canonica a spatiului
vectorial euclidian gR3este

air a2 a3
A= a2 az a3
ai3 Q@23 as3
Atunci, conform metodei valorilor proprii de reducere la forma canonici a formelor

pétratice, existd un sistem de coordonate O’ XY Z in raport cu care forma pétratica
@ are forma canonica

O(X,Y,Z) = M X%+ Y2 4+ X322,

unde Aq, A2 si Az sunt valorile proprii ale matricii A.
Evident, valorile proprii A1, A2 si A3 sunt solutiile ecuatiei caracteristice

air — A a2 a13
a2 asg — A a23 :0@)\3*1)\24*:])\*6:0
a13 as3 ass — A
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S& presupunem acum ca baza in care se obtine forma canonica a formei patratice
 este baza ortonormata formata din vectorii proprii
€1 = (£1,62,€3), €2 = (M1,m2,m3) 51 € = ((1,(s,(3)

corespunzatori valorilor proprii A, A2 si A3. Atunci, rotatia care realizeaza forma
canonicd a formei patratice ¢ este datd de relatia matriceald

! &1 om G X
Y = E2 M2 (o Y )
2 €3 M3 (3 Z
unde matricea
&1 m G
R = §a M2 Co
§s M3 (s

verifica relatia det R = 1.
OBSERVATIA 8.5.1. In aplicatii vom renumerota, daci este cazul, valorile proprii
A1, Ao §i A3 i, tmplicit, vectorii proprii ortonormati €1, €x §i €3, astfel incdt
detR = 1.

In urma rotatiei de mai sus, expresia ecuatiei cuadricei ¥ devine
2 MX? 4+ XY + A3 2% + g(20, Yo, 20) = 0.

Evident, matricea cuadricei X in sistemul de axe O’ XY Z este

AMO00 0
— [ 0o xn o0 0
A=l 0 0 0

0 0 0 g(x07y0720)

Tinand cont de invarianta lui A si § la translatii gi transformari ortogonale de
coordonate, deducem ca

A= (A1-A2-A3) - 9(20,90,20) 810 = A1~ Az - Az,
adica
A
9(xo0, Yo, 20) = S

In concluzie, in urma unei roto-translatii convenabile, ecuatia cuadricei ¥ cu
centrul in punctul C(zg, yo, 20) poate fi scrisd in forma canonica:

A
S MXT Y+ N2 + < =0
TEOREMA 8.5.1 (Clasificarea cuadricelor cu centru (6 # 0)). Dacd

Yig(z,y,2) =0

este o cuadrica cu centrul in punctul C(xo, Yo, 20), atunci cuadrica ¥ poate reprezenta
in spatiuv una dintre urmatoarele figuri geometrice: un elipsoid, in particular o
sfera, un hiperboloid cu o pdnza sau doud, un con, un punct sau multimea
vida.

DEMONSTRATIE. Tin&nd cont de ecuatia canonica a cuadricei ¥, avem urma-
toarele situatii posibile:
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(1) A#0;
(a) Dacd A1, A2, A3 sunt de acelagi semn, contrar semnului termenului

liber 5 atunci cuadrica X este un elipsoid;

(b) Dacd numai doud valori proprii au acelagi semn, atunci cuadrica ¥
este un hiperboloid cu o pdnzd sau doud;

(c) Daca A1, Ao, Az si 3 au acelagi semn, atunci cuadrica X este multimea
vidd;
(2) A=0;

(a) Dacd numai doud valori proprii au acelagi semn, atunci cuadrica ¥
este un con;

(b) Dacd A1, A2 si Az au acelagi semn, atunci cuadrica ¥ este un punct
care este exact centrul C(zg, Yo, 20)-

O

8.6. Reducerea la forma canonicé a cuadricelor fard centru (6 = 0)
Fie ¥ : g(z,y,2) =0, unde
g(z,y,2) = ana®+agy® + azz2® + 2a102y + 201372 + 2a03y2z +
420147 + 2094y + 20342 + 44,

o cuadrica cu é = 0. Reaminitm ca, in acest caz, sistemul liniar

10g
- =anr+apy+tazz+ays =0
2 0x
10g
—— = a12% + a2y + @23z + a4 = 0
2 Jy
10yg
—— = 13T + a23y + asz3z +azs =0
20z

este ori incompatibil ori compatibil simplu nedeterminat ori compatibil dublu nede-
terminat. Cu alte cuvinte, cuadrica ¥ ori nu admite niciun centru de simetrie ori
admite o dreapta de centre de simetrie ori admite un plan de centre de simetrie.

DEFINITIA 8.6.1. O cuadrica ¥ : g(z,y,z) = 0, unde 6 = 0, se numegte
cuadrica fard centru.

TEOREMA 8.6.1 (Clasificarea cuadricelor fara centru (§ = 0)). Daca
Lig(r,y,2)=0

este o cuadrica fard centru, atunci cuadrica 3 poate reprezenta in spativ una dintre
urmatoarele figuri geometrice: un paraboloid eliptic sau hiperbolic, un cilindru
eliptic, hiperbolic sau parabolic, o reuniune de plane secante, paralele sau
confundate, o dreapta sau multimea vida.

DEMONSTRATIE. S& consideram din nou forma patraticd ¢ : R? — R definita
prin
o(x,y,2) = a118” + azny” + assz” + 2a122y + 201332 + 2a23y2,
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unde a?; + a2, + al; + a2y + a25 + a3y # 0. Matricea formei pitratice ¢ in sistemul
de coordonate Oxyz este evident matricea simetrica

ai;r aiz2 a3
A= a2 ax a3 |,
a13 a23 a33

unde det A = 6 = 0. Mai mult, valorile proprii A1, A2 si A3 ale matricii A sunt
radécinile ecuatiei caracteristice

air — A ai2 a13
a2 s — A a923 :0@)\3*])\2+J)\:0,
a3 azy  azz — A

adica valorile proprii sunt, dupa o eventuald renumerotare, A1, A2 € R gi A3 = 0,
unde

MFA=1g A=
Daca notam acum cu
€1 = (§1,62,83), €2 = (n1,Mm2,m3) si €3 = ((1,(2,(3)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A\, Ao € Rgi A3 =0 si
efectuam rotatia

T &1 m G '
Y = §a My Co Y )
z §s M3 (s 2
unde matricea
& m G
R = §a My Qo
§s m3 Qs
verifica egalitatea
detR =1,

atunci ecuatia cuadricei X se rescrie sub forma
YA () + Xa(y)? + 2a) 0" 4 2ah,y" + 2ah,2" + aly, = 0.

Evident, matricea cuadricei ¥ in sistemul de coordonate Oz'y’z’ este matricea si-
metrica

)\1 0 0 a'14
— 0 )\2 0 a'24
0 0 0 aby
aly Gy ahy dly
Deoarece trecerea de la sistemul de coordonate Ozyz la sistemul de coordonate
Oz'y'2’ s-a fdcut printr-o rotatie, deducem c& invariantul A are valoarea

A = —J(ay,)*

Vom considera in continuare urmatoarele cazuri posibile:
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[ A -
(1) Dacd A # 0, atunci J = AjAg # 0siahy =+ -3 # 0. In aceastd

situatie, efectudm o translatie a sistemului de axe Ox'y
axe C XY Z, translatie definitd prin

2" in sistemul de

=X +xzg
v =Y +yo
Z/:Z+Zo,

unde punctul C(zg,yo,20) este ales astfel incat ecuatia cuadricei ¥ si
capete o forma cat mai simpla. Deoarece efectudnd o asemenea translatie
ecuatia cuadricei ¥ se reduce la

Y MXZ 4 Y2 4205, 7 + 2(\xo + aly) X + 2(Aayo + ah, )Y +
FAE + Aoyl 4 2a] 40 + 2ab,y0 + 2ah,20 + aly = 0,
determindm punctul C(zo, yo, 20) impunand conditiile
Azo+al, =0
M3 + \ayd + 2a) 30 + 2ab4y0 + 2ab420 + aly = 0.

Este evident ca acest sistem are o solutia unica

/
a4
Ty = ———
0 "
!
_ 024
Yo = Ay
o — g+ Aoy + 2a 430 + 2ab,y0 + aly
0 2ah, '

si deci ecuatia cuadricei X se poate scrie sub forma canonica

E:A1X2+>\2Y2i21/—%-Z:O.

Prin urmare, cuadrica X este:
(a) un paraboloid eliptic dacd J = A1 A > 0;
(b) un paraboloid hiperbolic dacd J = A1 Ag < 0.
(2) Daci A =0si J = A\ # 0, atunci aj, = 0. In aceasts situatie, ecuatia
cuadricei X se scrie sub forma
YA () 4 Xa(y)? + 2a7 40" + 2ah,y" + aly, = 0,

adicd avem de-a face cu o ecuatie polinomiald de gradul doi in 2’ si 3/ ce
poate fi pusa sub forma

/ 2 / 2 / 2 ’ 2
ik (SU' + a)\_114> + A2 (y’ + a)\_224) + aly — (010)° _ fa2)” _
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Efectuand acum translatia in spatiu

al
X =+ 214
x—i-)\l
a/
Y — o + 224
Z =2,

deducem ci ecuatia cuadricei X se scrie sub forma
2 2 "
E : )\lX + )\QY + a44 == 07

unde

gy = Ay —
Prin urmare, cuadrica X este:
(a) daci aff, # 0;
(i) un cilindru eliptic dacd A1, A2 au acelagi semn, contrar semnu-
lui lui af)y;
(ii) un cilindru hiperbolic dacd J = A1 Ag < 0;

(iil) multimea vida dacd A1, Mg sl @, au acelagi semn;

(b) daci aj, = 0;

(1) o reuniune de plane secante dacd J = A2 < 0;

(ii) o dreapta dacd J = A1 A\g > 0.
Dacd A =0gi J = A Ay =0, atunci A\; = 0 sau Ay = 0. Presupunand ca
Ao = 0, ecuatia cuadricei ¥ se scrie sub forma

¥ (2)? + 2ah 2" + 2ahy + 2ah,2" 4+ a)y =0,

unde \; = I # 0, adica avem de-a face cu o ecuatie polinomiald de gradul
doi in 2’ ce poate fi pusd sub forma

!

2 2
RN x/er Jr2a/ /+2/ /+ ! 7(0'/14)
: T 24Y A342 T Qygq

=0.
1

Efectuand acum translatia in spatiu

deducem ci ecuatia cuadricei X se scrie sub forma
1\2 /i i "
¥ I(2") + 2a5,y" + 2a5,2" 4+ ay, =0,
unde

(0h)”

"o
Qgq = Qyq — T
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(a) Dacii k = (ah,)® + (ah,)? # 0, atunci, efectuand rotatia in spatiu
definita prin

=X
1
y' = @t )2(05/243/_@%42)
Aoy A3y
1
2= > > (a54Y + a5, 2),
(ahy)” + (asy)

ecuatia cuadricei X se scrie sub forma
I aly
YiIX242kY +ad,=06Y = ——X? - 2
ekt ay %k 2%k
Prin urmare, cuadrica ¥ este un cilindru parabolic.
(b) Daci k = (aby)* + (ahy)* = 0, atunci ah, = ah, = 0 si deci ecuatia

cuadricei ¥ este
1

Y:I(z") +d),=0e (2") + % =0.

Prin urmare, cuadrica X este:
a//
(i) o reuniune de plane paralele dacd % < 0;

(ii) o reuniune de plane confundate dacd alj, = 0;
a//
(ili) multimea vida dacd % > 0.

8.7. Metoda roto-translatiei pentru recunoasterea cuadricelor
Sa consideram ca
X:ig(z,y,2) =0,
unde
g(x,y,2) = anx® + any® + aszz® + 2a120y + 201352 + 2a93y7 +
+2a147 + 2a24y + 2a342 + 44,
2 2 2 2 2 2. 40

a1 +agy +azs +afy +afy + az # 0,

este o cuadricd gi fie A, §, I si J invariantii metrici ai cuadricei 3. Atunci, pentru o

mai clara sintetizare a rezultatelor din sectiunile precedente, vom utiliza urméatoarea
terminologie naturala:

(1) Cuadrica X pentru care A # 0 (elipsoid, hiperboloid cu o panza sau dou3,
paraboloid eliptic sau hiperbolic sau multime vidd) se numeste cuadricd
nedegenerata.

(2) Cuadrica X pentru care A =0 (con, cilindru eliptic, hiperbolic sau para-
bolic, reuniune de plane secante, paralele sau confundate, dreapta, punct
sau multime vid&) se numeste cuadricd degenerata.

(3) Cuadrica ¥ pentru care 6 # 0 (elipsoid, hiperboloid cu o panzi sau dou4,
con, punct, multime vidd) se numeste cuadricd cu centru.
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(4) Cuadrica ¥ pentru care § = 0 (paraboloid eliptic sau hiperbolic, cilindru
eliptic, hiperbolic sau parabolic, reuniune de plane secante, paralele sau
confundate, dreaptd, multime vida) se numegte cuadricd fara centru.

S& presupunem acum ca invariantii metrici A, § si J ai cuadricei 3 ori satisfac
conditia
2, 52 2
A%+ 5"+ J°#0,
ori, in cazul contrar, cuadrica ¥ nu este un cilindru parabolic. In acest context,
putem scoate in evidenta urmatorul

Algoritm de reducere la forma canonica a cuadricei ¥
-Metoda roto-translatiei in spatiu-

(1) Se asociaza cuadricei  forma pétratici ¢ : R® — R, definitd prin
¢(x,y,2) = ana® + agy® + azs2® + 20122y + 201372 + 2a23y2,
i se scrie matricea simetrica

a1 a2 613
A= a2 a2 a
a3 a3 a33

a formei patratice .

(2) Se calculeazd valorile proprii A1, A2 i A3 ale matricii A ca rdd&cini ale
ecuatiei caracteristice

ain — A ar a13

CL12 agss — A a3 =0<$)\3—I>\2+J)\+(5=0.
azs  azz— A

(3) Se calculeaza subspatiile proprii
ain — A1 ars a3 x 0
(z,y,2) € R a2 az — A1 az3 y |=10 ;
ars azs azs — A1 2 0
air — Az a2 a3 x 0
(z,y,2) € R? a2 a2 — Az az3 Y 0
ais azs ass — A2 2 0
ai;r — As a2 a3 x 0
(z,y,2) €R? aiz agze — A3 as3 y |=10
ais a3 asz — A3 z 0
corespunzatoare valorilor proprii A1, Ao si A3 ale matricii A

(4) Printr-o eventuald renumerotare, se aleg

E1 = (51752753)7 EQ = (77177727773) §1 E?) = (<17<27<3)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1, Ag si A3
astfel incat

detR =1,
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unde

& m G
R = §2 M2 Co
€3 N3 Qs

(5) Se efectueaza rotatia
T !
=R yl
z z

in urma careia ecuatia cuadricei ¥ devine
S (@) + X (y)? + As(2)? + 2a142" + 204 + 20502 + aly =0,
! I !/ I
unde ay, a5y, a3y, ajy € R

(6) Fortand factorii comuni A1, A2 si A3 (dacd este cazul) si restrangand pa-
tratele descompuse, se rescrie ecuatia cuadricei ¥ sub forma

B (@’ +20)” + Aoy’ +50)° + As(2' + 20) +a =0,
unde xg, Yo, 20, ¢ € R.

(7) Se efectueazd translatia

X =2 +x
Y=9y+uw
7Z =z +z

gi se scrie ecuatia canonica
S MXZT+ XY+ A3Z2% +a=0.
(8) Se recunoagte cuadrica X.

OBSERVATIA 8.7.1. Dacd a12 = a13 = a3 = 0, atunci metoda roto-translatier
incepe direct de la punctul (6).

ExeEmMpLUL 8.7.1. Utilizdnd metoda roto-translatiei in spatiu, sa se reduca la
forma canonicad i sa se recunoasca cuadrica

Y:a?+3y? +4yz — 62+ 8y +8=0.
Pentru a gasi forma canonicd a cuadricei 2 sa consideram forma patratica
o(x,y,2) = 2% + 3y + 4yz
a caret matrice este matricea simetrica

1 0 0

A= 0 3 2

0 2 0
Ecuatia caracteristici a matricii simetrice A este

1I-x 0 0
0 3-X 2 |[=0(1-NN=31x-4)=0
0 2 =)

g1 deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt

)\1:1, )\2:*1 §i)\3:4.
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Subspatiul propriv Vy, corespunzator valorii proprii Ay =1 este

0 0 O T 0
W, = (x,y,2) € R3 0 2 2 y | =10 =
0 2 -1 z 0

{(,,2) ER® |y+2=0, 2y —2=0} =
— {(,0,0) | z € R}.

Subspatiul propriv Vy, corespunzator valorii proprii Ao = —1 este
2 00 x 0
v = (z,y,2) € R 0 4 2 y |=10 =
0 2 1 z 0

{(x7yvz)€R3 |Zl':07 2y+z:0}:
= {(0,y,-2y) | y € R}.

Subspatiul propriv Vi, corespunzator valorii proprii Az = 4 este

-3 0 0 T 0
Vs = < (z,9,2) €R? 0 -1 2 y | =10 =
0 2 -4 z 0

= {(z,y,2) ER® |2=0, —y+22=0} =
= {(0,2z,2) | zeR}.

Nigte vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1, Ao §i As
sunt

e =(1,0,0), e *—0172) §Z€3——0,2,1
G V5
unde matricea
1 Vi 0 0
R=— 0 1 2
\/3 0o -2 1
verifica relatia
detR =1

Efectudnd acum rotatia

x ! T 1 NG x!
Y = R|l Y ||y |=— 0o 1 2 y | e
z z z V5 0o -2 1 z
T=x
L( +22")
. A
1
z=—=(=2¢ +72'),
\/5( Y +72)

ecuatia cuadricer 2 se reduce la

8 16
Y (a)? = ()2 +4(Z)? 62+ —=y +—=2 +8=0.

V5T V5
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Prin formari de patrate perfecte, obtinem

Eﬂﬂ3f<y:%>2+4e’%%921&

Efectudand acum translatia

X=12-3
4
Y=y ——
RV

2
Z=24+—

)
V5
ecuatia cuadricei 3 se reduce la ecuatia canonicd

Z2
Y:X2 V24422 - 1=0Y: X2 Y24+ —1=0,

adicd la ecuatia unui hiperboloid cu o pdnza.

ExeEmpLUL 8.7.2. Utilizand metoda roto-translatier in spatiu, sd se reduca la
forma canonicad i sa se recunoasca cuadrica

Y 22 +day — 8xz — dyz + 62 — 5= 0.
Pentru a gasi forma canonicd a cuadricei 2 sa consideram forma patratica
o(x,y,2) = 2y° + 4oy — 8xz — 4yz

a caret matrice este matricea simetrica

0 2 -4
A= 2 2 =2
-4 -2 0

Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este

A2 4
2 2-X -2 |=0&-AXA+4)(A—6)=0
-4 -2 =)

$i deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt
)\1:0, )\2:*4 §i)\3:6.

Subspatiul propriu V, corespunzator valorii proprii A1 = 0 este

0 2 -4 x 0

Vy, = {(z,y,2) €R? 2 2 -2 y | =10 =
-4 -2 0 z 0

= {(x,y,z)eRS |ly—22=0, x+y—2=0, 2x+y:0}:

= {(-2,22,2) | z€eR}.
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Subspatiul propriv Vy, corespunzator valorii proprii Ao = —4 este
4 2 —4 x 0
Vv, = < (w,y,2) €R? 2 6 -2 y | =10 =
-4 -2 4 z 0

{(x,y,z)€R3 | 22 4+y —22 =0, x+3y—z:O}:
= {(20,%) | € R},

Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii As = 6 este

-6 2 —4 x 0
Ve = < (z,9,2)€R? 2 -4 -2 y |=1]0 =
-4 -2 -6 z 0

{(x,y,z)€R3 | =32+y—22=0, 2 —2y—2=0,2z+y+32=0} =
= {(-2z,—-2,2) | zeR}.

Niste vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1, Ao §i A3z
sunt

1 1 1
e =—=(—1,2,1), & = —(1,0,1) sie3 = —(1,1,—1),
1 \/(—3( ) 2 \/5( )§ 3 \/g( )
unde matricea
211
V6 V2 V3B
2, L
Y V3
111
V6 V2 3
verifica relatia
det R =
Efectudnd acum rotatia
11
, NCRRVCIG ,
T T T 9 1 T
Yy = R|l Y || vy |= — 0 — y | e
z 2 z V6 V3 2
111
V6 V2 B
x_—il‘l-l-i /—i-izl
o TR T
= —ixl—i-izl
Yy G \/§
SR UVR BRI
V6 V2T VBT

ecuatia cuadricer 2 se reduce la

S —4(y)? 4 6(2)? — V6 +3vV2y +2V32 —5=0.
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Prin formari de patrate perfecte, obtinem
2 2
3v2 3 35
E:4<y’T\/—> +6<z’+%> f\/—x’fgz().

Efectudand acum translatia

35

X =o'+ —
86

3v2

Y =gy - 22
y=3

3
Z:z’+%,

ecuatia cuadricei 3 se reduce la ecuatia canonicd

vz o 72
Y AY? 4622 VX =06 Y - + = = X,
V6 6

4

adicd la ecuatia unui paraboloid hiperbolic.
ExeEMpPLUL 8.7.3. Utilizdnd metoda roto-translatiei in spatiu, sa se reduca la
forma canonicd i sa se recunoasca cuadrica
Y a? +y? +52% — 6oy + 222 — 2yz — 4z + 8y — 122 + 14 = 0.

Pentru a gast forma canonicd a cuadricei 3 sa consideram forma patratica

o(z,y,2) = 2> + y* +52° — 6oy + 2zz — 2yz

a caret matrice este matricea simetrica
1 -3 1
A= -3 1 -1
1 -1 5

Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este
1-X -3 1
“1 [=08 -A+2)A\? =9\ +18)=0
1 -1 5—=A
si deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt

)\1:—2, )\2:3§i)\3:6.

Subspatiul propriu Vi, corespunzator valorii proprii A\ = —2 este
3 -3 1 x 0
Vi, = < (z,y,2) € R -3 3 -1 y | =10 =
1 -1 7 z 0

{(I‘,y,Z)ERS |3$—3y+2’:0, x_y+7220}:
{(1’,1’,0) |Z§U€R}



180 8. CUADRICE

Subspatiul propriv Vi, corespunzator valorii proprii Ao = 3 este

-2 -3 1 x 0
V, = < (z,y,2) €R? -3 -2 -1 y | =10 =
1 -1 2 2 0

{(x,y,z)eR?’ [224+3y—2=0, 3z +2y+2=0, x—y+22':0}:
{(727272) |Z€R}

Subspatiul propriu V, corespunzator valorii proprii As = 6 este

-5 -3 1 T 0
Ve = X (2,9,2) €R3 -3 -5 -1 y | =10 =
1 -1 -1 z 0

= {(z,y,2) ER® |5z +3y—2=0, 3z +5y+2=0, 2 —y—2=0}=
= {(z,—z,2z) | x € R}.

Niste vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1, Ao §i A3
sunt

1 1 1
e =—(1,1,0), e = —(—1,1,1) sie3 = —(1,—1,2),
e 2( ), € 3( ) sies \/6( )
unde matricea
Lot L
B
1 1 1
R = — il _
2 B
1 2
0 — il
V3 6
verifica relatia
detR = 1.
Efectudnd acum rotatia
L T
, VRV ,
T T T 1 1 1 :cl
v = RlY |=|lv]|=lTFHm = FI|lY|=*
z 2! z V2 V3 V6 2
0o L 2
B
N VR U U
2' T TR
= yzil‘l-i-iy/——zl
V2 37 V6
Z—il—i-lzl
NEAN A

ecuatia cuadricer 2 se reduce la

Y —2(2")? +3(y)2 4 6(2)% + 2v/22" — 6v62' 4+ 14 = 0.



8.7. METODA ROTO-TRANSLATIEI PENTRU RECUNOASTEREA CUADRICELOR

Prin formari de patrate perfecte, obtinem

2 2
Y2 (x'£> +3(y’)2+6<z’§> +6=0.

2

Efectudnd acum translatia

X=a- Q
2
Y=y

_ V6
2 )
ecuatia cuadricei 3 se reduce la ecuatia canonicd

X2 y?
2:72X2+3Y2+6Z2+6:0@E:f?+7+Z2+1:0,

adica la ecuatia unui hiperboloid cu doua pdnze.






CAPITOLUL 9

GENERARI DE SUPRAFETE

In acest capitol vor fi descrise ecuatiile carteziene ale suprafetelor cilindrice,
suprafetelor conice si suprafetelor de rotatie din spatiu. Aceste suprafete vor fi
obtinute prin deplasarea conditionatd geometric a unei curbe din spatiu (in partic-
ular, aceastd curbd va fi o dreaptd). Pentru a putea obtine aceste ecuatii carteziene
vom admite geometric-intuitiv, fard o demonstratie riguroasa, ca o curba in spatiu
C este definita ca intersectia a doud suprafete 31 si Yo din spatiul E3, adicd avem

C=%1N%,,

unde
31 f(z,y,2) =041 3o : g(z,y,2) =0.
O expunere riguroasa si detaliatd a teoriei curbelor si suprafetelor in spatiu va
fi facuta in capitolele urmatoare.

9.1. Suprafete cilindrice

S& consideram ca

z,y,z2) =0
o. | f@v2)
9(z,y,2) =0
este o curba in spatiu si sa consideram ca
P=0
D :
Q=0

este o dreapta in spatiu definita ca intersectia a doua plane P si Q.

DErINITIA 9.1.1. Suprafata > C E3 obtinutd prin deplasarea unei drepte paralele
cu dreapta D, care se sprijind pe curba C, se numeste suprafata cilindrica de
curba directoare C' gi generatoare D.

TEOREMA 9.1.1. Suprafata cilindrica 3 de curba directoare C gi generatoare
D este caracterizatd printr-o ecuatie carteziana de forma
Y:9(PQ)=0,
unde functia ® se numeste functia de contact a suprafetei cilindrice 3.

DEMONSTRATIE. Pentru a descrie ecuatia suprafetei cilindrice 2 de curba di-
rectoare C gi generatoare D sa notdm cd multimea tuturor dreptelor din spatiu
paralele cu generatoarea D este reprezentata de familia de drepte

D P=2X
A -

g Q= u,
unde \, u € R.
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Selectam acum din familia de drepte D), doar acele drepte care au un punct
comun cu curba directoare C'. Prin urmare, selectdm acele valori A si u pentru care
sistemul

P=X

(S) - Q=np B
f(x7y7z) =0
g(x,y,z) =0

este compatibil (i. e. are cel putin o solutie in necunoscutele z, y si z). Deoarece
sistemul (S) este un sistem cu patru ecuatii si trei necunoscute x, y si z, rezultd ci
valorile A si p trebuie s& satisfacd o conditie de compatibilitate (conditie de contact)
despre care presupunem cg are forma

D(A, pu) =0.
In concluzie, tinand cont de faptul c&
A=Psipn=Q,
deducem ca ecuatia carteziand a suprafetei cilindrice 3 de curba directoare C si
generatoare D este
Y:9(PQ)=0.
O

EXEMPLUL 9.1.1. Sa se determine ecuatia suprafetei cilindrice ¥ avdand gener-
atoarele paralele cu dreapta

Yy
D:—===
1 1
$i care se sprijind pe curba directoare
2
T=y
C:
z=0.

Pentru tnceput sa observam ca dreapta D poate fi privita ca intersectia planelor
Piz—y=05Q:y—2=0,

z—1y=0
D:{ Y
y—z=0.

Familia de drepte din spatiu paralele cu dreapta D este

T—y=A
D)\M:{ .
unde A\, € R.

Selectam acum din familia de drepte D), doar acele drepte care au un punct
comun cu curba directoare C'. Prin urmare, selectam acele valori A §i p pentru care
sistemul

adicd avem

rT—y=2A

y—z=p
(S): g

rT=y

z=0
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este compatibil in necunoscutele x, y si z. Deoarece din ultimele trei ecuatii gasim
2=0, y=p siz=p’

rezultd cd conditia de compatibilitate (de contact) a sistemului (S) este

NZ_M:A<:>(I)()‘7M):O7

unde

O\, p) = p® = A — .
Inlocuind in conditia de contact

A=z—ysip=y—2z

gasim ca ecuatia suprafetei cilindrice X de curba directoare C' i generatoare D este

Yi(y—2)?—x+2=0.

9.2. Suprafete conice

S& considerdm ca

C:{ﬂ%%@0
9(@,y,2) =0
este o curba in spatiu si sa consideram ca
P=0
Ve Q=0
R=0

este un punct din spatiu definit ca intersectia a trei plane P, @ si R, alese convenabil.

DEFINITIA 9.2.1. Suprafata X C FE3 obtinutd prin deplasarea unei drepte care
se sprijind pe curba C' si care trece prin punctul fir V se numeste suprafatd conicd
de curba directoare C gi varf V.

TEOREMA 9.2.1. Submultimea X' = Y\{M(z,y,2) | R = 0} a suprafetei conice
3 de curba directoare C' gi varf V' este caracterizata printr-o ecuatie carteziand de

forma
P Q
Y:®o(=,=]=0
(7%) ="
unde functia ® se numeste functia de contact a suprafetei conice 3.

DEMONSTRATIE. Pentru a descrie ecuatia suprafetei conice 3 de curba direc-
toare C' gi varf V sd notdm cd multimea tuturor dreptelor din spatiu care nu sunt
incluse in planul R = 0 si care trec prin varful V este reprezentatd de familia de

drepte
P—-AR=0
v { Q- k=0,
unde A\, p € R.
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Selectam acum din familia de drepte D), doar acele drepte care au un punct
comun cu curba directoare C'. Prin urmare, selectdm acele valori A si u pentru care
sistemul

P-AR=0
Q-pR=0
(S) : N
f(x7y7z)_0
g(x,y,2) =0

este compatibil (i. e. are cel putin o solutie in necunoscutele x, y si z). Deoarece
sistemul (S) este un sistem cu patru ecuatii si trei necunoscute x, y si z, rezultd ci
valorile A si p trebuie s& satisfacd o conditie de compatibilitate (conditie de contact)
despre care presupunem ca are forma

(N, p) = 0.

In concluzie, presupunand c& R # 0 si tinand cont de faptul c&

AZEWLZE,

deducem ca ecuatia carteziana a submultimii
¥ =3S\{M(z,y,2) | R=0}

a suprafetei conice Y. de curba directoare C' si varf V este

e (L @)
win(5.2) -0

EXEMPLUL 9.2.1. Sa se determine ecuatia suprafetei conice X cu vdrful in
punctul V(1,1,1) gi care are curba directoare

2 4+9y?—4=0
C:{ Y
z=0.

O

Pentru inceput sa observam ca varful V' poate fi privit ca intersectia planelor
P:x—1=0,Q:y—1=0siR:2—1=0,

adicd avem

r—1=0
V. y—1=0
z—1=0.

Familia de drepte din spatiu care trec prin varful V este
x—1-Xz-1)=0
.D)\‘u :
yililu(zi]‘) :07

unde A\, € R.
Selectam acum din familia de drepte Dy, doar acele drepte care au un punct
comun cu curba directoare C'. Prin urmare, selectam acele valori \ si p pentru care
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sistemul
z—1-Az-1)=0

y—1-p(z—1)=0
22 +9y?—4=0
z=0

este compatibil in necunoscutele x, y st z. Din prima, a doua §t ultima ecuatie
gasim

(S):

z=0,z=1-Asiy=1—p.
Rezultda cd conditia de compatibilitate (de contact) a sistemului (S) este
1-AN+1Q-p)?—4=0s 3\ pu) =0,
unde
P ) =1 -N>+1—-p)’ -4
Presupundnd cd z — 1 # 0 gi inlocuind in conditia de contact
z—1 | y—1

)\7,2—1 &u:z—l’

gasim cd ecuatia submultimis
Y =S\{M(z,y,2) | z—1=0}

a suprafetei conice ¥ este

¥ <1x1)2+<1y1>24@2’:(zx)2+(zy)24(zl)2.

z—1 z—1
Deoarece planul R : z — 1 =0 nu are nici un punct comun cu curba directoare
2 2
*+y —4=0
C:
z=0,
rezultd ca ecuatia suprafetei conice X de curba directoare C' si varf V' este

Yi(z—x) 4+ (z—y)?—4(z-1)2=0.

9.3. Suprafete de rotatie

f z,Y,z)= 0
o ( )
9(z,y,2) =0
este o curba in spatiu si sa consideram ca
D- T—% _Y~—¥% _ 2~ %0

l m n

S4 consideram ca

este o dreapta din spatiu care trece prin punctul My(zo,yo, z0) si este directionati
de vectorul liber v(l, m, n).

DErINITIA 9.3.1. Suprafata > C FEs obtinuta prin rotirea curbei C in jurul
dreptei fire D se numeste suprafata de rotatie de curba generatoare C si axd
de rotatie D.
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TEOREMA 9.3.1. Suprafata de rotatie ¥ de curba generatoare C' gi axd de rotatie
D este caracterizata printr-o ecuatie carteziana de forma

E:<I>(:t\/(x—xo)z+(y—y0)2+(z—zo)2, lac—l—my—i—nz) =0,

unde functia ® se numegte functia de contact a suprafetei de rotatie 3.

DEMONSTRATIE. Pentru a descrie ecuatia suprafetei de rotatie 3 de curba gen-
eratoare C' si axa de rotatie D sd notam ca suprafata de rotatie X poate fi gandita
ca reuniunea tuturor cercurilor care se sprijind pe curba C, au centrele pe axa de
rotatie D si sunt situate in plane perpendiculare pe dreapta D.

Deoarece un cerc arbitrar din spatiu cu centrul pe dreapta D si situat intr-un
plan perpendicular pe dreapta D poate fi descris ca intersectia dintre o sferd de raza
arbitrard si centru in punctul My si un plan perpendicular pe dreapta D, rezulti ca
multimea tuturor cercurilor din spatiu cu centrul pe dreapta D si situate in plane
perpendiculare pe dreapta D este reprezentatd de familia de cercuri

On (x—20)2+ (y —90)> + (2 — 20)2 = N?
A lx +my +nz = p,

unde A\, € R.

Selectdm acum din familia de cercuri C), doar acele cercuri care au un punct
comun cu curba generatoare C. Prin urmare, selectam acele valori A si p pentru
care sistemul

(@ —20)? + (y —y0)* + (2 — 20)> = X?

lx+my+nz=p

f(@,y,2) =0

9(x,y,2) =0
este compatibil (i. e. are cel putin o solutie in necunoscutele x, y si z). Deoarece
sistemul (S) este un sistem cu patru ecuatii si trei necunoscute x, y i z, rezultd ci

valorile A si p trebuie s& satisfacd o conditie de compatibilitate (conditie de contact)
despre care presupunem cé are forma

D(A, pu) =0.
In concluzie, tinand cont de faptul c&
A=%V(& -0+ (y—0)? + (2 — 20)? i p = lw + my + nz,

deducem ca ecuatia carteziand a suprafetei de rotatie ¥ de curba generatoare C' si
axa de rotatie D este

§L®<i¢@fxwlﬂy—mﬁ+®fam,M+my+m>:a

(S):

0

EXEMPLUL 9.3.1. Sa se determine ecuatia suprafetei de rotatie 2 care se obtine
prin rotirea curbei generatoare

2?2 -2y +22-5=0
C:
z+z+3=0

in jurul azet de rotatie
D:z=y=-=z
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Din ecuatiile azei de rotatie D deducem ca
xo=Y=2=0gl=m=n=1

Familia de cercuri din spativ cu centrul pe dreapta D si situate in plane per-
pendiculare pe dreapta D este data de

2 2 2 2
T Y 2T =A
C)\ : 4
THY+z=p,
unde A\, € R.
Selectam acum din familia de cercuri C,, doar acele cercuri care au un punct

comun cu curba generatoare C'. Prin urmare, selectam acele valori \ i p pentru

care sistemul
2 +y? 22 =2

T+Yy+z=p

(S): 2 2,2
=2y 4+2°—5=0
z+24+3=0

este compatibil in necunoscutele x, y $i z. Scazdnd a treia ecuatie din prima ecuatie,
respectiv a patra din a doua, gasim

32 =N =5 siy=p+3.
Rezulta cd conditia de compatibilitate (de contact) a sistemului (S) este
3(p+3)° =X -5a 0\ pu) =0,
unde
S p) =3(u+3)° =N +5.
Inlocuind in conditia de contact
A=dva2+y2+22sip=a+y+ 2,

gasim ca ecuatia suprafetei de rotatie ¥ de curba generatoare C gi axd de rotatie
D este
Yi3wty+z+3)?—a? -y -2 +5=0.






CAPITOLUL 10

CURBE PLANE

In acest capitol vom defini riguros curbele plane si vom studia principalele pro-
prietati geometrice ale acestora. Totodata vom scoate in evidentd o marime scalara
(curbura) care ne va da informatii asupra formei unei curbe plane. Pe parcursul
acestui capitol, prin aplicatie diferentiabild vom intelege o aplicatie neteda, adica
o aplicatie diferentiabila de o infinitate de ori pe un domeniu deschis, convenabil
ales, in sensul cd acesta este inclus in domeniile de definitie ale aplicatiei studiate
si derivatelor acesteia.

10.1. Definitii si exemple
DEFINITIA 10.1.1. O aplicatie diferentiabila
c: I CR—R?
unde I este un interval real, definita prin
c(t) = (z(t),y(t)), VeI,
unde

(@' ()" + (' (1) #0, VEel,
se numegte parametrizare regulata.

DEFINITIA 10.1.2. Variabila t € I, care defineste parametrizarea requlata c(t),
se numeste parametru.

DEFINITIA 10.1.3. Multimea de puncte din plan
Ime ™ {P(x(t),y(t) | t € I} C Es,

care reprezintd imaginea unei parametrizari requlate c(t), se numeste curba pland
parametrizata.

DEFINITIA 10.1.4. O multime nevida C de puncte din plan cu proprietatea ca
pentru fiecare punct My(xg,vo) € C existd in R? o vecinatate V a punctului Moy si
existd o parametrizare requlatd

c: I CR—R?
astfel incdt
CNnV=Imc
se numegte curba planda.
OBSERVATIA 10.1.1. Intuitiv vorbind, o multime nevida C de puncte din plan

este o curba pland daca intr-o vecindtate suficient de mica a fiecarui punct My € C
curba pland poate fi identificata cu imaginea unei parametrizari requlate.

191
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OBSERVATIA 10.1.2. Este evident ca orice curbd pland parametrizatd este o
curba plana.

ExeMpPLUL 10.1.1. Fie aplicatia diferentiabila
c:[0,27) — R?
definita prin
c(t) = (rcost, rsint),
unde r > 0. Deoarece functiile
x(t) = rcost gi y(t) = rsint
verifica relatia
(@ (1) + (W (£))” =r?sin®t +r2cos®t =12 £ 0, V t € [0,27),

rezultd ca aplicatia diferentiabila c este o parametrizare regulatd.
Deoarece imaginea parametrizarii requlate ¢ este multimea de puncte

Ime = {P(z,y) | 2* +y* ="},
rezultd ca cercul centrat in originea O(0,0) si de razd r > 0, definit de ecuatia
C:z®+y? =12
este o curba plana. Fste important de subliniat insa cd cercul C mai poate fi privit,
spre exemplu, si ca imaginea parametrizarii requlate
¢:[0,7) — R?
definita prin
(1) = (rsin 27,7 cos 27).

OBSERVATIA 10.1.3. O curbd pland poate fi privita ca imaginea mai multor
parametrizari requlate distincte.

ExXEMPLUL 10.1.2. Sa consideram multimea de puncte din plan
C:a23 -y +2zy=0.
Pentru a studia daca multimea de puncte C' este o curba plana vom cauta o
parametrizare requlata x(t) si y(t) a multimii de puncte C de forma
y =tx.
Cu alte cuvinte, vom cauta x(t) astfel tncat si avem adevarata relatia
23 —t323 + 222 =0, Vi, z eR.
Pentru x # 0 gi t # 1 deducem ca avem
2t 2t2
e YT e
Prin urmare, considerand parametrizarea requlata
c:R\{0,1} — R?

(t) = 26 217
W=\s-1re-1)

obtinem ca avem adevarata relatia

C\{0(0,0)} = Ime.

x

definita prin
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In concluzie, multimea de puncte C\{O(0,0)} este o curba pland.

Fie f : D ¢ R> — R, unde D este un domeniu deschis din R?, o functie
diferentiabild. Reamintim din analiza matematica faptul cd pentru orice punct
P(z,y) € D vectorul

wradp)P)* (GHr.5E ).

unde 9f /0x gi Of /Oy reprezintd derivatele partiale ale functiei f(x,y), se numegte
gradientul functiei f in punctul P(z,y).

DEFINITIA 10.1.5. Un punct My(zo,y0) € D care verificd relatia
grad(f)(Mo) # (0,0)

se numeste punct regulat al functiei f.
In acest context, putem demonstra urmétorul rezultat:

TEOREMA 10.1.1. Multimea de puncte din plan P(x,y) € E5 ale cdror coordo-
nate verifica relatia

C: f(z,y) =0,
unde
grad(f)(P) # (0,0), vV P € C,
este o curbd pland.
DEMONSTRATIE. Si considerdm ci My (zo,yo) € C este un punct arbitrar al

multimii de puncte C' (i. e. f(xo,y0) = 0 si grad(f)(My) # (0,0)). Deoarece
conditia

grad(f)(Mo) # (0,0)

este echivalentd cu conditia
af > orof 2

of
— (M, 0.
In conditiile de mai sus, conform teoremei functiilor implicite din analiza matem-
aticd aplicatd functiei f si punctului My(xq,yo), deducem ci existd o vecinitate I

a lui zg in R si existd o functie derivabila

p:ICR—R

sa presupunem ca

cu proprietatile

o(x0) = yo, f(0(x)) =0 5 g—iw@» 40, Vael

Prin derivare, din ultimele relatii obtinem c&

L@ pla)) + G pla)) /() =0, Ve 1
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adica

Sa consideram acum aplicatia diferentiabild
c:ICR—R?
definita prin
c(t) = (t, ¢(t)).
Deoarece conditia

grad(f)(P) # (0,0), VP e C,

este echivalentd cu conditia

(%(P))Z (%(P))Z #0,VPeC,

of 2
== (t, (1))
<8x >27AO,VteI,

(Ftow)

adicd deducem ci aplicatia diferentiabild ¢(t) este o parametrizare regulatd. Mai
mult, luand in R? o vecinitate convenabild V' a punctului My (zg,yo) € C, obtinem
ca

deducem ca

L+ (') =1+

CNnV =Imec.
In concluzie, deoarece punctul My(zo,yo) € C a fost ales arbitrar, rezultd ci
multimea de puncte C este o curba plana. O

DEFINITIA 10.1.6. O curba plana definiti ca in teorema precedenta se numeste
curbd plana definitda implicit.

COROLARUL 10.1.1. Orice conica cu proprietatea cd nu contine nici un centru
de simetrie (i. e. elipsa, in particular cercul, hiperbola, parabola, reuniunea
de drepte paralele sau confundate si multimea vidd) este o curba plana.

DEMONSTRATIE. Fie I' o conicd arbitrard care nu contine nici un centru de
simetrie si care este definita implicit de ecuatia

I':g(z,y) =0,
unde
9(z,y) = a113> + 2a100y + azy” + 20137 + 2023y + ass.
Vom demonstra prin reducere la absurd c&

(%az))z + (g—g<p>)2 £0, ¥ Pa,y) €T

S& presupunem prin absurd cd existd un punct din plan My(x,yo) apartinand
conicei I care verifica relatia

(o) + () -
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Atunci, deducem imediat c&

10
§a—i(Mo) =a1170 + az2yo + a3 =0
10
58_§(M0) = a12o + az2¥yo + az3 =0,

adicd punctul Mo(zo,yo) este un centru de simetrie al conicei I'. Acest lucru se afli
in contradictie cu ipoteza ca conica I' nu contine nici un centru de simetrie.
In concluzie, conica I' este o curba plana. O

ExeEMPLUL 10.1.3. FElipsa de ecuatie carteziana implicita
2 2
z Y
(E);—l—b—z—lzo,
unde a,b > 0, este o curba pland. O parametrizare requlata o elipsei (E) este
determinata de aplicatia diferentiabild

c:[0,27) — R?
definita prin
c(t) = (acost,bsint).
Cu alte cuvinte, avem

(E) =Ime.
ExEMPLUL 10.1.4. Hiperbola de ecuatie carteziand implicitd
22 2
(H)Zﬁ—ﬁ—lzo,

unde a,b > 0, este o curbd pland. O parametrizare requlata a ramurii din dreapta
azei Oy a hiperbolei (H) este determinatid de aplicatia diferentiabild

1 :R—>R?
definita prin
c1(t) = (acosht,bsinht),
unde

L —t t_ —t
cosht = % gt sinht = %,

iar o parametrizare regulati a ramurii din stdnga axei Oy a hiperbolei (H) este
determinatd de aplicatia diferentiabild
cs i R — R?
definita prin
¢o(t) = (—acosht, bsinht).
Cu alte cuvinte, avem
(H) =Imcy UImes.
ExXEmMPLUL 10.1.5. Parabola de ecuatie carteziand implicita
(P):yz_sz:()?
unde p > 0, este o curba pland. O parametrizare regulatd a parabolei (P) este
determinatd de aplicatia diferentiabild
c:R— R?
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definita prin

Cu alte cuvinte, avem
(P)=Ime.

OBSERVATIA 10.1.4. Din cele descrise pana acum deducem cd o curba plana
poate fi descrisa in doud feluri:

(1) parametric (ca imaginea unei parametrizari requlate ¢ : I C R — R?);
(2) implicit (ca o multime de puncte requlate C : f(x,y) =0).

OBSERVATIA 10.1.5. Din punct de vedere teoretic, cu ajutorul teoremei functi-
ilor implicite din analiza matematica, orice curba plana definitd implicit poate fi
parametrizata local, intr-o vecindatate a fiecarui punct. Practic insd, o astfel de
parametrizare locala requlata este dificil de exprimat in general. Pe cazuri particu-
lare, prin artificit de calcul, pot fi gasite totusi astfel de parametrizari requlate locale
pentru curbele plane definite implicit (vezi exemplele de mai sus).

10.2. Dreapta tangenta si dreapta normala
10.2.1. Curbe parametrizate. Sa considerdam cd C' = Im ¢, unde
c: 1 CR—R2 ct) = (x(t),y(t)),
este o curba pland parametrizatd regulatd si sa consideram ca

c(to) = Po(z(to), y(to)),

unde tg € I, este un punct arbitrar fixat al curbei C. Interpretarea geometrica a
derivatei aplicatiei ¢ in punctul ¢y implica faptul ca cd vectorul liber

. def . C(t() + h) — C(t())

¢(tp) = lim ——————

(to) h—0 h ’

este tangent la curba C in punctul Py = ¢(tp). In acest context, introducem urmé-
toarele concepte geometrice:
DEeFINITIA 10.2.1. Vectorul liber nenul
¢(to) = (2'(to), ¥/ (to))
se numegte vectorul tangent (viteza) la curba C in punctul Py = c(to).

DEFINITIA 10.2.2. Dreapta Tp,C care trece prin punctul Py = c(to) si care este
directionata de vectorul tangent ¢(to) se numeste dreapta tangentd la curba C in
punctul Py.

DEFINITIA 10.2.3. Dreapta Np,C care trece prin punctul Py = c(to) §i care este
perpendiculara pe vectorul tangent ¢(tg) se numeste dreapta normalad la curba C
in punctul Py.



10.2. DREAPTA TANGENTA SI DREAPTA NORMALA

R2

/

/

b

} Normala
|
|

B

Tangenta

Tangenta si normala unei curbe plane

Din geometria analiticd in plan rezultd imediat urméatorul rezultat:

TEOREMA 10.2.1. Ecuatiile dreptelor tangenta Tp,C §i normala Np,C sunt

descrise de formulele

§t

~x—2x(to)  y—ylto)
TRl 0y~ ite)

Np,C': (z = x(to)) - 2'(to) + (y — y(to)) - ¥/ (to) = 0.

EXEMPLUL 10.2.1. Sa se scrie ecuatiile tangentei si normalei in punctul

v
P (1o=7)

la spirala logaritmica S = Imc, unde

c:R—R? c(t) = (e '(cost —sint),e "(cost +sint)).

e
~<

X

N
/

it

6

b
|

Spirala logaritmica S

FEste evident ca avem

x(t) = e *(cost — sint) gi y(t) = e *(cost + sint).

Prin derivare, obtinem

gasim ecuatiile

2'(t) = —2e ' cost giy (t) = —2e "sint.

Calculdand toate entitatile anterioare pentru

m
t0217
u n
¢ 4P I
fr =¥ eﬁ f@TpoS:x—y—i—e 4v2=0
—e 4V2 e 42
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st

il il il il
Np,S:—e 42z —e 4\/§<y—e 4\/§>:O<:>Np05:x+y—e 42 =0.

10.2.2. Curbe definite implicit. S& consideriim ci C : f(z,y) = 0, unde

arad £)(P) = (L (P). 5L

este o curbd pland definitd implicit gi s& consideram c& Py(xg,yo) este un punct
arbitrar fixat al curbei C (i. e. f(zg,yo) = 0). Fie

c: I CR—R? c(t) = (=(t),y(t)),

o parametrizare regulatd a curbei C' in vecindtatea punctului Py(zg,yo). Atunci
existd to € I astfel incat

c(to) = Po(z(to), y(to)) = Po(To,y0)

(P)> #(0,0), V P e C,

si
flz@®),y(t) =0, Vtel
Derivand ultima egalitate in raport cu ¢ si calculand totul in punctul ¢y, de-
ducem c3

() @ 00) + L) (0 (10)) =0 & dgrad(F)(Fo). &(ta) =

adica vectorul gradient grad(f)(P,) este perpendicular pe vectorul é(tg) care este
tangent la curba C in punctul Py(xo,y0) = c(to). In acest context, introducem
urmatoarele concepte geometrice:

DEFINITIA 10.2.4. Vectorul liber nenul

arad£)(P) = (G i)

se numegte vectorul normal la curba C in punctul Py(xo,yo).

DEFINITIA 10.2.5. Dreapta Tp,C care trece prin punctul Py(zo,yo) $i care este
perpendiculard pe vectorul normal grad(f)(Py) se numeste dreapta tangentd la
curba C' in punctul Py.

DEFINITIA 10.2.6. Dreapta Np,C care trece prin punctul Py(zo,yo) §i care este
directionata de vectorul normal grad(f)(FPy) se numeste dreapta normala la curba
C in punctul Pp.

Din geometria analitica in plan rezultd imediat urmatorul rezultat:

TEOREMA 10.2.2. Ecuatiile dreptelor tangentd Tp,C si normald Np,C sunt
descrise de formulele

TPOCS(SU*ZL’Q)'%(Po)+(y7y0)'g_£(PO):O

§t

Np C T—To _ y*yo.
© Uy Ypy
oz ? oy 0
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EXEMPLUL 10.2.2. Sa se scrie ecuatiile tangentei si normalei in punctul

la foliul lur Descartes

unde a > 0 gi 22 +y% # 0.

Foliul lut Descartes F

Prin derivari partiale obtinem

af af

=322 — 3ay §i = = 3y? — 3ax,
Ay
unde
f(z,y) = 2> + 3 — 3azy.
Calculdnd aceste derivate partiale in punctul Py, obtinem

0 of B 9a> 0 of 9a?
O () = 1 ¥y () = o
In concluzie, gasim ecuatiile

3a\ 9a2 3a\ 9
Tpo}':<x7a)'%+<y7a> 270<:>Tp0f z+y—3a=0

3a 3a
5 V3
Np,F: 0Z = o2 < Np,F:x—y=0.

4 4

§t

10.3. Reperul lui Frénet. Curbura unei curbe plane
S4 consideram cd C' = Im ¢, unde
c: 1 CR—R? ct) = (x(t),y(t)),
este o curba pland parametrizata regulata.

DEFINITIA 10.3.1. Vectorul liber nenul
def 1 1 ’ ’
T(t) t) = (1), ¥/ (1))
ECIR [EGII

se numegte versorul tangent la curba C =Imc in punctul P = c(t).
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DEeFINITIA 10.3.2. Vectorul liber nenul
dgf 1 . 1

unde

R:R? - R?%, R(zx,y) = (—y,x),
este o rotatie in sens trigonometric de unghi 90°, se numeste versorul normal la
curba C =Imc in punctul P = c(t).

OBSERVATIA 10.3.1. Folosind definitia produsului scalar in spatiul R2, se veri-
fica ugor ca avem
2 2 .
T@I" =INOII" =1 si (T(t),N(t)) =0, Vtel,
adicd reperele
Re={P =c(t): T().N(1)}, Vte 1,
sunt repere ortonormate in planul geometric euclidian Es.
DEeFINITIA 10.3.3. Reperul ortonormat mobil
R =A{P =c(t); T(t),N(t)},
unde t € I, se numeste reperul lui Frénet asociat curbei C = Imc in punctul
P = c(t).
S& consideram acum vectorul liber

ORNCHONEO)

numit vectorul acceleratie in punctul P = ¢(t). In acest context, putem introduce
urmatorul concept geometric:

DEFINITIA 10.3.4. Numarul real

b EORED) @) (0 ()
GO [y + w2

se numegte curbura curbei C = Imec in punctul P = c(t).

Studiind acum variatia versorilor reperului lui Frénet, putem demonstra urma-
torul rezultat geometric important:

TEOREMA 10.3.1. Versorii T(t) si N(t) ai reperului lui Frénet asociat curbei
C =Imec in punctul P = c(t) verificd urmatoarele formule Frénet:

% = k(t) - o(t) - N(t)
% = —k(t) - v(t) - T(t),

unde v(t) = ||¢(t)|| reprezinta viteza curbei C = Imc in punctul P = c(t).

DEMONSTRATIE. Deoarece baza By = {T(t), N(t)} este ortonormata, rezulta
ca urmatoarele descompuneri sunt adevarate:

% _ <%,T(t)> T(8) + <‘Z N(t )> N(t)

T = (Gro) o+ (G ) Ne,
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Derivand acum relatiile
(T'(t),T(t)) = (N(t), N(t)) = 151 (T'(¢),N(t)) =0

deducem ca

<%,T(t)> — <%,N(t)> =0si <%,N(t}> + <%,T(t)> =0,

adicd avem adevarate descompunerile

% = <%,N(t}>-N(t}

Deoarece, prin derivare directa, obtinem
dar < é(t),é(t) > . 1
- e

& = e O een
gasim ca
ar _ @ RED)) _ iy
(o) = S = k00wt
adica ceea ce aveam de demonstrat. O

ExempruL 10.3.1. Curba descrisa de un punct M aflat pe un cerc de raza
r > 0 care se rostogoleste fara alunecare de-a lungul azei Ox se numegte cicloida.
Sa se calculeze elementele reperului lui Frénet i curbura intr-un punct arbitrar al
cicloidei C = Im ¢, unde

c:R\{ 27 |1 €Z} — R c¢(t) = (r(t —sint),r(1 — cost)).

| x— N T
R ) N
: k\\ T r // \\ /
e B R L e e e e 2 o
Ol X
Cicloida C

Este evident ca avem
x(t) = r(t —sint) gi y(t) = r(1 — cost).
Prin derivare, obtinem
2/ (t) =r(l — cost) siy'(t) = rsint,
adica
¢(t) = (r(l — cost), rsint).
Deoarece avem

lle@®)]| = rvV2 - V1 —cost = 2r 5

. t'
sin —|,
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deducem ca

1 1 t
T(t) = — é(t) = : (sin -, sin = cos—)
OISR T G R
2
$t
1 1 t t t
N(t) = w7 - R(c(t)) = . ( sin = cos =, sin® —) ,
[z mf] TR
2

undet € R\{ 27 |l € Z}.
Derivand inca o data, gasim
2 (t) = rsint giy"(t) = rcost.
Prin urmare, curbura cicloidei este

Kty = 2OV ="y ) 1 —, VieR\{ 2 | €2},

()2 + ()2

sin —
2

10.4. Schimbari de parametru. Orientarea unei curbe plane
Fie ¢c: I C R — R? o parametrizare regulati, definitd prin

c(t) = (z(t), y(t)),
si fie curba pland C' = Imec.
DEFINITIA 10.4.1. Orice functie
t:ICR—JCR, t— ),
unde J este un interval real, care este derivabila, bijectiva si cu inversa
t:JCR—ICR, t—t(),

derivabila se numegte schimbare de parametru a curbei C = Imc iar parame-
trizarea regulatd
z:J CR—R2 ) = c(t)),

se numeste reparametrizare a curbei C' = Imec.

OBSERVATIA 10.4.1. Daci t = 1(t) este o schimbare de parametru pentru curba
plana C = Im ¢, atunci urmatoarea egalitate este adevarata
dt dt Lo 1
dt dt dt — dt’
dt
TEOREMA 10.4.1. Daca t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba
pland C' = Imec, atunci urmatoarele formule de invarianta sunt adevarate:

C=Imc¢=Imec=C,

T(?) = +T(t), N() = £N(t),

F@) = +k(t), TF) = +o(t) - %
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st

7 7

dt
unde semnul ” +7 apare dacd 7 > 0 iar semnul” =7 apare daca 7 < 0.

DEMONSTRATIE. Formulele de mai sus se deduc imediat din relatiile de derivare
a functiilor compuse, si anume

&(f) = é(t) - %
si , )
¢(t) = é(t) - (%) + &(t) - %.

O

OBSERVATIA 10.4.2. Egalitatile din teorema precedentd ne sugereaza ca curbele
plane parametrizate requlate pot fi privite ca curbe plane orientate (cu un sens
de parcurs). Intuitiv vorbind, putem aprecia ca orientarea unei curbe plane para-
metrizate c(t) este data de orientarea geometrica a vectorului tangent ¢(t) ca vector
liber legat in punctul c(t). In acest context geometric, o schimbare de parametru
t =t(t) a curbei plane C = Imc pastreazd orientarea curbei C daca

dt

20
g~

$i inverseazd orientarea curbei C' daca

dt
“ o
di =

EXEMPLUL 10.4.1. Fie curba pland parametrizata requlata C = Imc, unde
c:(0,00) — R?, ¢(t) = (sint,Int).
Functia B ~
t:(0,00) = R, t(t) = Int,
este o schimbare de parametru a curbei C = Imc, avind inversa
t:R — (0,00), t(I) = €.
In acest context, reparametrizarea curbei C = Imec este datd de
¢:R— R% &) = (sine, 7).
Este important de subliniat ca avem adevaratd egalitatea
C=Imé=Imc=_C.
Deoarece
dt

—=e'>0, VIER,
dt

rezultd ca schimbarea de parametru t(t) = Int pastreaza orientarea curbei C deter-
minatd de orientarea geometricd a vectorului tangent

o) = (cost, %) .
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ExEMPLUL 10.4.2. Fie curba plana parametrizata requlata C = Im ¢, unde
c:[0,1] = R? c(t) = (2t,t2).
Functia
t:00,1] — [0,2], t(t) = 2t,
este o schimbare de parametru a curbei C = Imec, avind inversa

umgyﬂamt@:%.

In acest context, reparametrizarea curbei C' = Imc este data de

-2
- -t
¢:[0,2] — R? ¢(f) = (t,z> .
Este important de subliniat ca avem adevaratd egalitatea
C=Imc¢=Imc=C.

Deoarece p !
t _
£:§>0, Vt€[0,2],
rezultd ca schimbarea de parametru t(t) = 2t pastreazd orientarea curbei C deter-
minata de orientarea geometrica a vectorului tangent

e(t) = (2,2t).
ExXEMPLUL 10.4.3. Sa se calculeze curbura intr-un punct arbitrar al elipsei
2?2 g2
(E)g—i_b_z_l:()’

unde a,b > 0. Deoarece curbura elipsei nu depinde de parametrizarea aleasa (mod-
ulo un semn care determind orientarea elipsei (E)), subliniem cd o parametrizare
a elipsei (E) este datd de

x(t) = acost gi y(t) = bsint,
unde t € [0, 2w). Prin derivdri succesive, obtinem
'(t) = —asint | 2”(t) = —acost
{ y'(t) = bcost o { y"(t) = —bsint.

Prin urmare, curbura elipsei (E), consideratd ca orientatd in sens trigonometric,

este
ab

(a2 sin®t + b2 cos2 £)3/2’

k(t) = v telo,2m).

OBSERVATIA 10.4.3. In cazul particular al elipsei (E) pentru care
a=b=r>0,
adicd in cazul cercului (C) centrat in originea O(0,0) si de Tazd r de ecuatie
(C): 2% +y* =12,
considerat ca orientat in sens trigonometric, obtinem curbura

1
k(t) = — = constant, vVt e[0,2m).
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Pe de alta parte, daca consideram semicercul superior al cercului (C) si para-
metrizarea sa orientata in sensul acelor de ceasornic, definita prin
2(r) =7 siy(r) = V2~ 72,
unde T € [—r, 7], oblinem curbura

k;(q') = —% = constant, Vr1e [_Ta T]'

10.5. Lungimea unei curbe plane. Parametrizarea canonica

Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
c:la, b CR =R, c(t) = (a(t),y(1), a <b,
este o curba pland parametrizata regulata.

DEFINITIA 10.5.1. Lungimea curbe: C = Imc este definitd prin formula

/H Yt = /V/ OVt > 0.

OBSERVATIA 10.5.1. Definitia de mai sus este consistentd din punct de vedere
geometric deoarece daca impartim curba plana C = Imc in arce de curba sufi-
cient de mici, atunci putem aprorima lungimea acestor arce de curba cu lungimea
segmentelor de dreapta pe care le subantind. Fwvident, lungimea curbei C'=Imc se
obtine adundnd lungimile acestor segmente de dreapta si aplicind sumei un procedeu
la limita ca la integrale care me conduce la formula de mai sus.

OBSERVATIA 10.5.2. Daca t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba
pland C' = Imec, atunci

L(©) = L(C),

adicd lungimea unet curbe plane nu depinde nici de parametrizare nici de orientare.

ExXEMPLUL 10.5.1. Sa se calculeze lungimea cercului C' = Im ¢, unde

c:[0,27] — R?, ¢(t) = (rcost,rsint), r > 0.
Vectorul tangent intr-un punct arbitrar al cercului C = Imc este
¢(t) = (—rsint, rcost)
iar norma acestui vector (viteza) este
o(t) =|le@)|| =, Vteo,2n].

In concluzie, lungimea cercului este
2T
L(C) :/ rdt = 27r.
0

TEOREMA 10.5.1. Dacd L > 0 este lungimea curbei plane C' = Ime, atunci

functia
&MHHN%JWM/W@Wm
este o schimbare de parametru pentru curba C :ahnc avdnd proprietatea ca
lé(s) =1, V s € [0, L],

unde

¢ [0, L] = R?, &(s) = e(t(s)) = (a(t(s)), y(t(5)))-
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DEMONSTRATIE. Din definitia integralei definite deducem ca functia

s(t) = / 1é(0)1do

este derivabila si, mai mult, avem

ds )
L el £0, vt € [a,8]
dt
Atunci, conform teoremei functiei inverse din analiza matematicé, rezultd c& functia
s =s(t)
este inversabila iar inversa ei
t =1(s)
verifica relatia
dt 1
—=—"-#0,Vsel0,L]
dsle(t(s)I] ©

In concluzie, functia s = s(t) este o schimbare de parametru, adicd aplicatia
¢:[0,L] = R?, &(s) = c(t(s)) = (a(t(s)), y(t(s))),
este o reparametrizare a curbei C' = Ime¢. Prin urmare, avem
C=Im¢=1Imc=C.

Folosind acum regula de derivare a functiilor compuse, deducem ca

c(s) = e(t(s)) - 7 = [le(s)l| = lleCts))Il - :

mzl,VSE[O,L]

O

DEFINITIA 10.5.2. Parametrul s din teorema precedentd se numeste para-
metrul canonic sau parametrul lungime de arc al curbei C' = Imc iar repara-
metrizarea curbei C = Imc datd de

¢:[0,L] — R?, &(s) = c(t(s)) = (z(t(s)), y(t(5))),
se numegste parametrizarea canonicd a curbei plane C' = Ime.

OBSERVATIA 10.5.3. Parametrizarea canonica a curbei C' = Im ¢ padstreazd ori-
entarea curbei C' deoarece

dt 1
—=——>0,Vsel0,L]
ds ||e(t(s))l]
OBSERVATIA 10.5.4. Proprietatea fundamentald a unei curbe plane C = Ime,
parametrizatd canonic prin

c(s)

(@(s),y(s)), Vs €10, L],
este ca '
lle(s)ll =1, ¥ s € [0, L].

Din acest motiv, curbele plane parametrizate canonic se mai numesc i curbe de
viteza unu.
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OBSERVATIA 10.5.5. Teorema precedentd ne arata ca teoretic orice curba pland
parametrizatda requlata poate fi reparametrizata canonic. Practic insa gdsirea para-
metrului canonic s este adesea foarte dificila, chiar imposibild, deoarece integrala
care defineste parametrul canonic conduce la functii s(t) extrem de complicate, care
nu pot fi usor inversate.

ExXEMPLUL 10.5.2. Sa se reparametrizeze prin lungimea de arc cercul C = Im,
unde
c:[0,27] — R?, ¢(t) = (rcost,rsint), r > 0.
Prin derivare, obtinem
¢(t) = (—rsint, rcost), ¥ t € [0,27].
Norma vectorului viteza este
[le@®)|| =r, ¥V te]0,2n].

Atunci, parametrul lungime de arc este
s(t) = /trda =rt, ¥V tel0,2n].
tar inversul parametrului canom‘s este
t(s) = ;, Vs €0,27r].
In concluzie, reparametrizarea canonica a cercului C = Ime este daté de
¢:[0,21r] — R2, &(s) = c(t(s)) = (r cos%,rsin%) :

Cu alte cuvinte, avem

st
[le(s)|| =1, V s €]0,27r].

10.6. Interpretari geometrice ale curburii unei curbe plane

Deoarece orice curba plana parametrizatd regulatd poate fi reparametrizata
prin lungimea de arc, s presupunem ca C' = Im ¢, unde
c:[0,L] — R, e(s) = (a(s), y(s)),
este o curb& pland parametrizatd canonic. Atunci, rezultd cd avem
v(s) = le(s)l| =1 & (2'(5))* + (¥ (s)* =1, ¥ s € [0, L].
In acest context, tinand seama de formulele de invariant# demonstrate anterior
si alegand o orientare convenabild a curbei plane C = Im ¢, expresiile elementelor

reperului lui Frénet, expresia curburii, precum gi formulele lui Frénet, se simplifica
dupd cum urmeaza:

T(s) = &(s) = (2'(5),4/(5)), N(s) = R(&(s)) = (=¢/(5), 2" (s)),
k(s) = (é(s), R(c(s))) = ' (s)y" (s) — 2" (s)y/(5)

si



208 10. CURBE PLANE

TEOREMA 10.6.1. Curbura unei curbe plane parametrizate canonic are expresia
k(s) = ¢'(s), V s € |0, L],
unde p(s) reprezinta unghiul format de tangenta la curba C = Imc in punctul c(s)
cu axa O.
DEMONSTRATIE. Din relatia
(@ ()* +(y'(s)* =1, ¥ s € [0, L],
rezultd ca existd o functie bijectiva
¢ : [0, L] — [0, 2]
astfel incat pentru orice s € [0, L] avem
{ x'(s) = cosp(s)
y'(s) = sinp(s),

unde ¢(s) reprezinta unghiul format de vectorul tangent ¢(s) cu vectorul liber 3.
Din aceste relatii rezulta imediat expreia ciutatd a curburii, si anume

k(s) = a'(s)y"(s) — 2" (s)y/(s) = ¢(s), V s € [0, L].
O

COROLARUL 10.6.1. Orice dreapta din plan are curbura egala cu zero in fiecare
punct al ei. Reciproc, daca o curbd pland are curbura in fiecare punct ale ei
k(s) =0,
atunct curba plana are tmaginea inclusa intr-o dreapta.

DEMONSTRATIE. S& presupunem ci avem o dreaptd arbitrard din plan, de
ecuatie
T —x -
D- 0o_JY yo7
l m

unde %2 +m? # 0. Atunci, o parametrizare regulat a dreptei D este dat# de
a(t) = wo + 1t §i y(t) = yo + mt,
unde t € R. Rezultd imediat de aici ca
oo TOVO OO
(@ (£)? + (' (£))2"
Reciproc, sa presupunem ca C' este o curba plana cu proprietatea ca

k(s)=¢'(s) =0, Vsel0,L],

unde s este parametrul canonic al curbei plane C. Atunci, deducem imediat ci

410(8) = %o GR, Vs € [OaL]a

adica avem
x'(s) = cos pq x(s) = zg + scos ¢
y'(s) =singpy y(s) = yo + ssinpy
pentru orice s € [0, L], unde zg,yo € R. Evident, imaginea parametrizirii regulate

c(s) = (o + scospy, yo + ssinpg), s € [0, L],

este inclusa in dreapta
p. T =% _ Y=Y

Tcosp,  sing
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O

COROLARUL 10.6.2. Orice cerc din plan orientat in sens trigonometric gi avind

raza r > 0 are curbura constanta
1
k=-
r

in fiecare punct al sdu. Reciproc, daca o curba plana are curbura in fiecare punct
al et

k(s) =k >0,
unde k este o constanta, atunci curba plana are imaginea inclusa intr-un cerc de
raz0
1
r= %

DEMONSTRATIE. S& presupunem cd avem un cerc arbitrar din plan, de ecuatie
C:(x—m0)?+ (y—yo)? =12
Atunci, o parametrizare regulats in sens trigonometric a cercului C este datd de
x(t) = xg + rcost gi y(t) = yo + rsint,
unde ¢ € [0, 27]. Rezultd imediat de aici c&

B sc’(t)y”(t) I x//(t)y/(t) %7 Vie [O,QW]-

(@ (6)% + (' (£))2)"
Reciproc, si presupunem cd C este o curba plané cu proprietatea ci
k(s)=¢'(s)=k >0, Vsel0L]
unde s este parametrul canonic al curbei plane C. Atunci, deducem imediat c&
o(s) =ks+ ¢y, Vsel0,L],

unde ¢, € R, adicd avem

p— 1 : k
{ @/(s) = cos (ks + @) w(s) = wo +  sin(ks + o)
/ s
y'(s) = sin (ks + o) y(s) =yo — % cos(ks + @)

pentru orice s € [0, L], unde xg,yo € R. Evident, imaginea parametrizirii regulate

1 1
o(5) = (0 + g snlls + o) = ooshs +90)) 5 € 0,21,
este inclusa in cercul 1

Ci($—$0)2+(y—y0)2:ﬁ~






CAPITOLUL 11
CURBE IN SPATIU

In acest capitol vom defini riguros curbele in spatiu si vom studia principalele
proprietati geometrice ale acestora. Totodata vom scoate in evidenta niste marimi
scalare (curburd si torsiune) care ne vor da informatii asupra formei unei curbe
in spatiu. Pe parcursul acestui capitol, prin aplicatie diferentiabild vom intelege o
aplicatie neteda, adicd o aplicatie diferentiabild de o infinitate de ori pe un domeniu
deschis, convenabil ales, in sensul cé acesta este inclus in domeniile de definitie ale
aplicatiei studiate si derivatelor acesteia.

11.1. Definitii si exemple

DEFINITIA 11.1.1. O aplicatie diferentiabila
c: I CR—R3,
unde I este un interval real, definita prin
c(t) = (x(t),y(t), 2(t)), Vtel,
unde
(@' () + /()" + (1) #0, Ve,
se numeste parametrizare regulata.

DEFINITIA 11.1.2. Variabila t € I, care defineste parametrizarea regulatd c(t),
se numeste parametru.

DEeFINITIA 11.1.3. Multimea de puncte din spatiu
Ime "™ {P(a(t),y(t), () | t € I} C By,
care reprezintd imaginea unei parametrizari requlate c(t), se numeste curbda para-
metrizata in spatiu.

DEFINITIA 11.1.4. O multime nevida C de puncte din spatiu cu proprietatea
cd pentru fiecare punct Mo(xo,yo,20) € C existd in R3 o vecinatate V' a punctului
My si exista o parametrizare requlata

c:ICR—-R?
astfel incdt

CNnV=Imc
se numegste curba in spatiu.

OBSERVATIA 11.1.1. Intuitiv vorbind, o multime nevida C de puncte din spatiu
este o curbd tn spatiu dacd tntr-o vecindtate suficient de micd a fiecarui punct
My € C curba in spatiu poate fi identificata cu imaginea unei parametrizari requlate
din spatiu.
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OBSERVATIA 11.1.2. Este evident ca orice curbd parametrizata in spatiu este o
curbd in spatiu.

OBSERVATIA 11.1.3. O curba in spatiu poate fi privitad ca imaginea mai multor
parametrizari requlate distincte.

ExeEMPLUL 11.1.1. Fie aplicatia diferentiabila
c:R—R3
definita prin
¢(t) = (acost,asint, bt),
unde a > 0 gi b # 0. Deoarece functiile
x(t) = acost, y(t) = asint gi z(t) = bt
verifica relatia
@)+ W (1) + (Z1)? = a®sin®t + a® cos® t +b> = a® + > £ 0, Vt € R,

rezulta ca aplicatia diferentiabila c este o parametrizare requlata. Rezultd ca imag-
inea parametrizarii requlate ¢ este o curba in spativ C = Imc a carei reprezentare
grafica este datd in figura de mai jos (elicea circulara):

A(0,0,0)
X

Elicea circulara C

EXEMPLUL 11.1.2. S consideram multimea de puncte din spatiu

zyz =1
C: { Y
T =y.
O parametrizare requlata a multimii de puncte C' este evident datd de

. 1
T=y=1482=—,

12
unde t # 0. Prin urmare, considerdnd parametrizarea requlata
c:R\{0} - R?
definita prin

oft) = (t,t,tiz) ,

obtinem ca avem adevarata relatia

C=Ime.
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In concluzie, multimea de puncte C este o curbd in spatiu.

Fie f,g : D ¢ R?® — R, unde D este un domeniu deschis din R3, o functie
diferentiabild. Reamintim din analiza matematica faptul cd pentru orice punct
P(z,y,z) € D vectorii

srad$)(P) ™ (Ghr). ). i)

si
def [ Og g dg
P (Zp), Zp), 2P
(o) (P) ! (GLP). 5Hp). 5L )
reprezintd gradientii functilor f gi g in punctul P(z,y, 2).
DEFINITIA 11.1.5. Un punct Mo(zo, yo,20) € D care verifica relatia

[grad(f) x grad(g)] (Mo) # (0,0,0)

se numeste punct regulat al functiilor f i g.

In acest context, putem demonstra urmatorul rezultat:

TEOREMA 11.1.1. Multimea de puncte din spativ P(x,y,z) € Es ale caror
coordonate verifica relatiile

unde
lgrad(f) x grad(g)] (P) # (0,0,0), ¥V P € C,
este o curbd in spatiu.
DEMONSTRATIE. S& consideram cd Mo(zo, Yo, 20) € C este un punct arbitrar
al multimii de puncte C (i. e. f(zo,¥o0,20) =0, g(x0,Y0,20) = 0 i

[grad(f) x grad(g)] (Mo) # (0,0,0)).
Deoarece conditia

[grad(f) x grad(g)] (Mo) # (0,0,0)

este echivalenta cu conditia

of of of
rang 99 99 99 =2,
%(Mo) 6_y(MO) @(Mo)
sa presupunem ca
af af
o, ) 500 |
99 99 '

In conditiile de mai sus, conform teoremei functiilor implicite din analiza matem-
atica aplicatd functiei
F=(f9):DCR>—=R?
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si punctului My(xo, Yo, 20), deducem ci existd o vecindtate I a lui 2o in R gi existd
doud functii derivabile

p: ICR—-Rsgip: ICR—=R

cu proprietatile

(0) = %o { @ @) @) =0
) y WS I,
To) = 20 g(z, (x),(x)) =0
si
(2 0l0), ¥(@)) DL (e, pla), ()
#0,Vxel

g—yu, o(2), ()

Jg

(. pla), Y(@)

Prin derivare, din ultimele relatii gasim sistemul liniar

o (@, p(a), ¥(@)

care ne conduce la solutiile

of

(@ 9(2),9(2)) + g—i(% pla), ¥(x)) - ¢'(2) + 5= (2, 0(2), ¥(2)) - ¥(x) = 0

+ g_z(xv 90(53)7"/}(1')) ’ 90/(37) + %(CL‘, QO(.”E),'L/J((E)) ’ w/(l‘) =0

A (@), 9@) L (a,0(2), 9()

o e e@ @) e e ve) |
(T » VI )
L @ pla), 0la) G pla), 0(a)

o plo) v(e) o pla) v(o)

si
o v pla), b)) G (), 0(a)
. e p(a) v(e) G pla), U(a)
V' (x , Vaeel.
o (@ pla), b)) G (), 0(a)
o) v@) el v()

definitd prin

Deoarece

luand in R? o vecinitate convenabild V' a punctului My(xo,%0,20) € C, obtinem ci

Sa consideram acum aplicatia diferentiabila

c:ICR—R3

c(t) = (&, (), (1)

2

L+ (' (1) + @' () #0, Yt eI,
deducem c4 aplicatia diferentiabild c¢(t) este o parametrizare regulat.

CNnV =Ime.
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In concluzie, deoarece punctul My(xo, Y0, 20) € C a fost ales arbitrar, rezultd
ca multimea de puncte C' este o curba in spatiu. O

DEFINITIA 11.1.6. O curbad in spatiu definitd ca in teorema precedentd se nu-
megte curbd in spatiu definitda tmplicit.

EXEMPLUL 11.1.3. Multimea de puncte din spatiu

zyz =1
C: )
T=1y
este o curba in spatiu numitd curba lui Titeica. Pentru a demonstra ca multimea
de puncte C' este o curba in spatiu, sa notam ca

f(l',y,Z) :CL'yZ—l §Z g(xaywz):x_yz-

Gradientii acestor doud functii sunt
grad(f)(P) = (yz,zz,2y) si grad(g)(P) = (1,-2y,0), ¥V P(z,y,2) € R?,

tar produsul lor vectorial este

i 7k
lgrad(f) x grad(g)] (P) = |yz =2z ay|=
1 -2y O

= 2zyfi4ay) — (2 + )2k #0, V P(z,y,2) € C.

Este important de subliniat ca o parametrizare requlata a curbei lui Titeica este
data de

c:R\{0} — R,

c(t) = (tz,t, %3) .

Cu alte cuvinte, avem C' = Imec.

unde

OBSERVATIA 11.1.4. Din cele descrise pana acum deducem ci o curbd in
spatiu poate fi descrisa in doud feluri:

(1) parametric (ca imaginea unei parametrizari requlate ¢ : I C R — R3);

f(x,y,2) =0

(2) implicit (ca o multime de puncte regulate C :
9(@,y,2) =0

OBSERVATIA 11.1.5. Din punct de vedere teoretic, cu ajutorul teoremei functi-
ilor implicite din analiza matematica, orice curbd in spatiu definitd implicit poate
fi parametrizata local, intr-o vecindtate a fiecarui punct. Practic insd, o astfel de
parametrizare locald regulata este dificil de exprimat in general. Pe cazuri particu-
lare, prin artificit de calcul, pot fi gasite totusi astfel de parametrizari requlate locale
pentru curbele in spatiu definite implicit (vezi exemplul anterior).



216 11. CURBE IN SPATIU

11.2. Dreapta tangenta si plan normal

11.2.1. Curbe parametrizate. Sa consideram cd C' = Im ¢, unde
c: T CR—=R3 ct) = (z(t),y(t), 2(t)),
este o curba pland parametrizatd regulatéd si sa consideram ci
c(to) = Po(z(to),y(to), 2(t0)),
unde ty € I, este un punct arbitrar fixat al curbei C. Interpretarea geometrica a
derivatei aplicatiei ¢ in punctul ¢y implica faptul ca cd vectorul liber
é(to) def }llli% c(to + hiz - c(to)’
este tangent la curba C in punctul Py = ¢(tp). In acest context, introducem urmé-
toarele concepte geometrice:
DEFINITIA 11.2.1. Vectorul liber nenul

¢(to) = (2'(t0), ¥/ (o), 2’ (t0))
se numegte vectorul tangent (viteza) la curba C in punctul Py = c(tp).

DEFINITIA 11.2.2. Dreapta Tp,C care trece prin punctul Py = c(to) si care este
directionata de vectorul tangent ¢(to) se numeste dreapta tangentd la curba C in
punctul Py.

DEFINITIA 11.2.3. Planul Np,C care trece prin punctul Py = c(tg) §i care este
perpendicular pe vectorul tangent é(tg) se numeste planul normal la curba C in
punctul Py.

Tangenta si planul normal la o curba in spatiu

Din geometria analiticad in spatiu rezulta imediat urmatorul rezultat:

TEOREMA 11.2.1. Ecuatiile dreptei tangente Tp,C st a planului normal Np,C
sunt descrise de formulele

z—x(to) _y—ylto)  z—2z(t)

TnC =0ty = ) #w)

§t
Np,C': (z = x(to)) - 2/ (to) + (y — y(to)) - ¥/ (to) + (2 — 2(t0)) - #'(t0) = 0.
ExEmMpPLUL 11.2.1. Sa se scrie ecuatiile dreptei tangente $i a planului normal

in punctul
0\t =7

la elicea cilindrica £ = Imc, unde
c:R—R3 ¢(t) = (cost,sint,t).
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Este evident ca avem
x(t) = cost, y(t) =sint gi z(t) = t.
Prin derivare, obtinem
2/ (t) = —sint, y'(t) = cost si 2'(t) = 1.

Calculdnd toate entitatile anterioare pentru

gasim ecuatiile

Y2, V2
Tpog : 2 == 2 == 4
V2o V2 !
2 2
§t
V2) V2 V2) V2 ™
NP05-<SU7 PRGN P Tt
11.2.2. Curbe definite implicit. Sa consideram ca
z,y,z) =0
o. ) f@v2)
9(@,y,2) =0,
unde

[grad(f) x grad(g)] (P) # (0,0,0), V P € C,

este o curbd in spatiu definitd implicit gi s& considerdm ca Py(xo, Yo, 20) este un
punct arbitrar fixat al curbei C (i. e. f(zo, Y0, 20) = 0 si g(xo, Y0, 20) = 0). Fie

c: I CR—=R3 ct) = (x(t),yt), 2(t)),

o parametrizare regulatd a curbei C in vecindtatea punctului Py(xo, yo, 20). Atunci
existd tg € I astfel incat

c(to) = Po(z(to), y(to), 2(to)) = Po(Zo, Yo, 20)
si
f(@(t),y(t), 2(t)) = 0 5i g(z(t),y(t), 2(t)) =0, Vt el

Derivand ultimele egalitati in raport cu ¢ si calculand totul in punctul ¢y, de-
ducem ca

g(Po) (2 (to)) + gf of

——(Py) - (¢ (¢ ——(Py) - (Z'(t0)) =0
o () (0 (1) + G (P (2 (t0) = 0>
< (grad(f)(Fo), c(to)) =0
si
0 0 0
90 (P0) (' (10)) + 5 (Po) - (4 (1) + 52(Po) - (1)) = 0 &
< (grad(g)(Fo), ¢(to)) =0,
adicd vectorul nenul
[grad(f) x grad(g)] (Po)
este coliniar cu vectorul ¢(¢g) care este tangent la curba C' in punctul Py(xo, Yo, 20)-
In acest context, introducem urmatoarele concepte geometrice:
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DEFINITIA 11.2.4. Vectorul liber nenul
lgrad(f) x grad(g)] (Po) = T1(Po)i + To(Py)j + T3(Po)k,

unde
0 0
Lipy L Limy Loy
T (P) = Y , Th(Py) = — Oz 0z
! dg P dg P dg P dg P
8_y( 0) @( 0) %( 0) g( 0)
St
%(Po) g(Po)
Y
TB(PO): ag ag )
%(Po) a_y(PO)

se numegte vectorul tangent la curba C in punctul Po(zo, Yo, 20)-

DEFINITIA 11.2.5. Dreapta Tp,C care trece prin punctul Py(zg, yo, z0) §i care
este directionatd de vectorul tangent

[grad(f) x grad(g)] (Fo)

se numeste dreapta tangenta la curba C in punctul Py.

DEFINITIA 11.2.6. Planul Np,C care trece prin punctul Py(xo,yo,20) §i care
este perpendicular pe vectorul tangent

[grad(f) x grad(g)] (Po)

se numegste planul normal la curba C in punctul Py.
Din geometria analiticad in spatiu rezulta imediat urmatorul rezultat:
TEOREMA 11.2.2. Ecuatiile dreptei tangente Tp,C gi a planului normal Np,C
sunt descrise de formulele
T—%o _Y—Yo <z %0

Ty(Py) Ta(Py)  Ts(Py)

TPOC:
St
Np,C: (x —x0) - Ty (Po) + (y — wo) - To(Fo) + (2 — 20) - T3(Pp) = 0.

EXEMPLUL 11.2.2. Sa se scrie ecuatiile dreptei tangente si a planului normal
in punctul Py (1,1,1) la curba in spatiu

zyz =1
C:{ Y
T =1y.

f(a?,y,z) = TYz — 1 §Z g(x7y7z) =T —y.
Prin derivari partiale obtinem

grad(f)(P) = (yz,xz,xy) si grad(g)(P) = (1,-1,0), ¥ P(z,y, 2) € R3.

Avem evident

Calculdnd acesti gradienti in punctul Py, obtinem

grad(f)(PO) = (17 L, 1) §i grad(g)(PO) = (17 7170)7
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care implica vectorul tangent

lgrad(f) x grad(g)] (Po) = =i+j— 2k

— = 0
(R

In concluzie, ecuatiile cerute sunt

r—1 y—1 =z-1
G =717 =5

st
Np,C:(z—=1)-14(y—1)-14+(2—=1)-(-2)=0& Np,C:2x+y—22=0,
unde am folosit egalitatile
TV (Py) =1, Ta(Po) =1 §i T3(Py) = —2.
11.3. Triedrul lui Frénet. Curbura si torsiunea unei curbe in spatiu
Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
c: I CR—=R3 ct) = (2(t),y(t), 2(t)),
este o curbd parametrizata regulata in spatiu.

DEFINITIA 11.3.1. Vectorul liber nenul
def 1

0

unde
ét) = (2'(t),y' (1), 2 (1)),

se numegte versorul tangent la curba C =Imc in punctul P = c(t).
S4 considerdm vectorul liber (acceleratie)
&) < @ (1) (1), 2 (1))
si sd presupunem ca avem adevaratd relatia
[le(t) x é(t)|| #0, Vtel.
In acest context, putem introduce urmatoarele concepte geometrice:

DEFINITIA 11.3.2. Vectorul liber nenul
def 1

B(t) = e < el [e(t) x &(t)]
se numegte versorul binormal la curba C = Imc in punctul P = c(t).
DEeFINITIA 11.3.3. Vectorul liber nenul
N B) x T(t)
se numegte versorul normal la curba C =Imc in punctul P = c(t).

OBSERVATIA 11.3.1. Folosind proprietatile dublulut produs vectorial in spatiul
R3, se verificd usor ci avem

< ¢é(t), é(t) >

ECIRECEECIR

lle(@)l|
lle(t) < &)

N(t) = — &t) + LE(1).
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OBSERVATIA 11.3.2. Folosind proprietatile produsului scalar si ale produsului
vectorial in spatiul R3, se verifica usor ci avem

ITOI = INOI* = IBOI* =1, VEeT,

§t
(T'(t), N(t))
adicd reperele

(T(t),B(t)) = (N(t),B(t) =0, Vtel,

R ={P =c(t); T(t),N(t),B(t)}, Vtel,
sunt repere ortonormate in spatiul geometriei euclidiene Es.
DEFINITIA 11.3.4. Reperul ortonormat mobil
R ={P = c(t); T(t),N(t),B(t)},
unde t € I, se numegte triedrul lui Frénet asociat curbei C = Imc in punctul
P = c(t).
DEFINITIA 11.3.5. Numarul real strict pozitiv

oy L0

se numegte curbura curbei C = Imc in punctul P = c(t).

DEeFINITIA 11.3.6. Numarul real

def (&(1),E(1), € (1))
"= e xaoe <
unde p
()Y @),y (1), 2" (1)),

se numegte torsiunea curbei C = Imc in punctul P = c(t).

Studiind acum variatia versorilor triedrului lui Frénet, putem demonstra urma-
torul rezultat geometric important:

TEOREMA 11.3.1. Versorii T'(t), N(t) i B(t) ai triedrului lui Frénet asociat
curbei C' =TImec in punctul P = c(t) verificd urmatoarele formule Frénet:

% =k(t) -v(t) - N(t)
% = —k(t)-v(t) - T(t)+7(t) -v(t) - B(t)
B o ()0 N,
unde v(t) = ||¢(t)|| reprezintd viteza curbei C = Imc in punctul P = c(t).

DEMONSTRATIE. Deoarece baza By = {T'(t), N(t),B(t)} este ortonormats,
rezulta ca urmatoarele descompuneri sunt adevarate:

= (Gr) o+ (v ) v+ (G0 - B

&= (@) T+ () N+ (G ) B

o= (G T+ (G ) No+ (580} 5.
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Derivand acum relatiile
(T'(t),T(t)) = (N(t), N(t)) = (B(t), B(t)) = 1
si

deducem ca

; <%,N(t)>+<d£ T()> 0

<%,B(t)>+<cgf T(t )> 0
<d£ B()> <‘;B N()> 0.

Cu alte cuvinte, avem adevarate descompunerile

T <‘Z Nt >> N(t>+<f§ B(t >> B(1)

T (GN0) 10 - (FN0) B
T == (G E0) -0+ (FN0 )N

Deoarece, prin derivare directa, obtinem
dTl’ < CE(t),e(t) > . 1
<>
di lle@)]] [le@)]
gasim, prin calcul, c&

<£,B(t)> — 0 <£,N(t)> - % — k(1) - u(1).

In acelasi timp, prin derivare direct si folosind formulele

d _ _ du _ v, _, . _
7 [@(t) x v(t)] = ik o(t) +u(t) x e vV u(t), v(t) € Vs,

- E(t),

si

(axb,oxd) - g’? izgi va, 5 de Vs
deducem, prin calcul, cd avem
2 a0 D) B - (o). E
% __lle®llE - ), |TZ)(Z) X<Zgi|§(t)> (c(t), €(¢)) [e(t) x &) +
1
MECEECI I
Deoarece
Ny — SO>I

lle(t) > &)l
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rezultd imediat cd
dB [le@)|| LN gy e
—,Nt) ) =————%— - (¢t t t)) = —7(t) -v(t).
(SN O) =~ T (080, E(0) = =7(0)-o()
O
ExXEMPLUL 11.3.1. Sa se calculeze elementele triedrului lui Frénet, curbura si

torsiunea intr-un punct arbitrar al curbei in spatiu C = Imec, unde

t2
c:R—=R3 ¢(t) = (cost,sint, 5) .
Prin derivari succesive obtinem
¢(t) = (—sint,cost,t), é(t) = (—cost,—sint, 1) gi ‘¢ (¢) = (sint,— cost,0).

Produsul vectorial intre vectorii ¢(t) gi é(t) este

) 7 k
¢(t) x é(t) =| —sint cost t | =(cost+tsint,sint—tcost, 1)
—cost —sint 1
iar produsul mixt intre vectorii ¢(t), é(t) si ‘¢ (t) este

—sint cost t
(e(t),é(t), ¢(t)) =| —cost —sint 1 |=t.
sint —cost O

Normele vectorilor ¢(t) gi ¢(t) x é(t) sunt

[le@®)|] = V2 + 1 gi||e®) x é@)]] = V2 + 2.

Prin urmare, elementele triedrului lui Frénet sunt

! () = LI in
10 =y 0= gEgy Cembest )
. : c(t)] = L - (cos sint,sint — t cos
B@)Zm'[c(f)xc(ﬂ]—m (cost + tsint,sint — tcost, 1),
N(t) = B(t)xT(t) =

1 1
Vi2+1 \/t2+2(
tar curbura gi torsiunea curbei C = Imc au expresiile

_ lle@) < e@ll 42 (e(t), é(t), € (t)) t

5o Ne@I> @2 +1)-vVi2+1 () = e x )2~ 2 +2

tsint — (t* 4 1) cost, —tcost — (¢ + 1) sint, 1)

11.4. Schimbari de parametru. Orientarea unei curbe in spatiu

Fie ¢: I C R — R3 o parametrizare regulaté, definitd prin

c(t) = (2(1),y(1), 2(1)),

si fie curba in spatiu C' = Ime.
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DEFINITIA 11.4.1. Orice functie
t:ICR—JCR, t—tt),
unde J este un interval real, care este derivabila, bijectiva si cu inversa
t:JCR—ICR, t—t(t),

derivabild se numegte schimbare de parametru a curbei C = Imc iar parame-
trizarea regulatd
¢:JCR =R E1) = c(t?)),

se numeste reparametrizare a curbei C' = Imec.

OBSERVATIA 11.4.1. Daca t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba
in spativ C' = Im ¢, atunci urmdatoarea egalitate este adevarata
dt dt dt  dt’
dt
TEOREMA 11.4.1. Daca curba in spatiu C = Im ¢ verifica relatia
lle(t) x é@)l| #0, VEel,

i dacd t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba in spativ C = Imc,
atunci urmatoarele formule de invariantd sunt adevarate:

C=Imé=Imc=_C,

T(t) =+T(t), N(t)= N(t), B(t) = £B(t),

X
—
~+
~
I
™
—
i
~
Bl
—
S
~
I
N
—
i
o
<

(t) = to(t) - %
§t

” b2

dt , dt
unde semnul” +7 apare dacd 7 > 0 dar semnul ” — 7 apare daca 7 < 0.

DEMONSTRATIE. Formulele de mai sus se deduc imediat din relatiile de derivare
a functiilor compuse, si anume

i =) .
I 2 2
20 = &) - (%) ) - %.

si

s deN® . dt dt . dBt
i@ =) () +30- G T o



224 11. CURBE IN SPATIU

OBSERVATIA 11.4.2. Egalitatile din teorema precedentd ne sugereazd ci curbele
in spatiu pot fi privite ca curbe orientate (cu un sens de parcurs). Intuitiv
vorbind, putem aprecia ci orientarea unei curbe in spatiu c(t) este datd de ori-
entarea geometrici a vectorului tangent ¢(t) ca vector liber legat in punctul c(t).
In acest context geometric, o schimbare de parametru t = t(t) a curbei in spatiu
C = Imc pastreaza orientarea curbei C dacd

dt
dt
$i tnverseazd orientarea curbei C dacd

dt
2o
A

EXEMPLUL 11.4.1. Fie elicea circulara C' = Imec, unde

c:R—R3 ¢(t) = (2cost,2sint,t).

>0

Functia
t:R— (—00,0), t(t) = —€,
este o schimbare de parametru a curbei C = Imc, avind inversa
t:(—00,0) = R, t(t) = In(—1).

In acest context, reparametrizarea curbei C' = Imc este datd de

¢:(—00,0) — R?, ¢(t) = (2cos(In(—1)), 2sin(In(—7)), In(-7)).
Este important de subliniat ca avem adevaratda egalitatea

C=Iméc=Imc=_C.

Deoarece J )
t —
—==<0, Vte (—o0,0),
dt t ( )
rezultd ca schimbarea de parametru t(t) = —e! inverseaza orientarea curbei C de-

terminatda de orientarea geometricd a vectorului tangent
¢(t) = (—2sint,2cost, 1).

EXEMPLUL 11.4.2. Sa se calculeze curbura si torsiunea intr-un punct arbitrar

al curbei lui Titeica
zyz =1
C: { Y )
T =y°.

Deoarece curbura si torsiunea unei curbe in spatiu nu depind de parametrizarea

requlatd aleasa, subliniem cd o parametrizare requlatd a curbei lui Titeica este data
de

c:R\{0} — R3,
unde
c(t) = (£,t,t7°%),
adica avem
C=Imec.
Prin derivari succesive obtinem

é(t) = (2t,1,=3t™1), é(t) = (2,0,12t7°) i ‘¢ (t) = (0,0, —60t ).
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Produsul vectorial intre vectorii ¢(t) si &(t) este

ik
Gty xét)y=1|2t 1 —3t* |=(12t7°,-30t7* ~2)
2 0 12t7°
iar produsul mixt intre vectorii ¢(t), é(t) si ‘¢ (t) este
2t 1 =3t
(e(t),ét), c)=| 2 0 127> | =120t"5.
0 0 —60t=°
Normele vectorilor ¢(t) gi ¢(t) x é(t) sunt
[le(t)]| = VIt=8 + 14+ 42 i ||é(t) x E(t)|| = V14410 4 900t =8 + 4.
Prin urmare, curbura si torsiunea curbei lui Titeica C = Imc sunt
k(1) = |le(t) x é(t)]| V144¢~10 + 900t 8 + 4

lle@)]]3 (9t=8 + 1+ 4£2) - /9t 8 + 1 + 4¢2
) (e(t), E(t), ¢ (t)) 120t =6

t) = - :
™) = e < emE T T4+ 900 74

11.5. Lungimea unei curbe in spatiu. Parametrizarea canonica
Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
c:la,b] CR —R3, c(t) = (x(t),y(t), 2(t), a <b,
este o curbd parametrizata regulata in spatiu.

DEFINITIA 11.5.1. Lungimea curbei: C = Imc este definita prin formula

b b
L(C) = / é(t)] i = / VEOE+ GOR T (Z0)%dt > 0.

OBSERVATIA 11.5.1. Definitia de mai sus este consistentd din punct de vedere
geometric deoarece daca tmpartim curba in spativ C = Imc in arce de curba sufi-
cient de mici, atunci putem aprorima lungimea acestor arce de curba cu lungimea
segmentelor de dreapta pe care le subdantind. Fwvident, lungimea curbei C'=Imc se
obtine adundnd lungimile acestor segmente de dreapta si aplicind sumei un procedeu
la limita ca la integrale care me conduce la formula de mai sus.

OBSERVATIA 11.5.2. Daca t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba
in spativ C' = Imc, atunci

L(C) = L(C),

adicd lungimea unet curbe in spativ nu depinde nici de parametrizare nici de ori-
entare.

EXEMPLUL 11.5.1. Sa se calculeze lungimea curbei in spativ C' = Imc, unde
2
c:[0,2n] — R?, c(t) = (tcost,tsint,;) .

Vectorul tangent intr-un punct arbitrar al curbei C' = Imc este

¢(t) = (cost — tsint,sint + t cost, t)
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iar norma acestui vector (viteza) este

u(t) = |6 = V22 + 1, ¥ t € [0, 2x].

In concluzie, lungimea curbei C = Imc este

2m 27
2 1 V22 + 1
/ \/2t2+1dt§ln<t+ t2+—>‘ L e+l
0
0

2

L(C) 5 5

2 1 2 2m/4Am2 + 1
= %hl (27r+1/47r2+§> +%1n2+%.

TEOREMA 11.5.1. Daca L > 0 este lungimea curbei in spativ C = Ime, atunci
functia

0

sifatl - 0.l s [ é(o)ldo,
este o schimbare de parametru pentru curba C :aImc avdnd proprietatea ca
lé(s)l| =1, ¥ s € [0, L],
unde
¢:[0,L] = R, &(s) = c(t(s)) = (x(t(s)), y(t(s)), (t(s))).
DEMONSTRATIE. Din definitia integralei definite deducem ca functia

s(t) = / é(0)|do

este derivabila si, mai mult, avem

ds )
— = le@®)][ #0, V1t € la,b].
dt
Atunci, conform teoremei functiei inverse din analiza matematica, rezulta ca functia
s =s(t)
este inversabild iar inversa ei
t=1t(s)
verifica relatia
dt 1
—=——-—=#0,Vse|[0,L].
dsle(t(s))l]

In concluzie, functia s = s(t) este o schimbare de parametru, adicd aplicatia
¢:[0,L] = R, &(s) = c(t(s)) = (x(t(s)), y(t(s)), 2(t(s))),
este o reparametrizare a curbei C' = Ime¢. Prin urmare, avem
C=Im¢=Imc=C.
Folosind acum regula de derivare a functiilor compuse, deducem ca

1

mzl,VSE[O,L]

c(s) = (H(s)) - == = [le(s)l = [leCt ()]
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DEFINITIA 11.5.2. Parametrul s din teorema precedentd se numeste para-
metrul canonic sau parametrul lungime de arc al curbei C' = Imc iar repara-
metrizarea curbei C = Imc datd de

¢:[0,L] = R, &(s) = c(t(s)) = (z(t(s)), y(t(s)), 2(t(5))),
se numeste parametrizarea canonicd a curbei in spativ C = Imc.

OBSERVATIA 11.5.3. Parametrizarea canonica a curbei C' = Im ¢ pastreaza ori-
entarea curbei C' deoarece

dt 1
£:m>0, vV selo0,L].
OBSERVATIA 11.5.4. Conditia suplimentara
lle(t) x E(B)]| # 0, V T € [a, b],
care determind existenta elementelor B(t), N(t) gi 7(t), este echivalentd cu conditia
lIé(s)|| >0, ¥ s €0, L]
In consecintd, conditia
[le(®) x é(t)|]| =0, YVt € [a,b],
este echivalenta cu conditia
lIé(s)|| =0, ¥ se0,L]
Aceasta ultima conditie este echivalentd cu conditia
é(s) =0, Vsel0,L],
care implicd
¢(s) = (Is+ xo, ms + yo,ns + 20), V s € [0, L],

unde 1, m,n, g, Yo, z0 € R, 1> +m? +n? # 0, adici curba C = Imc este un segment
din dreapta
D - _Y—Y _ Z*ZO_
l m n

OBSERVATIA 11.5.5. Proprietatea fundamentalid a unei curbe in spativ C' =
Ime, parametrizata canonic prin

c(s) = (z(s),y(s),2(s)), V s €0, L],
este ca
||E(s)|| =1, Vse[0,L]

Din acest motiv, curbele in spatiu parametrizate canonic se mai numesc §i curbe
de viteza unu.

OBSERVATIA 11.5.6. Teorema precedenta ne aratd cd teoretic orice curbd para-
metrizata requlata in spatiu poate fi reparametrizatd canonic. Practic insa gasirea
parametrului canonic s este adesea foarte dificila, chiar imposibila, deoarece inte-
grala care definegte parametrul canonic conduce la functii de s(t) extrem de com-
plicate, functii care nu pot fi ugor inversate.
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ExXEMPLUL 11.5.2. Sa se reparametrizeze prin lungimea de arc elicea circulara
C =Imec,
unde
c:[0,2n] — R3, ¢(t) = (acost,asint,bt), a >0, b#0.
Prin derivare, obtinem
¢(t) = (—asint,acost,b), V t € [0,27].
Norma vectorului viteza este

l|é(t)|] = Va2 + b2, V¥ t € [0,27].

Atunci, parametrul lungime de arc este
t
s(t) = / Va2 +bido=t-va2+b%, Vtel0,2n].
0
tar inversul parametrului canonic este
s
t(s) = ——, Vs €[0,2r- Va2 + b2].
®) VaZ+ b2 | !
In concluzie, reparametrizarea canonicd a elicei circulare C = Imc este datd de
¢:[0,2m- Va2 + b2 — R3,

c(s) = c(t(s)) = (a . COS ————, a-sin > b . s>
a®+ b2’ Va2 +2" Va2+12 )

Cu alte cuvinte, avem

C=Imc=Imec=C

||6(s)|| =1, Vse€[0,2r-va%+ b

11.6. Interpretari geometrice ale curburii si torsiunii

St

Deoarece orice curba parametrizatd regulatd in spatiu poate fi reparametrizata
prin lungimea de arc, s presupunem ca C' = Im ¢, unde

C: [O,L] - ng C(S) = (:L'(S),y(S),Z(S)),

este o curbd in spatiu parametrizatd canonic, diferitd de un segment de dreapta.
Atunci, rezultd ca avem

v(s) =1e(s)ll =1 & (2'(5)* + (¥/(5))” + (£'())* =1, V s € [0, L],

si
[lE(s)|] > 0, V s €0, L].

In acest context, tinind seama de formulele de invariantd demonstrate anterior
si alegind o orientare convenabila a curbei in spatiu C' = Im ¢, expresiile elementelor
triedrului lui Frénet, expresia curburii, expresia torsiunii, precum si formulele lui
Frénet, se simplifici dupad cum urmeazé:

T(s) = é(s), N(s) = —— - &(s), B(s) = T(s) x N(s),

IEON
k(s) = [é(s)]l, 7(s) = —(C(S){éggh;(s))
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si
ar
e k(s)- N(s)
WX = k(s) - T(s) +7(s) - B)
dB
% = —T(s) . N(S)

TEOREMA 11.6.1. O curba in spatiu are imaginea inclusd intr-un plan daca si
numai daca are torsiunea nuld in fiecare punct al ei.

DEMONSTRATIE. ” = 7 S& considerim ci C' = Imc, unde ¢ : [a,b] C R — R3,
este o curba in spatiu, nu neapdrat parametrizata canonic, si s presupunem ca ea
este inclusd intr-un plan care trece prin punctul Cy(xg, yo, 20) §i care are un vector
normal constant 7 # 0. Atunci, avem adevarata relatia

{c(t) = Co,m) =0, YVt € [a,b],
unde O este vectorul de pozitie al punctului Co(z0, 4o, 20). Prin derivare deducem
ca
(e(t),m)y = (é(t),m) = (¢ (¢t),m) =0, Vt€E]la,b]
adicd vectorii ¢(t), é(t) si ‘¢ (t) sunt coplanari. In concluzie, obtinem
(¢(t),é(t),¢(t) =0, Vi€ la,b],
adica
T(t) =0, Vi€ la,b]
7 <7 84 presupunem ca C' = Im ¢, unde
c:[0,L] = R®, s — c(s) = (x(s), y(s), 2(s)),
este o curbd in spatiu parametrizatd canonic, care verifica relatia
T(s) =0, Vsel0,L]
Atunci, din formulele lui Frénet deducem imediat céa

dB
— =0,V 0,L
dS ) SE[’ ]7

adicd existd un vector constant nenul m € V3 astfel incat
B(s)=m, ¥ se€]0,L]
Fie functia derivabild f : [0, L] — R definita prin
f(s) = {c(s) = ¢(0),m) .
Prin derivare deducem ca
f'(s)=(T(s),m) =0, Vs €[0,L],
adica
f(s)=f(0)=0, Vsel0,L]
Cu alte cuvinte, avem
(c(s) —c(0),m) =0, ¥V sel0,L].
In concluzie, daci ¢(0) = (0,0, 20) §i @ = (A, B, C), atunci obtinem
A-[z(s) —zo] + B - [y(s) —yo] + C - [2(s) — 20] =0, Vs € [0, L],
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adicd curba C' = Im c¢ este inclusd intr-un plan care trece prin punctul Cy(zo, Yo, 20)
gi care are vectorul normal 7 # 0. O

TEOREMA 11.6.2. O curba in spatiu are imaginea inclusa intr-un cerc de raza
r > 0 dacd §i numai dacd are torsiunea nuld §i curbura constantd k(s) = 1/r in
fiecare punct al ei.

DEMONSTRATIE. ” <7 S& presupunem c& C = Im ¢, unde
c:[0,L] = R3, 5 — c(s) = (x(s),y(s), 2(s)),
este o curba in spatiu parametrizati canonic, care verifica relatiile
7(s) =0, Vsel0,L],
si
1
k(s) = m Vs el0,L]

Atunci, din teorema anterioara rezultd ca curba C are imaginea inclusa intr-un
plan. Sa consideram curba

c(s)=c(s)+r-N(s), Vsel0,L]
Prin derivare gi utilizand formulele lui Frénet, gasim

é(s) :é(s)+r'(il—]: =T(s)+r- (% 'T(s)> =0, Vselo,L],

adicd existd un vector constant Cy € Vs astfel incat
&(s) =c(s) +7r-N(s)=Co, Vsec[0,L).
In concluzie, avem
|le(s) = Col|” = [|=rN)I* =72, ¥ s € [0, L],

adica curba C' = Im ¢ este inclusa in cercul centrat in punctul Cy si de raza r > 0,
unde vectorul de pozitie al punctului Cy este vectorul Cl.

” =7 S& considerdm c& curba in spatiu C' = Im ¢, unde ¢(s) este parametrizarea
canonica, este inclusd intr-un cerc centrat in punctul Cy si de raza r > 0. Atunci,
pe de o parte, deoarece cercul este o curba plana, deducem ca

T(s) =0, Vsel0,L]

Pe de alta parte, tindnd cont de proprietatile geometrice ale cercului pe care fixam
o orientare convenabila, deducem ca

N(s) :%[6070(3)], Vs elo,L],

unde vectorul Cy este vectorul de pozitie al punctului Cp. Utilizand formulele lui
Frénet, gasim
dN 1
25 = 5 Tls)=—k(s) - T(s), ¥ s € [0, L],
adica )
k(s) = ot vV selo0,L)]
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TEOREMA 11.6.3. O curba in spativ are imaginea inclusd intr-o elice circu-
lard daca gi numai daca are torsiunea constanta nenuld 7(s) = 7 # 0 gi curbura
constantd k(s) =k > 0 in fiecare punct al ei.

DEMONSTRATIE. ” = ” S& consideram elicea circulard C = Im ¢, unde
c:R—R3 ¢(t) = (acost,asint,bt), a >0, b#0.
Prin derivari succesive obtinem
¢(t) = (—asint,acost,b), é(t) = (—acost, —asint,0) si ‘¢ (t) = (asint,—acost,0).

Produsul vectorial intre vectorii ¢(t) si ¢é(t) este

) 7 k
é(t) x é(t) = | —asint acost b | = (absint,—abcost,a?)
—acost —asint 0

iar produsul mixt intre vectorii ¢(t), é(t) si ‘¢ (t) este

—asint  acost b
(¢(t),é(t), ¢(t)) = | —acost —asint 0 |=a’b.
asint —acost 0

Normele vectorilor ¢(t) si ¢(t) x ¢é(t) sunt

16)]] = Va2 + b2 si ||e(t) x ét)]| = av/a® + b2

Prin urmare, curbura si torsiunea elicei circulare C' = Im ¢ sunt

e x el a
0= e~ @re ¢ VEER
si
(C(t), &0, €M) _ _b L yieRr,.

t) = =
"= Ta < OIF 2+ P
7 <7 84 presupunem cd C' = Im ¢, unde
c¢:[0,L] = R, s — c(s) = (x(s), y(5), 2(s)),
este o curba in spatiu parametrizati canonic, care verifica relatiile
T(s)=7#0, Vsel0,L],
si
k(s)=k>0,Vsel0L]

Fie § € (0, 7) astfel incat
-

t0 =
co .

si fie vectorul
U(s) =T(s)-cosf+ B(s)-sinf, Vs € [0,L].

Prin derivare si utilizand formulele lui Frénet, deducem ca

dU dT

ds  ds
adicd existd un vector constant nenul U € V5 astfel incat

U(s)=U, ¥V sel0,L].
S& considerdm acum functia derivabild f : [0, L] — R definitd prin

f(s) = (c(s) = c(0),T).

B _
cos@—l—cfi—s -sinf = (kcos@ — 7sind) - N(s) =0, V s € [0, L],
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Prin derivare deducem ca
f(s) =(T(s),U) = cosb, ¥V s €0, L],
adicd, prin integrare, avem
f(s)=s-cosf+sp, Vse|0,L],
unde s¢ € R. Deoarece avem f(0) = 0, rezultd ci so = 0, adica
f(s)=s-cosb, ¥sel0,L],
Cu alte cuvinte, avem
{c(s) —¢(0),U) = s-cosb, Vs €[0,L].
Tinand cont de faptul ca
1711 = (@.0) =1,
relatia de mai sus este echivalentd cu relatia
{c(s) —c(0) —s-cosf-U,U) =0, Vsel[0,L]
Aceasta tnseamna cid curba in spatiu C =Im ¢, unde
c(s) = c(s) —c(0) —s-cosf-U, ¥ s€l0,L],

este situatd in planul care trece prin originea O(0,0,0) si are directia normald data
de versorul constant U, adicd avem

T(s)=0, Vse[0,L].
In acelasi timp, prin deriviiri succesive si folosind formulele lui Frénet, gisim
é(s) =T(s) —cosf-U si ¢(s) = k- N(s).
Produsul vectorial al vectorilor ¢(s) si ¢(s) este
é(s) x é(s) = [T(s) —cosf-U] x [k-N(s)]=k-sin6-U
iar normele vectorilor ¢(s) si é(s) X ¢(s) sunt
HE(S)H =sinf gi HE(S) X E(S)H =k -sinf.
Prin urmare, curbura curbei in spatiu C = Im¢ este constanti
~ Hé(s) X é(s)H L
k(s) = - 3 = . 3
e sin” 6
o]

>0, VseloL]

In concluzie, curba in spatiu C = Im@¢ este inclusd intr-un cerc centrat intr-un
punct arbitrar Cy si de raza
sin? 6
k )
cerc situat in planul care trece prin originea O(0,0,0) si are directia normals dati
de versorul constant U.
In final, pentru simplificare, putem presupune, firg a restrange generalitatea
problemei (efectudm eventual o translatie si o rotatie in spatiu), cd

Co = ¢(0) = (0,0,0) si U = E.




11.6. INTERPRETARI GEOMETRICE ALE CURBURII ST TORSIUNII 233

In acest context geometric, cercul de raz#

B sin? 6

==
situat in planul Oy, avand centrul in originea O(0,0,0) si avind o parametrizare
de viteza constanta

u(s) = Hé(s)” = sinb,

este definit de parametrizarea regulata

. in” ¢ k- in” ¢ k-
cs) = (SH; - COS (sinZ)’ SH; - sin (ﬁ), 0>, vV s €10, L].

Tinand cont de faptul cd
&(s) =c(s) —s-cosf-k, Vse[0L),

deducem ca

sin” 0 k-s sin” 0 k-s
= : s : L.
c(s) ( T rcos <sin9) , —p sin <sin9) .S COSG) , Vsel0,L]

Deoarece

k
VEZ + 727

(o0 VT g o).

cosf = si sinf =

.
VkZ + 72

obtinem
k
c(s) = (m cos (s k2 + 7'2) ,

Cu alte cuvinte, notand

k-
k2 + 712

. T
a:k2+72>0§1b:k2+727&07

rezultd cd curba C' = Imc este inclusi in elicea circulard parametrizatd canonic,
definita prin

o(s) = (a - 08 ——0 b

. S
—F—, Q- SIN
a? + 0%’ Vaz + 02 Va? + 12

-s>,VSER.






CAPITOLUL 12

SUPRAFETE

In acest capitol vom defini riguros suprafetele in spatiul punctual euclidian
Fs5 si vom studia principalele proprietati geometrice ale acestora. Totodata vom
scoate in evidentd nigte marimi scalare (curburd totald, curburd medie si curburi
principale) care ne vor da informatii asupra formei unei suprafete. Pe parcursul
acestui capitol, prin aplicatie diferentiabild vom intelege o aplicatie neteda, adica
o aplicatie diferentiabild de o infinitate de ori pe un domeniu deschis, convenabil
ales, in sensul ca acesta este inclus in domeniile de definitie ale aplicatiei studiate
si derivatelor acesteia.

12.1. Definitii si exemple
DEFINITIA 12.1.1. O aplicatie injectiva si diferentiabild
r: D CR? - R3,
unde D este un domeniu deschis, definita prin

r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), V (u,v) € D,

unde
or oy 0
ou Ou Ou _
rang dr oy 0 =2, V (u,v) € D,
ov Ov Ov

se numegte hartda (de coordonate).

OBSERVATIA 12.1.1. Conditia de reqularitate

o0 0y 0
ou Ou Ou _

rang g oy 0 =2,V (u,v) € D,
ov Ov Ov

este echivalenta cu conditia
Tu X7y #0, ¥V (u,v) € D,

(0 oy o\ L (on oy 0
T\ ouwon) ¥ T oo )

DEFINITIA 12.1.2. O harta

unde

r:DCR*—R?
cu proprietatea ca tnversa ei pe imagine
r~t:r(D) CR® — D C R?
este diferentiabila se numeste harta proprie.

235
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DEFINITIA 12.1.3. Multimea de puncte din spatiu
tmr "2 7(D) "2 {P(a(u,v),y(u, v), 2(u,0)) | (u,v) € D} C B,

care reprezintd imaginea hartii proprii r(u,v), se numeste suprafatd parame-
trizata simpla.

Suprafata parametrizatd simpld ¥ = Imr = r(D)

DEFINITIA 12.1.4. O multime nevidd X de puncte din spatiu cu proprietatea ca
pentru fiecare punct Mo(zo, Yo, z0) € X existd in R o vecindtate V' a punctului M,
st existd o hartd proprie

r:DCR*—R?
astfel incat
XNV =Imr
se numegste suprafata.

OBSERVATIA 12.1.2. Intuitiv vorbind, o multime nevida ¥ de puncte din spatiu
este o suprafati daca intr-o vecindtate suficient de micd a fiecarui punct My € %
suprafata poate fi identificatd cu o portiune dintr-un plan.

OBSERVATIA 12.1.3. FEste evident ca orice suprafatda parametrizatda simpla este
o suprafata.
EXEMPLUL 12.1.1. Fie aplicatia injectiva si diferentiabild
r:D=R*—-R?
definita prin
r(u,v) = (u, v, uv).
Prin derivari partiale obtinem
T’U. = (1707 v) '§Z T’U = (07 17u)'

Prin urmare, avem conditia de regularitate

ik o
FaXTy=1]1 0 v |=—vi—uj+k#0,V (u,v) € R
0 1 u

Deoarece inversa pe imagine a aplicatiei T, definitd prin
r=t:ir(D) CR® = R, 77 (2,9, 2) = (2,),

unde z = zy, este diferentiabila, rezulta ca aplicatia diferentiabila r este o hartd
proprie.
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Imaginea hartii proprii v este multimea de puncte
Imr =7 (D) = {P(z,y,2) | 2y — 2 = 0}
st deci Imr = r(D) este o suprafatd parametrizata simpla. Cu alte cuvinte, cuadrica
definita de ecuatia
Yixy—2=0
este o suprafatd. Prin reducere la forma canonicd deducem ca cuadrica ¥ este un
paraboloid hiperbolic.
EXEMPLUL 12.1.2. Fie aplicatia injectiva si diferentiabila
r:D=(—mm7)x(0,1) CR* - R3
definita prin
r(u,v) = (sinw,sin 2u, v).
Prin derivari partiale obtinem
ry = (cosu,2cos2u,0) gir, = (0,0,1).

Prin urmare, avem conditia de regularitate

) J k _ L
Ty X Ty =] cosu 2cos2u 0 | =2cos2ui —cosuj #0, V (u,v) € D.
0 0 1

Deoarece inversa pe imagine a aplicatiei v este definitd prin

r~!r(D) C R? — R

(—m —arcsinz,2) ptr. x<0giy>0gida* —42®+ 9> =0
1 ~J (0,2) ptr. x=y=0
r@y2) = (arcsinz, z) ptr. x#0 siy/x >0 sidat —42% +y?> =0

(r —arcsinz, z)  ptr. x>0 siy <0 gidat —42® +9y> =0,
unde z € (0,1), deducem ca aplicatia 7= nu este diferentiabila in punctele (0,0, 2).

In concluzie, multimea de puncte din spativ M = Imr = r(D) nu este o
suprafata parametrizata simpla.

Multimea de puncte M = Imr = r(D)

Mai mult, deoarece in vecindtatea oricarui punct de pe axa Oz multimea de
puncte M = Imr = r(D) nu poate fi privitd ca imaginea unei harti proprii locale,
ea semandnd intr-o asemenea vecinatate cu intersectia a doud plane, rezultd ca, de
fapt, multimea de puncte M = Imr = r(D) nu este o suprafatd.

EXEMPLUL 12.1.3. Sa consideram sfera centratd in originea O(0,0,0) gi de
raza r = 1 avdnd ecuatia

Y4yt 422 -1=0.
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Fie aplicatia injectivd si diferentiabila
r:D cCR?— R3,

unde
D = {(u,v) | u* +v* < 1},

r(u,v) = (u,v, V1 —u? —v?).

Prin derivari partiale obtinem

definita prin

u . v
o= (10 =) i = (01 =)

Prin urmare, avem conditia de regularitate

i g k
1 0 R
Ty X Ty = Vi—w2—2 | =
v
0 1 ——————
V1—u?—0v?

U P4 v
V1—u2 —0? V1—u2—02
Deoarece inversa pe imagine a aplicatiei T, definita prin

rtir(D) CR = R?, v (2,y, 2) = (2,9),
unde 22 +y?> + 22 —1 =0 gi z > 0, este diferentiabila, rezultd ca aplicatia difer-
entiabila r este o harta proprie.
Imaginea Imr = (D) a hartii proprii v este emisfera nordica a sferei 3 fard
cercul ecuatorial.

J+k#0, VY (u,v) €D.

VA
. 10,0.1)
7~ ! ™~

/v'ir(D) L (2)=r(uy)
! ! N\
Fot . M W
\\ \{ o] ‘(xy,()/) Y
" Tr@w

Parametrizarea emisferei nordice Imr = r(D)

Prin analogie, din simetriile sferei, deducem ca orice punct al sferei poate fi
privit ca apartindnd unei emisfere parametrizate ca mai sus. In concluzie, sfera %
este o suprafala.

Fie f : D ¢ R?> — R, unde D este un domeniu deschis din R?, o functie
diferentiabild. Reamintim din analiza matematicd faptul ca pentru orice punct
P(z,y,z) € D vectorul

wrad$)(P) (GHP). ). Ei)

se numeste gradientul functiei f in punctul P(z,y, 2).
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DEFINITIA 12.1.5. Un punct My(zo, yo,20) € D care verifica relatia

grad(f)(Mo) # (0,0,0)
se numeste punct regulat al functiei f.

In acest context, putem demonstra urmétorul rezultat:

TEOREMA 12.1.1. Multimea de puncte din spativ P(x,y,z) € Es ale caror
coordonate verifici relatia
Y flx,y,2) =0,
unde
grad(f)(P) #(0,0,0), V P € X,
este o suprafata.

DEMONSTRATIE. S& considerdm c& My(xg, Yo, z0) € ¥ este un punct arbitrar al
multimii de puncte X (i. e. f(xo,yo0,20) = 0 si grad(f)(My) # (0,0,0)). Deoarece
conditia

gTCLd(f)(Mo) 7é (07 07 O)
este echivalentd cu conditia

(%(MO))Z i (%(M@)z + (%(M@)2 #0,

sa presupunem ca

of
5, (Mo) #0.

In conditiile de mai sus, conform teoremei functiilor implicite din analiza matem-
aticd aplicatd functiei f si punctului My(xo, Yo, 20), deducem c4 existd o vecinitate
D alui (w9,%0) in R? si existd o functie diferentiabili

o:DCR* =R

cu proprietatile

Pl 90) = 20, S0, 9(0,0)) =051 5,0, 6(0,0)) 0,V (u,0) € D.
Sa consideram acum aplicatia injectiva gi diferentiabila
r:DCR*—R®
definitd prin

r(u,v) = (u, v, p(u,v)),
a carei inversa pe imagine

Til : T(D) C R3 — D7 Tﬁl(x7yvz) = (x,y),

unde z = ¢(x,y), este diferentiabild. Deoarece avem

1 0 %

rang 8u =2,V (u,v) €D,
01 2
v

deducem ci aplicatia diferentiabild r este o hartd proprie. Mai mult, luand in R? o
vecindtate convenabild V' a punctului My(xo,yo,20) € X, obtinem ci

YNV =Imr.
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In concluzie, deoarece punctul My(zg, 1o, 20) € ¥ a fost ales arbitrar, rezulti
ca multimea de puncte ¥ este o suprafata. O

DEFINITIA 12.1.6. O suprafata definitd ca in teorema precedentd se numeste
suprafata definita tmplicit.

COROLARUL 12.1.1. Orice cuadrica cu proprietatea cd nu contine nici un cen-
tru de simetrie (i. e. elipsoidul, in particular sfera, hiperboloidul cu o pdnzd
sau doud, paraboloidul eliptic sau hiperbolic, conul fard varf, cilindrul
eliptic, in particular circular, cilindrul hiperbolic sau parabolic, reuniunea
de plane paralele i multimea vidd) este o suprafati.

DEMONSTRATIE. Fie ¥ o cuadrica arbitrara care nu contine nici un centru de
simetrie si care este definitd implicit de ecuatia

Y :g(x,y,2) =0,
unde
g(z,y,2) = anz®+ any® + aszz? + 20100y + 201352 + 2a03yz +
420147 + 2094y + 20342 + Q44.

Vom demonstra prin reducere la absurd ca
dg 2 g 2 g 2
<8x (P)) + <8y(P) + e (P)) #0,V P(x,y,2) € %.

S& presupunem prin absurd ci existd un punct din spatiu My (z, yo, 20) apar-
tindnd cuadricei ¥ care verifica relatia

(%(M@)z + (%(Mﬁ)z + (%(Ma))z =0.

Atunci, deducem imediat c&

10

——g(Mo) = a1To + a12Yo + a13zo + a4 =0
2 0x

10yg

=—=(Mp) = a1220 + azyo + az320 + a24 =0
2 Jy

10

58_Z(MO) = a1370 + a23Yo + azzzo + ass = 0,

adicd punctul My(zg, Yo, 20) este un centru de simetrie al cuadricei 2. Acest lucru se
afld in contradictie cu ipoteza ci cuadrica ¥ nu contine nici un centru de simetrie.
In concluzie, cuadrica ¥ este o suprafata. O

EXEMPLUL 12.1.4. Sfera de ecuatie carteziana implicita
(S): (z —20)* + (y —y0)* + (2 — 20)° — R> =0,
unde R > 0, este o suprafatd. O hartd in sfera (S) este determinati de aplicatia
diferentiabila
r:D=(0,2r) x (0,7) C R* - R3
definita prin

r(u,v) = (xo + Rcosusinv, yo + Rsinusinv, zg + Rcosv),
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deoarece Imr C (S). Deoarece inversa pe imagine a hartii r este definita prin

r~!ir(D) CR® — R

arccos i arccos S y >y
) ) = Y0
. V(@ —20)% + (y — y0)? R
o (2,y,2) =
27 — arccos — , arccos S , Y < Yo,
\/(55 —20)? + (¥ — %0)? R

unde (v — x0)? + (y — v0)? + (2 — 20)? — R? = 0, deducem ca aplicatia r— nu este
diferentiabila in punctele (z,0, 2), unde (x—x0)*+ (2 — 20)?> — R? = 0. Prin urmare,
harta r nu este o hartd proprie. Euvident, restrictia hartii v la unul din domeniile
Dy = (0,7) x (0,7) sau Dy = (m,27) x (0,7) devine o hartda proprie.

ExXEMPLUL 12.1.5. Elipsoidul de ecuatie carteziand implicita

22 2 22
(E):E+ﬁ+§*1:0,
unde a,b,c > 0, este o suprafatd. O hartd in elipsoidul (E) este determinata de
aplicatia diferentiabild
r:D=(0,2r) x (0,7) C R? - R3

definita prin
r(u,v) = (acosusinv, bsinusinv, ccosv),

deoarece Imr C (E).

EXEMPLUL 12.1.6. Hiperboloidul cu o pdnza de ecuatie carteziand implicitd

2 2 2
R )

(H): G+ E =2

unde a,b,c > 0, este o suprafatd. O hartd in hiperboloidul cu o panzd (Hy) este
determinata de aplicatia diferentiabild

r:D=Rx(0,2r) CR* - R3
definita prin

r(u,v) = (acoshusinv,bcoshu cosv, csinh u),
deoarece Tmr C (Hy).
EXEMPLUL 12.1.7. Hiperboloidul cu doud pdnze de ecuatie carteziand implicita
2 2 2
Lz Yy z _

(HQ).¥+b—2*§+1—O,
unde a,b,c > 0, este o suprafata. Niste harti tn hiperboloidul cu doud panze (Hs)
sunt determinate de aplicatiile diferentiabile

ri2:D=Rx(0,21r) CR? - R3
definite prin
r1,2(u,v) = (asinhu cos v, bsinh usinv, £ccoshu),

deoarece Tmr UImry C (Hz).
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EXEmMPLUL 12.1.8. Paraboloidul eliptic de ecuatie carteziand implicita
2 2
oy
(Pe)zﬁ—i_ﬁ_zzoa
unde a,b > 0, este o suprafata. O harta tn paraboloidul eliptic (P.) este determinatd
de aplicatia diferentiabild

r:D=Rx(0,2r) C R? - R3

definita prin
r(u,v) = (aucosv, businv, u?),
deoarece Imr C (P,).

EXEMPLUL 12.1.9. Paraboloidul hiperbolic de ecuatie carteziana implicitd
2 2
.Y _
(Ph).ﬁ—ﬁfz—(),
unde a,b > 0 gi z > 0, este o suprafatd. O hartd in paraboloidului hiperbolic (P}j)
este determinata de aplicatia diferentiabilda

r:D=R>—R®

definita prin
r(u,v) = (aucoshv, businh v, u?),
deoarece Imr C (P;).

ExeEMPLUL 12.1.10. Conul de ecuatie carteziana implicita
2 2 2
n . L Y =
(C).ﬁer—z*g—O,
unde a,b,c > 0 g1 z > 0, este o suprafatd. O hartd in conul (C') este determinata
de aplicatia diferentiabila

r:D = (0,00) x (0,27) C R* - R?

definita prin
r(u,v) = (ausinv, bu cosv, cu),
deoarece Imr C (C").

OBSERVATIA 12.1.4. Din cele descrise pina acum deducem cd o suprafata
poate fi descrisa in doud feluri:

(1) parametric (ca imaginea unei harti proprii r : D C R? — R3);
(2) implicit (ca o multime de puncte requlate X : f(z,y,z) =0).

OBSERVATIA 12.1.5. Din punct de vedere teoretic, cu ajutorul teoremei functi-
ilor implicite din analiza matematica, orice suprafatd definita implicit poate fi para-
metrizata local propriu, intr-o vecindtate a fiecarut punct. Practic insa, o astfel
de parametrizare locald proprie este dificil de exprimat in general. Pe cazuri partic-
ulare, prin artificii de calcul, pot fi gasite totusi astfel de parametrizari locale proprii
pentru suprafetele definite implicit (vezi exemplele de mai sus). Este important de
subliniat ca hartile locale prezentate in exemplele anterioare nu sunt in mod necesar
nigte harti proprit. Impundnd insa anumite restrictit geometrice convenabile asupra
imaginilor lor X' = r(D), care se reduc la niste restrictii ale domeniului D (vezi
cazul sferei), ele devin niste harti proprii locale.
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12.2. Plan tangent si dreapta normala
12.2.1. Suprafete parametrizate. Sa consideram ca ¥ = Imr, unde
r:DCR? = R3 r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)),
este o suprafatd parametrizata simpla si s consideram ca
c: 1 CR— D CR? ¢(t) = (u(t),v(t)),
este o curba pland parametrizata.
DEFINITIA 12.2.1. Curba in spatiu
C:ICR— X CR3 &t) = (roc)(t) =r(u(t),v(t)),
se numegste ridicata curbei c pe suprafata ¥ sau, pe scurt, curba pe X.
OBSERVATIA 12.2.1. Orice curba pe X
C:ICR—-XCR?
este ridicata unei unice curbe plane
c: I CR— D CR? ¢t) = (u(t),v(t)).

Aceasta curba plana este definiti de relatia

¢ = (rlyz) " 0@
Sa consideram acum ci
Py = r(ug, vo) = (x(uo,v0), y(uo, vo), z(uo, o))
este un punct arbitrar pe suprafata ¥ = Imr.

DEFINITIA 12.2.2. Un vector liber w € V3 se numeste vector tangent in
punctul Py = r(up,vp) la suprafata X = Imr dacd exista o curba pe ¥ definita
prin

¢:(—e,6) CR— X CR? &(t) =r(u(t),v(t)),
unde € > 0, astfel incdt
&(0) = r(ug,v0) = Py si ¢(0) = w.

TEOREMA 12.2.1. Un vector liber w € V3 este vector tangent in punctul Py =
r(uo,v0) la suprafata ¥ = Imr dacd gi numai daca el poate fi scris ca o combinatie
liniara de vectorii liberi menuli necoliniari

0 0 0
rul) = (G o ). s ), 5 (o))

§t
0 0 0
1o () = ( Gt o). G2 o), 5 o))

DEMONSTRATIE. Fie w € V3 un vector tangent in punctul Py = r(ug,vp) la
suprafata > = Imr gi fie o curbd pe ¥ definitd prin

C:(—e,6) CR = X CR3 &t) =r(u(t),v(t)),
unde € > 0, astfel incat

&(0) = r(ug, vo) = Py si ¢(0) = w.
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Atunci, conform regulii de derivare a functiilor compuse aplicatd curbei ¢(t) si
punctului ¢ = 0, obtinem

w = ¢(0) = u/(0) - 7o (Po) + 0 (0) - 7 (Pp).
Reciproc, si presupunem c& avem un vector liber w € V3 de forma
w=¢y - 1u(Fo) + ca - 1 (Fo),
unde c1, ¢ € R, gi sd ludm curba pe ¥ definita prin
C:(—e,e) CR— X CR3, &(t) = r(ug+ ter, v + tea),
unde € > 0 este ales astfel incat
(uo +ter,vo +tea) € D, Vi € (—¢,¢).
Este evident cd avem
c(0) = r(uo,v0) = Po s1 &(0) = 1 - ru(Po) + ¢2 - o (Po) = w,
adica vectorul liber de forma
w=cy1ru(Po) + cary(FPo)
este un vector tangent in punctul Py = r(ug, vo) la suprafata ¥ = Imr. O

DEFINITIA 12.2.3. Multimea tuturor vectorilor tangenti in punctul Py = r(ug, vo)
la suprafata ¥ = Im7r se numeste planul tangent in punctul Py la suprafata
Y =Imr § este notat cu Tp, 2.

Din teorema precedentd deducem ca, din punct de vedere geometric, planul
tangent Tp, ¥ poate fi privit ca planul determinat de punctul

Py = r(ug,v0) = (2(uo,v0), y(uo, vo), 2(uo, v0))

si vectorii liberi nenuli necoliniari r,(Py) si r,(FPp). In consecintd, avem urmatorul
rezultat:

COROLARUL 12.2.1. Ecuatia planului tangent Tp, X in punctul Py = r(ug,vo)
la suprafata X = Imr este datd de

x —x(uo,v0) ¥ — y(uo,v0) 2 — 2(uo,vo)

ox oy 0z

TpS:| 3pUo%) 5 (wo,v0) 5 (uo,v0) | o
0 0 0
a—i(uo,vo) 8—Z(UO,UO) 8—i(u0,1}0)

DEFINITIA 12.2.4. Dreapta Np,% care trece prin punctul Py = r(ug,vo) i
care este perpendiculard pe planul tangent Tp,X se numeste dreapta normald
la suprafata 3 in punctul Py.

Deoarece directia dreptei normale Np, X este data de vectorul liber

i J k
ox y 0z
ru(Po) X ro(Py) = | g, (u0:v0) 5 (w0, v0)  -(uo,v0) | =
ox oy 0z

%(uoavo) %(Umvo) %(uoavo)

= Ni(uo,v0)i + Na(uo,vo)j + Ns(uo,vo)k,
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unde
0 0
6_Z(UO’UO) a—i(uovvo)
Ni(uo,v0) = dy 0 )
%(UO,UO) %(’U’O?UO)
T 0z
- (uo,v0)  ——(uo,v0)
Na(ug, v9) = | 9" ou
%(U(M'UO) %(u()vvo)
si
0 0
a_x(u()?v()) a_z(u(hv())
N3(uo,vo) = oz dy )
a—(uoavo) %(Uo,vo)

gasim imediat urmatorul rezultat:

COROLARUL 12.2.2. Ecuatiile dreptei normale Np, % in punctul Py = r(ug, vo)
la suprafata X = Imr sunt descrise de

x — (ug, vo) Y- y(ug, vo) z — z(up, vo)

Np X : = = .
Fo Ni(ug,v0) Na(uo,vo) N3(uo,vo)

EXEMPLUL 12.2.1. Sa se scrie ecuatiile planului tangent si a dreptei normale
in punctul

T T
(o= T
la sfera ¥ = Imr, unde aplicatia
r:(0,7) x (0,7) C R? - R?

este definitd prin
r(u,v) = (cosusinv, sinwusin v, cosv).

FEste evident ca avem

11\/§>

Py =r(ug,v0) = (57577

Prin derivari partiale, obtinem
7y = (—sinusinv, cosusinv, 0) gi r, = (cosu cos v, sin ucosv, — sinv).

Calculdnd entitatile anterioare in punctul Py, gasim

7"U(]DO) = <%7%70) §7’ T’U(PO) - (%7%7?) .

Produsul vectorial al vectorilor r,,(Py) si m,(Po) este

|
Tu(P()) X ’I“v(P()) = Z -1 1
1

N | =
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In concluzie, ecuatiile cdutate sunt:

2 2 2
Np Y : = =
ve v
4 4 2
§t
1 V2 1 V2 V2 1
e (3 (9):09 (2):(-) (3
12.2.2. Suprafete definite implicit. S& consideram cid ¥ : f(z,y,z) = 0,
unde

arad$)(P) = (£ P). 5L 0. GLP) ) # 00,0, v P e,

este o suprafatd definitd implicit i s& consideram c& Py(zo, Yo, 20) este un punct
arbitrar fixat al suprafetei X (i. e. f(xo,¥0,20) = 0). Fie
C:(—e,e) CR—= X CR3, &t) = (x(t),y(t), 2(t)),

o curbd arbitrard pe ¥ cu proprietatea ca
c(0) = (2(0),9(0), 2(0)) = Fo(xo, Yo, z0)-
Deoarece curba ¢ este o curba pe X, rezulti ci avem
flz(t),y(t),2(t)) =0, Vte (—ee).

Derivand ultima egalitate in raport cu t gi calculand totul in punctul ¢ = 0,
deducem ca

GE(R) - (0 + (P (0 (0) + () - ((0) =0 &

& (grad()(Py), &(0)) =0,

adicd vectorul gradient grad(f)(Po) este perpendicular pe vectorul ¢(0) care este
tangent la suprafata 3 in punctul Py(zo,yo,20) = ¢(0). Deoarece curba ¢ este o
curbd arbitrard pe X, rezultd ca vectorul gradient grad(f)(Fp) este perpendicular
pe planul tangent Tp, 3. In acest context, introducem urmitoarele concepte geo-
metrice:

DEFINITIA 12.2.5. Vectorul liber nenul

arad£)75) = (G0 (). L))

se numegte vectorul normal la suprafata ¥ in punctul Py(xo, Yo, 20)-

DEFINITIA 12.2.6. Dreapta Np,X care trece prin punctul Po(xo, Yo, 20) §i care
este directionatd de vectorul normal grad(f)(Py) se numeste dreapta normald la
suprafata X in punctul Py.

DEFINITIA 12.2.7. Planul Tp, X care trece prin punctul Py(zo,yo,20) §i care
este perpendicular pe vectorul normal grad(f)(Py) se numeste planul tangent la
suprafata 3 in punctul Py.

Din geometria analiticd in spatiu rezulta imediat urmatorul rezultat:
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TEOREMA 12.2.2. Ecuatiile planului tangent Tp, X si a dreptei normale Np, 2
sunt descrise de formulele

of

Tpoz:<w—xo>-%(P@Hy—yo)-§—§<Po>+<z—zo>-5<Po>=o
St
S x—Tp  Y—Yo  Z—Z
Np%: afPO o7 0
Twy L Ga

EXEMPLUL 12.2.2. Sa se scrie ecuatiile planului tangent i a dreptei normale
in punctul Py (1,1,1) la suprafata lui Titeica

Yirxyz—1=0.
Prin derivari partiale obtinem
of .~ of _ of _
9~ V% 3y =xz §i 5, — Y

unde
[y, 2) = zyz — 1.
Calculdnd aceste derivate partiale in punctul Py, obtinem

iy =1 Py =15 G -1

0z
In concluzie, gasim ecuatiile
Tp,X:(x—1)-1+(y—1)-14+(2-1)-1=0TpX:2+y+2—-3=0
§t
Np,2: = = 1<:>Np02:x:y:z.

12.3. Formele fundamentale ale unei suprafete

Vom introduce in continuare doui concepte geometrice fundamentale in studiul
local sau global al formei unei suprafete. Pentru aceasta sa consideram ca ¥ = Imr,
unde

r:DCR? = R3 r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)),

este o suprafatd parametrizatd simpla. In acest context, reamintim cé& vectorii liberi

nenuli necoliniari
ox (‘9y 0z\ . oz 8y 0z
u = <8u o’ 8u> Hhe = ((% o’ (%)
formeazd o bazd (neortonormata!) in planul tangent Tp%, unde P = r(u,v), plan
tangent privit ca subspatiu vectorial in spatiul vectorial euclidian (R?, <, >).

DEFINITIA 12.3.1. Functia matriceald g : X2 — Mo (R) definita prin

Pr(u,v)EEngdef<§ g>7

unde
E=<ry,ry > F=<ry,r,>35G=<1r,,1ry >,
se numegte prima forma fundamentala a suprafetei ¥ = Imr.
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OBSERVATIA 12.3.1. Deoarece avem adevaratia relatia
0 < [|ru X ro| 2 = ||rul Pll7ol|?—= < ru, 7o >2= EG — F? = det g,

deducem ca prima forma fundamentald a suprafetei > = Imr este inversabila.
Subliniem faptul cd, in acest context, notiunea de inversd nu se referd la inversa
functiei matriceale g ci la faptul cd matricile gp admit o inversa gl_g1 pentru orice
punct P al suprafetei 3. Astfel, inversa primei forme fundamentale a suprafetei ¥
este definiti de functia matriceald

ExEMPLUL 12.3.1. Sa se calculeze prima forma fundamentald g a suprafetei
¥ =Imr, precum si inversa acesteia g~', unde
r:(0,00) x (0,21) — R3, r(u,v) = (ucosv,usinv, v+ v).
Prin derivari partiale obtinem
ry = (cosw,sinv, 1) gir, = (—usinv,ucosv,1).
Coeficientii primet forme fundamentale sunt
E=<r,1r,>=2 F=<71y,1y >=1§i G =<r,,1, >=u?+1,

adicd prima forma fundamentald a suprafeter ¥ este

(2 1
9=\ 1 w241 )

Deoarece determinantul primei forme fundamentale este
detg=2u?+1>0,
rezultd ca inversa primei forme fundamentale a suprafetei 3. este
-1 _ 1 . U2 + 1 —1
I Tt -1 2 )
DEFINITIA 12.3.2. Functia vectoriald U : ¥ — R3 definitd prin
def 1

P:T(U,U)EE*)UP = m~[ruxrv]

se numegte versorul normal la suprafata ¥ = Imr.

OBSERVATIA 12.3.2. Din definitia produsului vectorial a doi vectori liberi rezultd
evident ca versorul Up este perpendicular pe planul tangent TpY, unde P = r(u,v).
Prin urmare, sistemul de vectori

BP - {T’lu,r’uv UP}

formeazd o bazd mobild (neortonormatal!) in spatiul vectorial euclidian (R3, <, >).

Pentru a introduce cel de-al doilea concept geometric care ne intereseaza, vom
folosi notatiile:

C(Fr oy s\ (0 oy o
T ou2? ou2 ouw? ) "\ Qudv’ dudv’ dudv

(02:5 0%y 822>
Tww=\35 39895 |-

si

Ov?’ Ov2’ Ov?
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DEFINITIA 12.3.3. Functia matriceald b : ¥ — Ms(R) definita prin

P:T(u,v)ezabpd;f(nll 7:),

unde
l =<1y, U >, m =<1y, U > s5in =<1y, U >,
se numegste a doua forma fundamentala a suprafetei > = Imr.

ExEmMpPLUL 12.3.2. Sa se calculeze a doua forma fundamentald a suprafetei
> =Imr, unde

r:(0,00) x (0,27) — R, r(u,v) = (ucosv,usinv, u+ v).

Prin derivari partiale obtinem

ry = (cosv,sinv, 1) gi r, = (—usinv,ucosv,1).
Derivdnd in continuare, gasim
Tuu = (0,0,0), 7y = (—sinv, cosv,0) gi ry, = (—ucosv, —usinwv,0).
Produsul vectorial al vectorilor v, si 1, este
i j k
Ty X Ty = cos v sinv 1 | = (sinv— wucosv,—cosv — usinwv, u)

—usinv wucosv 1

[|7e X 0] = V2u2 + 1.

Prin wrmare, versorul normal al suprafetei 3 este

1ar norma acestuia este

1 1
U=———— |r, Xry| = ——— " (sinv —ucosv, —cosv —usinv, u).
[0 X 7] [ru > 1] Vou? +1 ( ’ u)

In concluzie, coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
1

Vou? +1

| =<7Tuu, U >=0, m=<ry,,U >=—

St
u?

Vouz +1’

adicd a doua formd fundamentald a suprafetei 3. este

n =< Tyy, U>=

b 1 . ( 0o -1 )
V2ui +1 \ -1 w® )
12.4. Aplicatia Weingarten. Curburile unei suprafete

In aceast# sectiune vom introduce niste concepte matematice (aplicatia Wein-
garten, curbura totala, curbura medie i curburile principale) care permit efectiv
descrierea locala sau globald a formei suprafetei parametrizate > = Imr.

DEFINITIA 12.4.1. Functia matriceald L : X — M(R) definita prin
_ def . 1 - 1 ( IG=mF mG—-nF
P=rluv)eX—1Lp = (97 -br=Fa—m (mE—lF nE — mF

se numegste aplicatia Weingarten a suprafetei ¥ =Imr.
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OBSERVATIA 12.4.1. Termenul de "aplicatie" utilizat in definitia anterioard este
folosit deoarece matricea Lp poate fi privitd ca matricea in baza {ry,r,} C TpY a
unui endomorfism Lp : TpYX — TpY numit tot aplicatia Weingarten. Cu alte
cuvinte, din definitia matricii unui endomorfism intr-o anumitd baza rezultd cd
aplicatia Weingarten Lp este definita pe baza {r,,r,} C TpX dupd cum urmeaza:

1

Le(r) = 5=

[(IG—=mF) -1, + (mE —1F) -1,]
§t
1
Le(r) = 5=
Prin urmare, dacd w = ¢y -1y + 2 - Ty, unde c1 2 € R, este un vector oarecare din
planul tangent Tpd, atunct din liniaritatea aplicatiei Weingarten Lp deducem cd
avem

“[(mG =nF)-r,+ (nE —mF) - r,].

Lp(w) =c1 - Lp(ry) +c2- Lp(ry).

1
TEOREMA 12.4.1. Dacd U = m - [ry X 1y] este versorul normal la
Tu X Ty
suprafata X = Imr, atunci urmatoarele formule sunt adevarate:
ou ou
L(ry) = — ) L(ry) = ——.
(r) = ~52 8 Llr) = 5

DEMONSTRATIE. Vom demonstra doar prima egalitate ceruta in teorema de-
oarece cea de-a doua se demonstreaza in mod absolut analog.
Derivand partial in raport cu v egalitatea < U,U >= 1, deducem ca

oU
<%’U>0’

adicd vectorul OU/Ou este tangent in punctul P = r(u,v) la suprafata ¥ = Imr.
Atunci, existd «, § € R astfel incat
oU

——=a-1ry+[7y.

ou

Efectuand in aceastd egalitate produsul scalar, pe rand, cu r, si r,, gisim

sistemul Cramer
a-E+3-F= <8—U,ru>
ou

a'F+6~G<a—U,rU>.
ou

Pe de alta parte, derivand partial in raport cu u egalitatile
<Ury >=<U,r, >=0,

deducem ca
ou oU
50T :7<U7TUU >=—I §1 = T :7<U7Tuv >= —m,
ou ou

adicd sistemul Cramer anterior devine

a-BE+p5-F=-]
a-F+p-G=—-m.
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Solutia acestui sistem Cramer este

_ GomE o mE-IF
T EG-YT TEG—
adica
oU G —mF mE — F

0 EG_F T Eg_pr v )

0

OBSERVATIA 12.4.2. Teorema precedentd ne aratd ca aplicatia Weingarten Lp
contine toate informatiile legate de variatia locald pe suprafata ¥ a versorului nor-
mal Up. Deoarece versorul normal Up este perpendicular pe planul tangent Tp3
rezultd ca aplicatia Weingarten Lp contine toate informatiile legate de variatia lo-
cala pe suprafata X a planului tangent TpY.. Prin urmare, deoarece intr-o vecindtate
suficient de mica a punctului P € ¥ putem aproxima suprafata ¥ cu planul tan-
gent TpY, deducem ca aplicatia Weingarten Lp contine toate informatiile legate de
forma suprafetei ¥ in vecinatatea punctului P.

EXEMPLUL 12.4.1. Sa se calculeze aplicatia Weingarten o suprafetei lui Tite-
tca X = Imr, unde

rRA{(u,v) | u-v =0} =R r(u,v) = (u,v,utv1).
Prin derivari partiale obtinem
ry = (1,0, —u"207) gir, = (0,1, —u"v72).
Derivand in continuare, gasim
Tauw = (0,0,2u™3071), 1y = (0,0,u7%072) §i 74, = (0,0,2u" 0 73).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
-3, -3

E=<ryry>=14+u"*"2 F=<ryr,>=u

§t
G=<ry,r,>=1+u"2074,

adica prima formda fundamentald a suprafetei lui Titeica este
1+u w2 33
9= ( u3p3 14+u2p™ ) .
Deoarece determinantul primei forme fundamentale este

detg=1+u2v*+u*"2>0,

rezultd ca inversa primei forme fundamentale a suprafetei lui Titeica este

_1 1 1+u20™t  —u 3073
I T i u o ttu%2 |y 1pwte? |

Produsul vectorial al vectorilor r,, sir, este

Fa X1y =1 0 —u207! | =@ 2w utv21)

0 1 —uto2
war norma acestuia este

[ra X 7| = V1 4+ 0204 + u=4v-2,
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Prin wrmare, versorul normal al suprafetei lui Titeica este
1 ey X Ty] = ! .
V1+u20=4 4 y—tv-2
Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
2u 3y~ !

Vitu 2ot u2

U ufzvfl,uflv”,l).

B |70 X 70|

I =<1y, U>=

u2p~2

m =< Ty, U >=
e V91+u2o~4 +uty2

st
2u~1ty=3

VI+u2otut2
adica a doua forma fundamentald a suprafetei lui Titeica este

- 1 2w wme R
VIt u vt ru 2 w0 2uTeT? )

n =< Ty, U >=

In concluzie, aplicatia Weingarten a suprafetei lui Titeica este
Lol L (20T w0 Tt — O
0 [det g]*/? u 202 —u St 2Tl e )

DEFINITIA 12.4.2. Functia scalara K : ¥ — R definita prin

2
P=r(uv) €L — K(P) [det L] (P) = %

se numegste curbura totala sau curbura Gauss a suprafetei X = Imr.
OBSERVATIA 12.4.3. Deoarece avem
det(A- B) = (det A) - (det B),

rezulta ca
det b

K =detL =det(g™'-b) = ety

DEFINITIA 12.4.3. Daca

A= (‘; Z)GMQ(R)
este o matrice arbitrara, atunci numdarul real
Trace(A) =a+d
se numeste urma matricii A.

DEFINITIA 12.4.4. Functia scalara H : ¥ — R definita prin

def 1 1 IG—2mF +nFE
P:T(’U,,U)EEHH(P) = §[Trace(L)](P):§W

se numeste curbura medie o suprafetei 3 = Imr.

TEOREMA 12.4.2. Urmdatoarea inegalitate este intotdeauna adevarata:

[H* - K] (P)>0,VPeX.
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DEMONSTRATIE. Pentru a demonstra inegalitatea din teorema, vom demonstra
intai cd pentru orice punct P = r(u,v) € ¥ fixat, aplicatia Weingarten
Lp:TpY — TpX
este un endomorfism simetric, adica
(Lp(wy),wa) = (w1, Lp(ws)), ¥V wy,wy € TpX.
Fie doi vectori tangenti arbitrari
wy=a-ry+b-rysiwa=a-r,+ -1y,

unde a, b, o, € R. Atunci, folosind liniaritatea aplicatiei Weingarten si a produsu-
lui scalar, deducem c&

(Lp(w1),w2) = ac(Lp(ru),mu) +0B (Lp(ry),m0) +aB (Lp(ru), ro) +ba (Lp(ry),Tu)
si
(w1, Lp(wa)) = ac{ry, Lp(ry)Y+b8 (ry, Lp(ry))+aB (ru, Lp(ry))+ba (ry, Lp(ry)) .
Simetria produsului scalar ne conduce la relatia
(Lp(wi),w2) — (w1, Lp(w2)) = aB[(Lp(ra),re) — (ru, Lp(ry))] +
+ba [(Lp(ry),ru) — (1o, Lp(ry))] -

In consecintd, pentru a demonstra ca aplicatia Weingarten L p este un endomorfism
simetric, este suficient s demonstram ca

(L) = (s Lo(r) & (G ) = (5o ).

unde U este versorul normal la suprafata > = Imr. Derivand partial in raport cu
u egalitatea (U, r,) = 0 si in raport cu v egalitatea (U,r,) = 0, deducem c&

oU
<%,rv> =—(U,rpy) =—-m

oUu
<TU7 %> - <7"uv7U> = —m,

unde am tinut cont de teorema lui Schwartz, si anume r,, = 7y,

In consecint#, aplicatia Weingarten Lp este un endomorfism simetric pentru
orice punct P € .

Deoarece orice endomorfism simetric este diagonalizabil, rezulta cé aplicatia
Weingarten Lp este diagonalizabilad pentru orice punct P € ¥. Prin urmare, ma-
tricea Lp are doud valori proprii reale, care sunt solutiile ecuatiei caracteristice

det[Lp —A- L] =0< X —2H(P) -\ + K(P) =0,

si

unde 5 este matricea unitate. In concluzie, discriminantul acestei ecuatii de grad
doi este pozitiv, adicd avem

[H(P)> - K(P)>0,VPeX.
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OBSERVATIA 12.4.4. Degi endomorfismul Lp : TpY — TpX, unde P = r(u,v) €
3 este un endomorfism simetric, matricea Lp = g;l -bp nu este neapdrat o matrice
simetrica. Acest fapt apare din cauza ca matricea Lp = g;l -bp este matricea in
baza neortonormatd {r,,r,} C TpX a endomorfismului Lp : TpX — TpX.
DEFINITIA 12.4.5. Functiile scalare k12 : ¥ — R definite prin

P=r(uv) €S — kio(P) ™ [H +/H? - K} (P)

se numesc curburile principale ale suprafetei ¥ = Imr.

OBSERVATIA 12.4.5. Din definitiile curburilor principale rezultd imediat ca ur-
matoarele egalitati sunt adevarate:

K(P) = [k1 - ko] (P), V P €3,

St
ki + ko
2

OBSERVATIA 12.4.6. Este evident ca curburile principale ki(P) gi ko(P) sunt
solutiile ecuatiet caracteristice

k> — 2H(P)k + K(P) =0 < det [Lp — k - I,] = 0.

Cu alte cuvinte, curburile principale ki(P) si ko(P) sunt valorile proprii ale apli-
catier Weingarten Lp : TpX — TpXY. a carei matrice in baza neortonormata

{ru,m} CTpPX

este matricea (nu neapdrat simetrici!) Lp = gp" - bp.

H(P):{ ](P),VPGE.

EXEMPLUL 12.4.2. Sa se calculeze curbura totala, curbura medie si curburile
principale ale paraboloidului hiperbolic ¥ = Imr, unde

r:R? = R3 r(u,v) = (u,v,un).
Prin derivari partiale obtinem
ro = (1,0,0) gir, = (0,1,u).
Derivdnd in continuare, gasim
Tuu = (0,0,0), ryuy = (0,0,1) giry, = (0,0,0).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E=<ryr,>=1 +’l)2, F=<ry,r,>=uv si G=<r1,,1, >=1 +u2,

adica prima formda fundamentald a paraboloidului hiperbolic 33 este

1402 uUY
g= .
w14 u?
Deoarece determinantul primei forme fundamentale este

detg=1+u®+0v*>0,

rezultd ca inversa primei forme fundamentale a paraboloidului hiperbolic 3 este

1 1 1+u? —ww
9 =T a3 :
14 uw? 4 0v? —uv 142
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Produsul vectorial al vectorilor v, sir, este

Ty X Ty =

= (—v,—u, 1)

S <

J
0
1

O = S

1ar norma acestuia este

Ty X Tyl| =V 1+ u+ 02
| |

Prin urmare, versorul normal al paraboloidului hiperbolic ¥ este

1 1
U=+——— [ry X 1y] = ———= " (—v,—u, 1).
[[ru X 70| V1+u2+ 0?2
Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
1
I =<1y, U>=0, m=<1yp,U >= —————= 5i N =<1y, U >=0,

V1+u2 402

adica a doua forma fundamentald a paraboloidului hiperbolic 3 este

B 1 ’ ( 0 1 )
ViFuz+02 1 0 )7
Aplicatia Weingarten a paraboloidului hiperbolic ¥ este
_ 1 —uv 1+ u?
1y )
b bi(l+zﬂ+fu?)3/2 <1+”2 —uv >
Curbura totald (Gauss) a paraboloidului hiperbolic ¥ este
1

(1+u2+02)?
Curbura medie a paraboloidului hiperbolic 3 este

K =detL =—

U
(14 u2 +02)%?
In concluzie, curburile principale ale paraboloidului hiperbolic ¥ sunt
—uv + /(1 4+ u?)(1 4+ v?)
(1+u2+02)%%
DEFINITIA 12.4.6. Orice versor w € TpX cu proprietatea
Lp(w) =k1(P)-w sau Lp(w) = ko(P) - w

H= % -Trace(L) = —

]CLQZH:t HZ—K:
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se numesgte versor principal al suprafetei ¥ = Imr in punctul P € 3. Directia
unui versor principal se numeste directie principala a suprafetei 3 in punctul P.

OBSERVATIA 12.4.7. Deoarece aplicatia Weingarten Lp : TpY — TpX este
diagonalizabila, rezulta ca exista o bazd ortonormatd (formata din versori proprii

ortogonali)
{61, 62} CcTpX
astfel incdt
Lp(el) = kl(P) c €1 §i Lp(ez) = k’Q(P) c€9.

Cu alte cuvinte, in orice punct P € ¥ exista cel putin doud directii principale
distincte, care sunt perpendiculare. Daca k1(P) # kao(P), atunci existd doud si

numai doud directii principale distincte, care sunt perpendiculare.
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OBSERVATIA 12.4.8. Sistemul de vectori
Bp = {e1,e2,Up}
formeazd o bazd mobild (ortonormatal!) in spatiul vectorial euclidian (R3, <, >).

DEFINITIA 12.4.7. Un punct P € X cu proprietatea
ki(P)=ko(P)=keR
se numeste punct ombilical al suprafetei > = Imr.

OBSERVATIA 12.4.9. Un punct P € % este punct ombilical al suprafetei % =
Imr daca si numai daca

[H? — K] (P) =0.

TEOREMA 12.4.3. Un punct P € ¥ este punct ombilical al suprafetei ¥ = Imr
dacd st numai dacd
Lp(w)=k- -w, VweTpX.
DEMONSTRATIE. ” <7 S& presupunem c&
Lp(w)=k-w, VweTpXL.
Atunci, matricea aplicatiei Weingarten in baza neortonormats
{ru,mp} CTpX
este evident Lp = k - I5. Valorile proprii ale acestei matrici sunt evident
k1(P) = ko(P) = k.
7 = 7 S& presupunem cd P € ¥ este punct ombilical al suprafetei ¥ = Imr,
adica
k1(P) = ko(P) = k.
Deoarece aplicatia Weingarten Lp : TpY — TpX este diagonalizabild iar curburile
principale k1 (P) si ko(P) sunt valorile proprii ale aplicatiei Weingarten, rezultd ci
existd o bazd ortonormata
{61, 62} CcTpXx
astfel incat
Lp(el) =k- €1 §i Lp(ez) =k- €2,
S& considerdm acum ci w € TpX un vector tangent arbitrar. Atunci, exista
unici «, 8 € R astfel incat
w=a-e+5-es.
Prin urmare, avem
Lp(w)=a-Lp(e1)+ P -Lp(es)=a-k-eg+5-k-ea =k w.
O

OBSERVATIA 12.4.10. Daca P € ¥ este un punct ombilical al suprafetei 3,
atunci orice versor w € TpX este un versor principal al suprafetei 3 in punctul
P. Prin urmare, orice directie este o directie principald a suprafetei 3 in punctul
ombilical P.

COROLARUL 12.4.1. Un punct P € % este punct ombilical al suprafetei % =
Imr daca si numai daca

Lp:k?'12<:>bp:k-gp.
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DEMONSTRATIE. Corolarul este o consecintd imediata a teoremei precedente si
a faptului cd Lp = g;l -bp. O

EXEMPLUL 12.4.3. Sd consideram sfera centrate in originea O(0,0,0) gi de razi
R > 0, definita prin ¥ = Imr, unde

r:(0,27) x (0,7) C R* = R? r(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv).

Sa se arate ca toate punctele sferei 3 sunt puncte ombilicale.
Prin derivari partiale obtinem

ry = (—Rsinusinv, Rcosusinw,0) gi r, = (Rcosucosv, Rsinucosv, —Rsinv).
Derivdnd in continuare, gasim
Tyy = (—Rcosusinv, —Rsinusinv, 0), r,, = (—Rsinucosv, Rcosu cosv,0)
§t
Ty = (—Rcosusinv, —Rsinusinv, —R cosv).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E=<ryr,>= R? sin? v, F=<ry,r,>=0 5 G=<r,,1, >= Rz,

adica prima forma fundamentala a sferei 3 este

5 sinv 0
0 1
Produsul vectorial al vectorilor v, si 1, este
7 7 k
Tu X Ty = —Rsinusinv Rcosusinv 0 =

Rcosucosv Rsinucosv —Rsinv
= —R%sinv(cosusinv,sinusinv, cosv)
tar norma acestuia este
l|ry x 7] = R?sinw.
Prin wrmare, versorul normal al sferei 3 este

1 . . .
U=+——"[ry Xry] = —(cosusinv,sinusinv, cosv) .
(|70 X 70|
Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
| =< 74y, U >= Rsin?v, m =< ry,,U >=0 §in =< ry,,U >= R,

adicd a doua forma fundamentald a sferei X este

.2
sin“v 0 1
bR'( 0 1)?'9'

Aplicatia Weingarten a sferei ¥ este
1 1 1 1
L=¢‘bv=¢g ! Z.g==.1,=—.
g =g 59=5 b ( 0
Curbura totala (Gauss) a sferei ¥ este

1
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Curbura medie a sferei 3. este
1

1
H = B -Trace(L) = ok

Curburile principale ale sferei 3 sunt

1
k:1:k2:§.

In concluzie, toate punctele sferei ¥ sunt puncte ombilicale.

OBSERVATIA 12.4.11. Se poate demonstra ca intr-un punct ombilical P al unei
suprafete X2 suprafata 3 se incovoaie la fel de tare gi in acelasi sens pe toate directi-
ile. Astfel, prin faptul ca toate punctele unei sfere sunt puncte ombilicale se explica
"rotunjimea" sferelor.

DErINITIA 12.4.8. O suprafata 2 pentru care H = 0 se numeste suprafata
minimalda.

OBSERVATIA 12.4.12. Din punct de vedere geometric, se poate demonstra cd
dintre toate suprafetele care trec printr-o curba inchisd, suprafata de arie minima
este o suprafata minimald. Demonstratia acestei afirmatii depaseste insa cadrul gi
scopul acestei carti.

EXEMPLUL 12.4.4. Si se arate ca elicoidul drept ¥ = Imr, unde
r:R? 5 R3, r(u,v) = (ucosv,usinv, v),

este o suprafatd minimala.
Prin derivari partiale obtinem

ry = (cosv,sinv,0) gir, = (—usinv,ucosv,1).
Derivand in continuare, gasim
Tuu = (0,0,0), ryy = (—sinv, cosv,0) gi ry, = (—ucosv, —usinwv,0).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E=<ry,ry>=1, F=<7y,1, >=0 §i G =<1y,7, >= 1+ 12,

adicd prima forma fundamentala a elicoidului drept X este

1 0
7\ o 142 )
Deoarece determinantul primei forme fundamentale este

detg =1+u?>0,

rezultd cd inversa primei forme fundamentale a elicoidului drept 3 este

1 1 1+u? 0
gl =—- :
1+ u? 0 1

Produsul vectorial al vectorilor r,, sir, este

i ik
Ty X Ty =| COSV sinv 0 | = (sinv, —cosv, u)
—usinv wucosv 1

1ar norma acestuia este

[|70 X 70]] = V1 + 2.
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Prin urmare, versorul normal al elicoidului drept ¥ este

Ut [y x 7] = e - (s )
- T Ty = 'Sln’l),—COS’U,U.
||Tu><7"v|| V1+u2

Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt

[ =<7y, U>=0, m =<7y, U >=— $1 M =< Tyy, U >=0,

1
V1+u?

adicd a doua forma fundamentala a elicoidului drept 3 este

b__;(o 1>
V14 u? 1 0)’

Aplicatia Weingarten a elicoidului drept 3. este

_ 1 0 1+4+u?
_ 1p - .
L= (1),

Curbura medie a elicoidului drept 3 este
1
H= 3 Trace(L) = 0.
In concluzie, elicoidul drept ¥ este o suprafatd minimald.

12.5. Interpretarea geometrica a curburilor unei suprafete

Sa consideram ca X C Ej3 este o suprafatd si cd P € ¥ este un punct arbitrar
fixat al suprafetei.

TEOREMA 12.5.1. Intr-o vecindtate suficient de micd a punctului P € ¥ suprafata

3. are aproximativ aceeasi formd cu forma cuadricei
1
Yiz= 5 [k1(P) - 2 + ka(P) - y]
intr-o vecindtate suficient de micd a originit O(0,0,0) € ¥/, unde k1(P) gi ko(P)
sunt curburile principale ale suprafetei 3 in punctul P.

DEMONSTRATIE. Efectuand eventual o translatie gi o rotatie in spatiu, putem
presupune fara a restrange generalitatea ca:
(1) P=0(0,0,0);
(2) Up = (0,0,1) = k C Oz este versorul normal in P la suprafata X.
(3) e1 = (1,0,0) =i C Oz si e3 = (0,1,0) = j C Oy sunt doi versori proprii
ortogonali ai suprafetei ¥ in punctul P.

Mai mult, cu ajutorul teoremei functiilor implicite, putem presupune cé, intr-o
vecinatate suficient de mica a punctului P € ¥, suprafata ¥ este parametrizata sub
forma

Y =Imr, r(u,v) = (u,v,p(u,v)),
unde
0:DCR? =R
este o functie diferentiabila.
Este evident c& din (1) rezultd ¢(0,0) = 0.
Prin derivari partiale, obtinem

ru(P) = (1,0,%(0,0)) giry(P) = (O,l,%(0,0)) .
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Produsul vectorial al vectorilor r,(P) si r,(P) este

|

P
dp Op Op
PPy = 10 5,00 = (<2200, -F0.0.1).
dyp
0 1 Z2(0,0)

Deoarece produsul vectorial r,,(P) x r,(P) este coliniar cu versorul normal Up, din
presupunerea (2) deducem ci

(2% dp
u o

Aceste relatii, impreund cu presupunerea (3), implicd

ro(P) = (1,0,0) = ey §i r,(P) = (0,1,0) = eq,

(0,0) = ==(0,0) = 0.

adica r,(P) si r,(P) sunt doi versori proprii ortogonali ai suprafetei ¥ in punctul
P. Prin urmare, avem

Lp(ru(P)) = ki(P) - ru(P) si Lp(ry(P)) = ka(P) - 7 (P),

unde Lp este aplicatia Weingarten a suprafetei ¥ in punctul P iar ki (P) si k2(P)
sunt curburile principale ale suprafetei 3. in punctul P.
Pe de alta parte, in acest context geometric, prima forma fundamentala a

suprafetei ¥ in punctul P este
(10
gP - 0 1 )

ceea ce implicd Lp = bp, unde bp este a doua forma fundamentald a suprafetei X
in punctul P. Totodata, prin derivari partiale succesive, avem

Tuu(P) = (0 0, ‘;22 (0, 0)) , Tun(P) = (o 0, 8628 (0, 0))
’ Tow(P) = (0 0, 322 (0, 0))
adicd gisim

Foalt 0%

o W( ,0) udy (0,0)
be=te =1 g, Pp
Oudv (0,0) 2 (0,0)
Folosind acum definitia aplicatiei Weingarten, deducem c&
foalts foalt
Lp(ru(P) = 55(0,0) - ru(P) + 5 2-(0,0) - 1o (P) = (P) - ru(P)
0% 0%
Lp(ro(P) = 52-(0,0) - 7u(P) + 5-2(0,0)  7o(P) = ka(P) - 1u(P),
ceea ce implica
82 82 . 0%
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Deci, in contextul geometric prezentat mai sus, am dedus cd functia p(u,v) are
proprietatile

_ 920 gy 9.0 - 9% _
si
0? 0?
525(0.0) = ki (P), 5-5(0,0) = ka(P).

Atunci, conform formulei lui Taylor aplicatd functiei p(u,v) i punctului (0,0),
deducem c&, pe o vecindtate suficient de micd a punctului (0,0), putem aproxima
functia ¢(u,v) cu functia polinomiald de grad doi

_ Op dyp
fluv) = ¢(0,0)+5=(0,0) - u+ 55(0,0) - v +
1 [0%p 5 %o Py 2
Yo [0 2 5,00 w vt 5s (0.0

adicd, pe o vecindtate suficient de micd a punctului (0,0), putem aproxima functia
©(u, v) cu functia polinomiald de grad doi

1
f(u,v) = 3 [k1(P) - u® + ka(P) - v°] .
In concluzie, rezultd ceea ce aveam de demonstrat. O

DEFINITIA 12.5.1. Cuadrica
1
Yiz= 5 [k1(P) - 2 + ka2(P) - y]
unde ki(P) i ko(P) sunt curburile principale ale suprafetei ¥ in punctul P € 3,
se numeste aprorimarea patraticd o suprafetei o in vecinatatea punctului P.

Interpretarea geometricd a semnului curburii totale (Gauss)
K(P) = ky(P) - k2(P)
(1) S4 presupunem c& in punctul P € ¥ avem
K(P) = ky(P) - ka(P) > 0.

Atunci, rezultd cd ki(P) si ko(P) au acelasi semn, adicid aproximarea

patratica a suprafetei 3 in vecindtatea punctului P este paraboloidul

eliptic

1
Yiz= 5 [k1(P) - 2 + k2(P) - y?] .

De aceea, local, punctul P apare pe suprafata 3 ca un varf.

Paraboloidul eliptic ¥’/
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(2) S& presupunem cd in punctul P € ¥ avem
K(P) =ki(P) - ka2(P) < 0.

Atunci, rezultd cd ki (P) si ko(P) au semne contrare, adicid aproximarea
patratica a suprafetei 3 in vecindtatea punctului P este paraboloidul

hiperbolic
¥iz= % [k (P) - 2 + ko (P) - 7] .

De aceea, in vecindtatea punctului P suprafata > arata ca o sa.

TU(P) k,(P)<0
\
|

5 k,(P>0 —~
’/\ g = ////////__//
."‘ S M/ A//// /

( /P “é:.~ ;"ﬁ
|\
\ ,////T Tem—

Paraboloidul hiperbolic ¥’

(3) S4 presupunem c& in punctul P € ¥ avem
K(P) =ki(P) - k2(P) =0
si sd consideram urmétoarele doua cazuri:
(a) numai una dintre curburile principale este zero, de exemplu
k1(P) # 0 sl ka(P) = 0.

Atunci, aproximarea patratica a suprafetei ¥ in vecinidtatea punctu-
lui P este cilindrul parabolic

1
Yiz= 5 ka(P) a2
De aceea, in vecinitatea punctului P suprafata 3 arata ca o albie.

T®) k,@)>0
K (P)=0

—

\ : g, \ /
\..; - LP_ Sa\
P
y.&
€

Cilindrul parabolic ¥’

(b) ambele curburi principale sunt zero, adic&
k1 (P) = ko(P) = 0.

Atunci, aproximarea patratica a suprafetei ¥ in vecinidtatea punctu-
lui P este planul

Yiz=0,
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ceea ce ne conduce la concluzia ca nu putem obtine nici o informatie
despre forma suprafetei 3 in vecinatatea punctului P. Un asemenea
punct se numeste punct planar al suprafetei .

OBSERVATIA 12.5.1. Un punct P € X este un punct planar al suprafetei 2 dacd

st numai dacd
0 0
e (90).

ExempLUL 12.5.1. Sa se arate ca punctul O(0,0,0) este singurul punct planar
al suprafetei

Yz =13 — 3z’
FEste evident ca avem X = Imr, unde
r:R? = R3, r(u,v) = (u,v,u® — 3uv?),
st r(0,0) = 0(0,0,0).
Prin derivari partiale obtinem
ro = (1,0,3u® — 30°) §i 7, = (0,1, —6uv).
Derivand in continuare, gasim
Tuu = (0,0,6u), 14y = (0,0,—60) si rop = (0,0, —6u).
Produsul vectorial al vectorilor r,, si r, este

k
3(u? —v?) | = (=3(u? — v?), 6uv, 1)
—6uv

Ty X Ty =

O = =
— O <.

1ar norma acestuia este
|70 X 7o|] = /1 + 36u20v2 4 9(u2 — v2)2.

Prin wrmare, versorul normal al suprafetei 3 este

1 1
U= ———— [ru X1y = (=3(u? = v?), 6uv, 1).
[[ru X 7ol V1 +36u0? + 9(u? — v2)2
Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
6
=< Ty U>= - ’
V14 36u20? +9(u2 — v2)2
m =< ry,, U >= — Gv
V1 +36u02 + 9(u2 — v2)2
§t

6u
V1 +36u2v? + 9(u? — v2)2’
adicd a doua forma fundamentald a suprafeter 3 este

n =< Ty, U >=

b— 6 ( u v)
\/1+36u2v2+9(u2—v2)2 v —u )’

In concluzie, singurul punct planar al suprafetei ¥ este punctul 0(0,0,0).
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OBSERVATIA 12.5.2. Punctul planar O(0,0,0) al suprafetei
Yz =a — 3xy?

este punctul de intdlnire a trei vai separate de trei dealurs.

Punctul de intdlnire a trei vai separate de trei dealuri

EXEMPLUL 12.5.2. Suprafata obtinutda prin rotirea in jurul axei Oz a unui cerc
situat in planul Oz, de raza r > 0 gi centrat in punctul Co(R,0,0), unde R > r,
se numeste tor. Torul este suprafata parametrizata T = Imr, unde aplicatia

r: (—m,7) x (—m,7) — R3
este definita prin
r(u,v) = ((R+ rcosu)sinv, (R+ rcosu) cosv, rsinu).
Vom studia tn continuare care sunt punctele planare ale torului 7. Prin de-
rivari partiale obtinem
Ty = (—rsinusinv, —rsinucos v, r cosu)
§t
ry = ((R 4 rcosu) cosv, —(R + rcosu) sin v, 0).
Derivind in continuare, gasim
Tuu = (—7rcosusinv, —r cosucosv, —rsinu),
Tup = (—rsinucosv, rsinusinwv, 0)
§t
Tyy = (—(R 4+ rcosu)sinv, —(R + rcosu) cos v, 0).

Produsul vectorial al vectorilor r,, sir, este

7 j k
Tu X Ty = —r sinusinv —rsinu cos v rcosu | =
(R+rcosu)cosv —(R+rcosu)sinv 0

= [r(R+rcosu)|- (cosusinv,cosucosv,sinu)
1ar norma acestuia este
[|7w X 70]] = 7(R + 7 cosu).

Prin urmare, versorul normal al torului T este
1

U:i
[[7u X 70|

- [ry X 1y] = (cosusinv, cosu cos v, sinu).
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Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
I =<1y, U>=—1, m=<ry,U>=0
St
n =< Ty, U >= —(R + rcosu) cos u,
adica a doua forma fundamentala a torului T este

I 0
~\ 0 —(R+rcosu)cosu )’
In concluzie, torul T nu are nici un punct planar.

OBSERVATIA 12.5.3. Intuitiv vorbind asupra torului T, putem spune ca in
punctele din regiunea A avem K > 0 deoarece, local, aceste puncte sunt nigte var-
furi. In punctele din regiunea B avem K < 0 deoarece in vecindtatea oricdrui
punct din aceasta regiune torul T seamand cu o sa. Pe cele doud cercuri reprezen-
tate punctat (cercurile de raza R situate in planele z = +r) avem K = 0 deoarece
de-a lungul acestor cercuri torul T seamand local cu o albie.
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