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La ce poate fi util un curs de calcul diferential si
integral pentru un student de anul intai care doreste
sa fie licentiat in informatica?

Aceasta intrebare ne-a fost pusa de mai multe ori chiar la primele lectii de catre studentii
care au participat la curs.

Este dificil s dam un raspuns complet si convingator la intrebare la Inceput pentru ca
trebuie sa vorbim despre utilitatea unor concepte gi instrumente matematice pe care cei
care intreaba nu le cunosc inca in rezolvarea unor probleme cu care nu s-au intalnit.
Chiar daca asa stau lucrurile intrebarea nu trebuie si nu poate fi ocolita. Este necesar
sa formulam un raspuns partial care arata utilitatea acestei discipline in rezolvarea unei
probleme reale si o face interesanta pentru viitorii informaticieni. Dorim sa subliniem
aici ca pentru studentii care au optat pentru licenta in matematica disciplina de calcul
diferential si integral reprezinta o parte consistenta a edificiului matematicii pe care ei
trebuie sa-1 studieze si problema utilitatii nu se pune de obicei in termenii unei utilitati
in afara matematicii.

Revenim acum la incercarea de formulare a unui raspuns partial promis studentilor
informaticieni. Dorim sa spunem de la inceput ca in acest curs vor fi prezentate concepte
si instrumente clasice de calcul diferential si integral folosite in analiza functiilor reale sau
vectoriale de una sau mai multe variabile reale. Pentru a ilustra utilitatea unor concepte
si instrumente prezentate in curs vom considera problema reala de elaborare a unui mers
al trenurilor si vom sublinia acea faza in care anumite concepte si instrumente de calcul
diferential sunt utile.

Elaborarea unui mers al trenurilor pentru o retea de cai ferate data este o problema
reala si complexa. Ea se bazeaza pe: cunoasterea restrictiilor de viteza pe retea; pe
cunoasterea statiilor; pe cunoasterea materialului rulant care urmeaza sa circule pe retea;
pe optiuni privind oprirea sau nu si stationarea unor trenuri in anumite statii si pe un
calcul prealabil din care rezulta ca daca nu intervin lucruri neprevazute atunci conform
mersului, trenurile nu se ciocnesc. Anumite concepte si instrumente de calcul diferential
si integral se dovedesc utile tocmai in acest calcul. Vom ilustra un fragment dintr-un
asemenea calcul. Pentru a se asigura ca trenurile nu se ciocnesc este necesar sa cunoagtem
la fiecare moment pozitia trenurilor care circula pe aceeasi linie i sa ne asiguram ca nu
existd un moment la care pozitiile a doud trenuri coincide. Sa alegem de exemplu linia
Timisoara Bucuresti pe care o reprezentam cu o curba AB ca in figura urmatoare:

A

iar un tren care circula pe aceasta linie in intervalul de timp [tg, to+ 7] va fi reprezentat cu
un punct P. Daca in intervalul de timp considerat sunt mai multe trenuri care circula pe
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aceasta linie va trebui sa descriem miscarea fiecaruia. Pentru a descrie matematic miscarea
unui tren reprezentat cu P, putem asocia fiecarui moment de timp ¢ € [tg, to+ 7] lungimea
arcului de curba Zﬁ, unde P este punctul de pe curba AB unde se afla trenul la momentul
t. Se obtine astfel o functie f definita pentru ¢ € [t, o+ T si care are valori in multimea
0,{]: f:]to,to +T] — [0,1]; [ este distanta pe calea ferata de la A la B.
Subliniem aici c& obiectul aparut aici in mod natural pentru a descrie migcarea unui tren,
este o functie reala de o variabila reala care este un obiect matematic si este un subiect
de studiu al cursului.
Trenul despre care vorbim, trebuie sa soseasca la anumite ore in statiile in care are opriri
si are restrictii de viteza pe parcurs, de aceea functia f poate fi destul de complicata.
Cu toate acestea sunt cateva caracteristici ale miscarii reale care trebuie sa se regaseasca
in proprietatile functiei f. Astfel, de exemplu, migcarea reald este continua; prin aceasta
intelegem ca trenul P ajunge dintr-o pozitie P; intr-o pozitie P, treptat, trecand prin toate
pozitiile intermediare gi nu printr-un salt. Aceasta inseamna ca functia f care descrie
miscarea chiar daca este complicata trebuie sa aiba urmatoarea proprietate: oricare ar fi
ty € [t — 0,19 + T daca t; tinde la t5 atunci f(t1) tinde la f(t2).
O functie cu o asemenea proprietate, se numeste in curs, functie continua pe segmentul
[to, to + T'] si este studiatd punandu-se in evidenta diferite proprietati ale acesteia. Prin
urmare functiile continue studiate in cadrul cursului sunt utile, de exemplu, pentru a
descrie migcarea unui tren pe o linie ferata.
Daca trenul pleaca in momentul ¢ din statia A si se indeparteaza continuu de A fara sa
se opreasca pana la momentul ¢; in prima statie S; atunci functia f care descrie miscarea
are urmatoarea proprietate: oricare ar fi 't € [to,t1], t' < t” rezulta f(t') < f(t").
In curs o functie cu aceasta proprietate este numita monoton crescatoare. Tot in curs
sunt prezentate si functiile monoton descrescatoare si proprietati ale functiilor monotone.
In cazul miscarii considerate, acest concept este util pentru ca exprima apropiere sau
indepartare.
Datorita restrictiilor de viteza si a opririlor in statii viteza trenului depinde de locul in
care se afla. Mai exact depinde de momentul ¢: aceasta intrucat trenul in intervalul de
timp [to, o + 1| poate sa treaca de mai multe ori prin acelasi loc. Pentru a afla viteza
f{t) — f(t)
t—11
mic [t,#;] si limita acesteia pentru ¢ tinzand la ¢; reprezinté viteza trenului la momentul
t1. In curs aceasta limita se numeste derivata functiei f in t; si se noteaza f’ (t1). Daca
trenul se afla intr-o statie in intervalul de timp [¢;, t2] atunci viteza lui este zero f'(t) =0
pentru ¢ € [t1,ts]. Daca f'(t) > 0, atunci trenul se indeparteaza de A, iar daca f'(t) < 0
atunci trenul se apropie de A. Daca trenul merge cu o viteza constanta in intervalul
[t1, o], atunci f'(t) = const pe intervalul [t;,t5]. Aceste consideratii arata cat de util este
conceptul de derivata studiat in curs in descrierea migcarilor mecanice.

trenului la momentul ¢; se considera viteza medie pe un interval de timp

In final subliniem ca dintr-un profil de viteza v(t) (care rezultd din restrictii de viteza,
fixarea apriori a momentelor de sosire si plecare din statii) functia f(¢) care descrie
migcarea se recupereaza folosind formula integrala:

t

£(0) = flto) + / o(r)dr.

prezentata in curs.
Nadajduim sa credem ca aceasta argumentatie extrem de simpla si partiald reuseste

7



sa convinga studentii informaticieni ca vor face cunostiinta la acest curs cu obiecte si
rezultate matematice utile ce le vor fi de folos in viitoarea cariera de informatician.

Cursul scris este prezentat intr-o forma destul de standard foarte aseménator cu un curs
prezentat pentru cei care se pregatesc sa fie licentiati in matematica.

Cursul vorbit insa este plin cu comentarii si exemple menite sa ilustreze pe parcurs
utilitatea si aplicabilitatea conceptelor si a rezultatelor la rezolvarea unor probleme reale.

Autorii



Partea I

Introducere

1 Notiunile: multime, element al unei multimi,
apartenenta la o multime: sunt notiuni fundamen-
tale in matematica.

Intr-un curs de matematica riguros, notiunile care se folosesc trebuiesc definite.

O definitie descrie o notiune (A) folosind o alta notiune (B) presupuséd cunoscuta sau in
orice caz mai simpla decat (A). Notiunea (B) la randul ei trebuie si ea sa fie definita si in
definitia ei se va folosi o alta notiune (C) mai simpla ca (B), si aga mai departe.

Astfel, in constructia unei teorii matematice, in care notiunile sunt definite, se degaja un
set restrans de notiuni simple la care celelalte pot fi reduse si care la randul lor nu sunt
definite. Notiunile din acest set vor fi numite notiuni fundamentale. Notiunile fundamen-
tale in matematica trebuie sa fie aga de evidente ca sa nu necesite definitii. Semnificatia
notiunilor fundamentale se descrie prin exemple.

Notiunile: multime, element al unei multimi, apartenenta unui element la o multime,
sunt notiuni fundamentale in matematica. Nu exista definitii precise a acestor notiuni,
dar semnificatia lor se poate clarifica prin exemple.

Sa consideram notiunea de multime. Putem vorbi farad nici o ambiguitate despre:
multimea studentilor dintr-o salda de curs, multimea zilelor dintr-un an, multimea
punctelor dintr-un plan, etc. In cazurile enumerate; fiecare student din sala de curs,
fiecare zi a anului, fiecare punct al planului este un element al multimii respective.
Atunci cand se considera o multime concreta ceea ce este esential este ca sa existe un
criteriu in baza caruia se poate decide pentru orice element daca apartine sau nu apartine
la multime. Astfel, in cazul multimii zilelor unui an; 720 mai”, ”3 iulie”, 729 decembrie”
sunt elemente ale multimii, iar "miercuri”, ”vineri”, ”ziua libera”, ”ziua lucratoare” nu
sunt elemente ale multimii. In cazul multimii punctelor dintr-un plan doar punctele din
planul considerat sunt elemente ale multimii. Daca un punct nu este in planul considerat
sau daca elementul nu este un punct, atunci punctul sau elementul nu este element al
multimii.

Pentru a defini o multime concreta este necesar sa se descrie clar elementele care apartin
acestei multimi. Orice descriere defectuoasa poate duce la contradictie logica.

2 Simboluri folosite in teoria multimilor.

Daca x este un element al multimii A, atunci aceasta se noteaza astfel z € A. Daca = nu
este element al multimii A, atunci aceasta se noteaza cu x ¢ A. Simbolul € se numeste
simbolul apartenentei.

Definitia 2.1. Doud multimi A si B care sunt formate exact din aceleasi elemente se zic
egale.



Altfel spus 1n familia multimilor egalitatea A = B inseamna ca aceeasi multime se noteaza
cu litere diferite, sau altfel, A si B sunt nume diferite pentru aceeasi multime. Notatia
A = {z,y,z, ...} Inseamna ca multimea A este formata din elementele z,y, z,.... Daca
intr-o asemenea notatie anumite simboluri se repeta acestea desemneaza acelasi element.
De exemplu: {1,1,1,2,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5}.

O multime A formata din toate elementele z ale unei multimi B care au o anumita
proprietate, se noteaza astfel: A = {x € B| ...}, unde proprietatea este specificata dupa
linia verticala. De exemplu, fie a si b doua numere reale astfel incat a < b. Multimea de

puncte ale intervalului inchis [a, b] este multimea [a,b] = {x € R! ‘ a<x< b}, unde

R! este multimea tuturor numerelor reale.

Definitia 2.2. Dacd orice element dintr-o multime A este element al unei multimi B,
atunci zicem cd A este o submultime a multimii B si notam A C B sau B D A.

Relatia A C B se citeste astfel "multimea A este inclusd in multimea B”, iar relatia
B D A se citeste astfel "multimea B include multimea A”. Se vede usor ca A = B daca
si numai daca A C B si B C A.

3 Operatii cu multimi.

Definitia 3.1. Oricare ar fi multimile A si B reuniunea AU B este multimea de elemente
care apartin la A sau la B sau la ambele multimsi.

Definitia 3.2. Oricare ar fi multimile A si B intersectia ANB este mulfimea de elemente
care apartin la A si la B.

Definitia 3.3. Oricare ar fi mulfimile A si B diferenta A — B este mulfimea de elemente
din A care nu apartin la B.

Daca mulfimea B este o submullime a mulfimii A atunci multimea A — B se numeste
complementara lui B in A st se noteazd CsB.
Comentariu:

1. Este posibil ca doud multimi A §i B sa nu aiba nici un element in comun. Intr-un
asemenea caz intersectia A N B nu are nici un element. Cu toate acestea convenim
ca gi In asemenea cazuri sa consideram ca intersectia AN B este o multime; care nu
contine nici un element. Aceasta multime se numegte multimea vida (sau multimea
nuld) si se noteaza cu simbolul (.

2. Notiunile de reuniune a doua multimi i de intersectie a doua multimi pot fi extinse
la trei, patru, cinci sau mai multe multimi. Astfel:
Daca Ay, As, ..., A, sunt n multimi atunci:
- reuniunea A; U Ay U ... U A,, este multimea elementelor care apartin la cel putin
una din multimile Ay, Ao, ..., A,.
- intersectia A; N Ay N ... N A, este multimea elementelor care apartin la toate
multimile Aq, Ag, ..., A,,.
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3. Oricare ar fi multimea A sunt adevirate urmétoarele incluziuni: A C A si 0 C A.
Altfel spus multimea A si multimea vida () sunt submultimi ale multimii A. Aceste
doua submultimi ale lui A se numesc submultimi improprii ale multimii A. O
submultime B a multimii A diferita de A si () se numeste submultime proprie a
multimii A.

4. Uneori reuniunea multimilor poarta denumirea de suma multimilor si intersectia
multimilor poarta denumirea de produs al multimilor.

5. Operatiile de reuniune si intersectie sunt definite de obicei pe multimea tuturor
submultimilor (partilor) unei multimi S, care se noteaza cu P(S).

Operatiile de reuniune i intersectie au urmdtoarele proprietdati:
- asociativitate:

(AUB)UC =AU (BUC) oricare ar fi A, B,C € P(S)
(ANB)NC=AN(BNC) oricare ar fi A, B,C € P(S)

- comutativitate:
AUuB=BUA oricare ar fi A, B € P(S5)

ANB=BnNA oricare ar fi A, B € P(S)

- intersectia este distributivd fatd de reuniune:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) oricare ar fi A, B,C € P(S)

- reuniunea este distributiva fata de intersectie:
Au(BNC)=(AUB)N(AUC) oricare ar fi A, B,C € P(S)

- pentru orice A € P(S) exista un singur B € P(S) astfel incat sa avem AU B = S si
AN B =10. Multimea B este mulfimea CsA.

- pentru orice A € P(S) avem AUS =5 si AN
- pentru orice A, B € P(S) avem:

0.

Cs(AUB)=CsANCsB
Cs(ANB)=CsAUCsB

Aceste egalitati se numesc legiile lui De Morgan.

Definitia 3.4. Oricare ar fi multimile A si B produsul cartezian A x B este multimea de
perechi ordonate (a,b) cua € A sib € B.

Ax B={(a,b)|ac A be B}.

Produsul cartezian este distributiv fatd de reuniune si intersectie:
Ax (BUC)=(AxB)U((AxC(C) oricare ar fiA, B,C
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC) oricare ar fiA, B,C
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4 Relatii binare.

Definitia 4.1. O relatie binard in (sau pe) mulfimea A este o submultime R a produsului

cartezian A x A: RC A x A.

Prin traditie apartenenta (x,y) € R se noteaza cu zRy.
Multimea R = {(z,y) € R x R | 22 + y* < 1} este o relatie binara in multimea R' a
numerelor reale.

Definitia 4.2. O relatie binard R in mulfimea A este reflexiva dacda pentru orice v € A
avem v Rx.

Mulgimea R = {(z,y) € R x R' | z — y < 0} este o relatie binara reflexivd in multimea
R! a numerelor reale.

Definitia 4.3. O relatie binara R in multimea A este simetrica daca

xRy = yRx  pentru orice x,y € A
Multimea R = {(z,y) € R' x R' | 2% 4+ y* < 1} este o relatie binara simetrica in multimea
R! a numerelor reale.

Definitia 4.4. O relatie binard R in multimea A este antisimetricd dacd

xRy siyRr = x =1y pentru orice xz,y € A
Multimea R = {(z,y) € R' x R' |z —y < 0} este o relatie binara antisimetrica in
multimea R! a numerelor reale.

Definitia 4.5. O relatie binard R in mulfimea A este tranzitivda dacd:

TRy siyRz = xRz  pentru orice x,y, z € A.
Multimea R = {(z,y) € R! x R! | x — y < 0} este o relatie binara tranzitiva in multimea
R! a numerelor reale.

Definitia 4.6. O relatie binara R in multimea A este totala dacd pentru orice x,y € A
este adevdratd cel putin una dintre urmatoarele doud afirmatii: xRy, yRx.

Multimea R = {(z,y) € R' x R! | x — y < 0} este o relatie binara totala in multimea R!
a numerelor reale.
Definitia 4.7. O relatie binard R in mulfimea A este partialda dacd existd x,y € A astfel

incat nici una din urmdtoarele doud asertiunt nu este adevarata: xRy, yRx.

Multimea R = {(z,y) € R! x R! | 2% + y? < 1} este o relatie binara partiald in multimea
R! a numerelor reale.
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Definitia 4.8. O relatie binard R in multimea A este o relatie de ordine partiald daca
are urmdtoarele proprietati: R este relatie partiald; R este reflexiva; R este antisimetricad;
R este tranzitiva.

Relatia de incluziune a multimilor este o relatie de ordine partiala in multimea partilor
unei multimi.

Definitia 4.9. O relatie binarda R in multimea A este relatie de ordine totald dacd are
urmdatoarele proprietdti: R este relatie totald; R este reflexiva; R este antisimetricd; R
este tranzitivd.

Multimea R = {(z,y) € R' x R' | z — y < 0} este o relatie binara de ordine totald in
multimea R! a numerelor reale.

Definitia 4.10. O multime A impreund cu o relatie de ordine partiald in A se numeste
sistem partial ordonat si se noteazd cu (A, R).

Multimea partilor unei multimi X impreuna cu relatia de incluziune este un sistem partial
ordonat.

Definitia 4.11. O multime A impreund cu o relatie de ordine totald R in A se numeste
sistem total ordonat si se noteaza tot cu (A, R).

Multimea numerelor reale impreuna cu relatia R = {(z,y) € R' x R' | z —y < 0} este
un sistem total ordonat.

Definitia 4.12. Fie (A, R) un sistem partial ordonat si A" o submultime a lui A : A" C A.
Un element a € A este majorant pentru mulfimea A" dacd a verifica o’ Ra oricare ar fi
a € A'. Un majorant a* pentru A’ este margine superioard pentru A’ dacd a* wverifica
a*Ra pentru orice majorant a al lui A’. Marginea superioard a lui A" dacd existda se
noteazd cu sup A'.

Definitia 4.13. Fie (A, R) un sistem partial ordonat si A’ o submultime a lui A : A" C A.
Un element a € A este minorant pentru mulfimea A’ dacd a verificd aRa' pentru orice
a € A'. Un minorant a, pentru A’ este margine inferioard pentru A’ dacd a, verifica aRa,
pentru orice minorant a al lui A'. Marginea inferioard a lui A" daca exista se noteazd cu

inf A,

Definitia 4.14. Fie (A, R) un sistem partial ordonat. Un element a € A este maximal
dacd pentru orice a’' € A cu proprietatea aRa’ rezultd a' Ra.

Remarca 4.1. Familia P(X) a partilor unei mulfimi X cu relatia de incluziune R =

7 C 7 este un exemplu bun pentru ilustrarea acestor concepte. Sistemul partial ordonat

este (P(X); C). O margine superioard a unei multimi B C P(X) este orice submulime

a multimii X care contine mulfimea U B, iar multimea U B este marginea superioard
BeB BeB

a multimii B. Analog, multimea ﬂ B este marginea inferioard a multimii B. Singurul

BeB
element mazximal in mulfimea P(X) este multimea X .
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Definitia 4.15. O relatie R in multimea A este relatie de echivalentd dacd are urmdatoarele
proprietati: R este reflevivd, R este simetricd si R este tranzitiva. Un exemplu de relatie
de echivalentd este egalitatea in mulfimea partilor P(X) ale unei mulfimi X .

Multimea R = {(z,y) € Z x Z | x — y divizibil cu 5} este o relatie de echivalenta in
multimea 7Z a numerelor intregi.

Definitia 4.16. O relatie R intre elementele unei mulfimi A si elementele unei mulfimi
B este o submultime a produsului cartezian A x B; R C A x B.

Prin traditie daca (x,y) € R se noteaza cu zRy.

Definitia 4.17. O functie f definita pe o multime A si cu valori in multimea B este o
relatie R intre elementele multimii A si elementele lui B (R C Ax B) care are urmatoarele
proprietafi:

a) pentru orice x € A, exista y € B astfel incat xRy.

b) dacd pentru x € A si y1,y2 € B avem xRy, $i xRy, atunci y1 = ys.

Prin traditie, o functie f definita pe multimea A si cu valori in multimea B se noteaza cu

f:A— B.

5 Functii.

Notiunea de functie joaca un rol important in matematica. Nu este o notiune fundamen-
tala pentru ca aga cum am vazut poate fi definita folosind notiunea de multime (o relatie
binard cu anumite proprietati). Cu toate acestea pentru cei care abia incep sa studieze
analiza matematica este mai ugor daca considera notiunea de functie drept notiune funda-
mentala clarificand semnificatia ei prin exemple si descriind-o de o maniera satisfacatoare
(pentru sensul comun).

Descrierea 5.1. Daca la fiecare element z al unei multimi A(z € A) am pus in
corespondenta (am asociat) un element y dintr-o multime B (y € B) pe baza unei reguli,
atunci zicem ca am definit o functie (corespondenta, aplicatie) f pe multimea A cu valori
in multimea B si o notam cu f : A — B. Astfel o functie este determinata de multimile
A gi B, precum si de regula de corespondenta (legea) care asociazé unui element z € A
un element y € B.

De ce Descrierea 5.1. a functiei nu este o definitie? Ce-i lipseste?

Descrierea 5.1. foloseste notiunile de corespondenta si regula care nu au fost definite
in prealabil si de aceea Descrierea 5.1. nu este o definitie. Desigur intuitiv este clar
ce este o regula si ce este o corespondenta. In cazuri simple, aceste notiuni nu conduc la
confuzii si sunt suficient de clare pentru a conferii notiunii de functie calitate de notiune
fundamentala. Altfel spus si notiunea de functie poate fi considerata notiune fundamen-
tala. Trebuie Insa sa retinem ca acest lucru nu este necesar pentru ca functia poate fi
definita cu ajutorul notiunii de multime.

Este de asemenea important de retinut ca in cazul in care functia f : A — B este gandita
ca notiune fundamentala descrisa de 5.1., atunci regula prin care unui element x € A se
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asociaza un element y € B este aplicabila fiecarui element x din multimea A. Elementul
x € A se numeste argumentul functiei, iar elementul y € B ce corespunde lui = se numeste
valoarea functjiei i se noteaza y = f(z). Intr-o asemenea notatie si viziune functia f apare
ca o regula care transforma fiecare element z € A intr-un element y = f(z) € B. De
aceea functia se numeste adesea si transformare.

Multimea A se numeste domeniul de definitie al functiei f i multimea elementelor y € B
pentru care exista x € A astfel ca y = f(z), se numegte domeniul de valori al functiei f.
Acesta se noteaza de obicei cu f(A) :

s ={ves

exista x € A astfel incat f(z) = y}

si se numegte adesea imaginea multimii A prin functia f.

Adesea va trebui sa consideram functii care asociaza la fiecare numar real x dintr-o
submultime A a mul{imii numerelor reale; z € A C R; un numar real = f(z) € R
Acest gen de functii se numesc functii reale de o variabila real& si in cazul unora regula
de corespondenta este data de o expresie algebrica explicita. De exemplu:

1—
y= {1+

Vi +2

Membrii drepti ai acestor egalitati reprezinta regula dupa care = se transforma in y. Re-
gula in primul caz este: fiecare x se ridica la patrat si apoi se adauga dublul lui .

Regulile in cel de-al doilea si cel de-al treilea caz pot fi formulate in mod aseméanator.

Regula poate fi formulata si cu ajutorul functiilor elementare exp, log,, sin, cos, tg, ctg, arctg, etc
in combinatie cu operatii algebrice. De exemplu:

y =log, V1 +sinx; y=

y=1"+21; y=

1
Vigr — 277

Membrii drepti ai acestor egalitati arata regula dupa care x se transforma in y.

O alta metoda, utilizata frecvent, pentru a defini o regula este urmatoarea: se considera
doua functii f; si fo definite printr-o expresie ca cele prezentate mai sus si un numar a,
dupa care se scrie:

o) = { fi(z) pentru = < a

fo(z) pentru = > a

Egalitatea aceasta se interpreteaza ca o regula care la un numar  mai mic decat a face
sa corespunda un numar y dupa regula f; si la un numar x mai mare sau egal cu a face
sa corespunda un numar y dupa regula fs.

15



6 Functia compusa. Inversa unei functii.

Definitia 6.1. Fie f : X — Y sig:Y — Z doud functii. Pentru orice v € X elementul
g(f(x)) apartine multimii Z. Corespondenta:

x— g(f(x))

defineste o functie pe multimea X cu valori in mulfimea Z, care se noteazd cu gof : X —
Z st se numeste compusa functiilor g si f.

Comentariu: Regula dupa care elementului x € X i se asociaza elementul g(f(x)) se
formuleaza in cuvinte astfel: prima oara se aplica f elementului x si se obtine elementul
f(z) € Y, dupa aceea se aplica functia g elementului f(z) si se obtine elementul g(f(x))
din multimea Z. De exemplu:

fla) =sina; gly) = 5> = (g0 f)(@) = g(f(x)) = sin’x

flz) =23 g(y) = tgy = (g0 f)(x) = g(f(2)) = tg*
f@) =23 gly) = cosy = (g0 f)(@) = g(f(x)) = cos

Definitia 6.2. Functia f : X — Y este injectiva dacd pentru orice x1,x9 € X, x1 # To

rezulta f(x1) # f(x2).

Definitia 6.3. Functia f : X — Y este surjectiva daca pentru orice y € Y existda v € X
astfel incat f(x) =y.

Definitia 6.4. Functia f: X — Y este bijectivd dacd este injectiva si surjectivd.

Comentariu:

1. O functie injectiva f : X — Y are urmatoarea proprietate: daca f(z1) = f(x2)
atunci 1 = zo.
Functiile numerice: y = 5z; y = €*; y = arctg x sunt injective.

2. O functie surjectiva f : X — Y se numeste functie cu valori pe Y. Daca functia
definita pe X este cu valori pe Y atunci pentru orice y € Y ecuatia f(x) = y are cel
putin o solutie in X. Functia numerica y = sin z este o functie definita pe multimea
R! a numerelor reale si cu valori pe segmentul inchis [—1,1] si nu este o functie
surjectivd pe multimea R' a tuturor numerelor reale. (Ecuatia sinz = 2 nu are
solutie).

3. O functie bijectiva f : X — Y este o corespondentd unu la unu. Aceasta inseamna
ca: orice z € X are un corespondent y € Y, y = f(x) si la diferiti « corespund y
diferiti; pentru orice y € Y exista x € X astfel ca y = f(x) si pentru diferiti x,
elementele y sunt diferite.

Definitia 6.5. Fie f : X — Y o functie bijectiva. Pentru orice y € Y exista un v € X,
unic! astfel ca f(x) =y. Corespondenta y — “acel x pentru care f(x) =1y” defineste o

functie pe multimea Y cu valori pe multimea X, care se numeste inversa functiei f si se
noteazi cu = f71:Y — X.
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Comentariu:

1. Regula de corespondenta din definitia 6.5 implica urmatoarea proprietate a functiei
inverse:

f(f'(y)) =y pentru orice y € Y’
f7'(f(x)) = x pentru orice x € X

2. Functiile f si f~! sunt mutual inverse; adica:
(fH'=r

3. Pentru a gasi inversa unei functii numerice y = f(x) (daca f este bijectiva) trebuie
sa exprimam x in functie de y. Astfel de exemplu: daca y = 3z + 2 functia inversa

este x = y%; daca y = 3 functia inversa este: x = Y.

7 Simboluri logice.

In matematica se folosesc frecvent urmétoarele expresii: "pentru orice element” i
"exista”. Aceste expresii sunt notate cu simboluri speciale.

Expresia: ”pentru orice element” se noteaza cu simbolul V care se obtine prin inversarea
literei A; prima litera din cuvantul ” Any”.

Expresia ”exista” se noteaza cu simbolul d care este imaginea in oglinda a literei E; prima
litera din cuvantul ” Exist”.

Se foloseste de asemenea simbolul = cu semnificatia "rezulta”. Daca A si B sunt doua
afirmatii atunci A = B inseamna ca din A rezulta B.

Daca A = B gi B = A atunci afirmatiile A si B sunt echivalente i aceasta se noteaza
cu A< B. A< B inseamna ca afirmatia A este adevarata daca si numai daca B este
adevarata.

Folosind aceste notatii injectivitatea unei functii f : X — Y poate fi scrisa sub forma:

Vi, € X, 11 # 23 = f(a1) # f(22)
iar surjectivitatea aceleasi functii sub forma:
VyeY Jze X | f(x)=y.

Linia verticald inaintea egalitatii f(x) = y se citegte "astfel incat”.

Notatia A 2L B se foloseste cand vrem sa definim o notiune A folosind o afirmatie B.
Ea se citeste: "prin definitie A este B”. Astfel de exemplu notatia:

XYL (vr)zeX)= (zeY)

defineste X ca submultime a multimii Y. Partea dreapta a notatiei se citeste astfel: ”orice
element x din X este element al multimii Y.
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8 Afirmatia contrara, teorema contrara si teorema
reciproca.

Definitia 8.1. Oricare ar fi afirmatia A, notam cu A afirmatia: afirmatia A este falsa”.
Afirmatia A se numeste afirmatia contrard.

Exemplu 8.1. Daci A este afirmatia: ”7 este un numar impar” atunci A este afirmatia:
77 nu este un numar impar”. Daca A este afirmatia: ”"maine va ploua” atunci afirmatia
A va fi: "maine nu va ploua”. Daca A este afirmatia: ”toate rachetele vor atinge tinta”,
atunci A este afirmatia: ”cel putin o rachetd nu va atinge tinta”.

Definitia 8.2. Pentru teorema “daca A atunci B” afirmatia "daca A atunci B” se
numeste teoremd contrard. Teorema contrard a teoremei contrare este teorema initiald.

Exemplu 8.2. A="suma marimilor a doua unghiuri opuse intr-un patrulater este egala
cu 180°”7, B="patrulaterul este inscriptibil”, A="suma marimilor a doua unghiuri opuse

intr-un patrulater nu este egala cu 180°”, B="patrulaterul nu este inscriptibil”

Teorema "daca A atunci B” se formuleaza astfel: ”daca suma marimilor a doua unghiuri
opuse intr-un patrulater este egal cu 180° atunci patrulaterul este inscriptibil”. Teorema
contrara: “dacd A atunci B” se formuleaza astfel: ”dacd suma marimilor a doud unghiuri
opuse intr-un patrulater nu este egala cu 180° atunci patrulaterul nu este inscriptibil”

In acest exemplu ambele teoreme: cea directa si cea contrara sunt adevarate.

Definitia 8.3. Pentru orice afirmatie in matematica (teoremele inclusiv) care au forma
A = B se poate construi o noud afirmatie permutand A si B. Astfel se obtine afirmatia
B = A care se numeste afirmatie reciproca sau teoremda reciprocd. Mai exact teorema
B = A este reciproca teoremei A = B. Reciproca teoremei reciproce este teorema initiald.
De aceea teoremele A = B si B = A se zic mutual reciproce.

Daca teorema directa A = B este adevarata, reciproca ei B = A poate fi adevarata sau
falsa.

Exemplu 8.3. Teorema directd (teorema lui Pitagora) este: ”“daca triunghiul este
dreptunghic atunci patratul laturii celei mai mari a triunghiului este egal cu suma
patratelor celorlalte doua laturi”. Teorema reciproca este: ”daca patratul laturii celei mai
mari a triunghiului este egal cu suma patratelor celorlalte doua laturi atunci triunghiul
este dreptunghic”.

In acest exemplu atat teorema directa cat si cea reciproca sunt adevarate.

Exemplu 8.4. Teorema directa: “daca doud unghiuri sunt drepte atunci cele doua
unghiuri sunt egale”. Teorema reciproca: "daca doua unhiuri sunt egale atunci cele
doua unghiuri sunt drepte”.

In acest exemplu teorema directa este adevarata, iar teorema reciproca este falsa.

Teorema reciproca este echivalenta cu teorema contrara. Aceasta inseamna ca teorema
reciproca este adevarata daca si numai daca teorema contrara este adevarata.
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9 Conditie necesara si conditie suficienta.

Definitia 9.1. Dacd teorema A = B este adevdrata atunci: conditia A este suficientd
pentru B si conditia B este necesard pentru A.

Daca teorema reciproca B = A este adevdratd atunci: conditia B este suficientd pentru
A si conditia A este necesard pentru B.

Definitia 9.2. Daca teorema directdi A = B i teorema reciprocd B = A sunt adevdrate
atunci : conditia A este necesard si suficientd pentru B si condifia B este necesard si
suficientd pentru A. Cu alte cuvinte conditiile A si B sunt echivalente. A este adevdratd
daca st numai daca B este adevdrata.

Exemplu 9.1. Teorema lui Bézout este: "Daca « este o radacina a polinomului P(x)
atunci polinomul P(z) este divizibil cu z — a”.

Reciproca teoremei lui Bézout este: ”Daca polinomul P(x) este divizibil cu x — « atunci
« este o radacina a polinomului P(x).”

Stim ca atat teorema lui Bézout cat si reciproca ei sunt adevarate. Rezulta de aici ca o
conditie necesara si suficienta pentru ca "numarul « sa fie radacina a polinomului P(z)”
este ca "polinomul P(x) sa fie divizibil cu x — o”. Prin urmare, este adevarata teorema:
"polinomul P(z) este divizibil cu x — a daca si numai daca « este radacina a polinomului
P(z)”.
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Partea 11

Calcul diferential si integral pentru
functii reale de o variabila reala

10 Elemente de topologie in R'.

Definitia 10.1. O vecindtate a punctului x € R este o multime V C R! care contine un
interval deschis (a,b) C R' ce contine pe x: adicd x € (a,b) C V.

Orice interval deschis care contine pe = este vecinatate pentru x. Un interval deschis este
vecinatate pentru orice x ce apartine intervalului.

Definitia 10.2. Un punct x € R! este punct interior al multimii A C R dacd existd un
interval deschis (a,b) astfel incat x € (a,b) C A.

Un punct z al intervalului (a,b) este un punct interior al multimii (a, b).

Definitia 10.3. Interiorul unei multimi A C R' este multimea punctelor interioare ale
lui A.

Traditional interiorul multimii A se noteaza cu Int(A) sau cu A. Daca A = (a,b), atunci
A=(ab)=A.

Definitia 10.4. Multimea A C R' este deschisa dacd A = A.

Orice interval deschis este o multime deschisa. Multimea A C R! este deschisd, daca si
numai daca fiecare punct al ei este in multime cu o intrega vecinatate.

Reuniunea unei familii de multimi deschise este o multime deschisa.

Intersectia unui numar finit de multimi deschise este multime deschisa.

Multimea numerelor reale R! si multimea vidd () sunt multimi deschise.

Definitia 10.5. Multimea A C R! este inchisd dacd complementara ei CriA este
deschisa.

Orice interval inchis [a, b] este o multime inchisa.

Intersectia unei familii de multimi inchise este inchisa.

Reuniunea unui numar finit de multimi inchise este o multime inchisa.
Multimea numerelor reale R! si multimea vidd () sunt multimi inchise.

Definitia 10.6. Punctul x € R' este punct limitd sau punct de acumulare al multimii
A C RY, dacd orice vecindtate V a lui x contine cel putin un punct y din A care este

diferit de x; y £ x siy € V) A.

Definitia 10.7. Inchiderea A a multimii A C R este intersectia tuturor multimilor
tnchise care contin multimea A.
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inchidere@ unei multimi A are urmatoarele proprietati:

ADA, A=A, AUB=AUB;

A = A dacé si numai daci A este multime inchisa.

x € A daca si numai daci orice vecinatate V a lui x intersecteaza multimea A (VNA # ().

Definitia 10.8. Multimea A C R este mdarginitd dacd exista m, M € R astfel incat
m < x < M pentru orice v € A.

Definitia 10.9. Multimea A C R! este compactd dacd este mdrginitd si inchisd.

Orice interval inchis [a, b] este multime compacta.

11 Siruri de numere reale.

Definitia 11.1. O functie definitda pe multimea numerelor naturale N = {1,2,3,...,n, ...}
si cu valori in multimea R a numerelor reale se numeste sir de numere reale.

Comentariu: Valoarea functiei, care defineste girul de numere reale, in 1 se noteaza cu

ay, valoarea in 2 se noteaza cu ao, ... , valoarea in n cu a,, ... .

Traditional a; se numeste primul termen al sirului, as cel de-al doilea termen al sirului,
. ,a, cel de-al n-lea termen al girului sau termenul general.

Sirul aq,as, ..., a,, ... se noteaza traditional cu (a,). Pentru a defini un gir trebuie sa

definim toti termenii sirului. Altfel spus trebuie data o regula care permite determinarea

fiecarui termen al girului.

Exemplu 11.1.

a=q"1q#0; ai=1;, a=q¢ a=q¢; .. a,=q¢"}
1 1 1 1 1
ap = —; am=1 a=g; a3=; an = —;
n ! 2 2 3 3 n
a, = n ap=1;, ay=4; a3=09; a, = n?;
a, = (—=1)"; a=—1; a,=1; a3=—1; a, = (=1)";
1 -1 1 -1
anz%; ap=0; ax=1; az=0; ap = +<2 ),

Se poate intampla ca atunci cand n creste si a,, creste.

Definitia 11.2. Sirul (a,) este crescator dacd pentru orice n € N are loc inegalitatea
Qnp, S Qp41-

Definitia 11.3. Un gir (a,) este descrescator dacd pentru orice n € IN are loc inegalitatea
An41 S Qp, .

Definitia 11.4. Un sir (a,) este monoton dacd este crescator sau este descrescator.

Exemplu 11.2. Daca ¢ > 1 atunci sirul a,, = ¢" este crescator, iar daca g € (0, 1) atunci
sirul a, = ¢" este descrescator. Daca ¢ € (0,00) si ¢ # 1 atunci sirul a, = ¢" este
monoton
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Definitia 11.5. Un gir (a,) este marginit dacd ezistd un numdar M > 0 astfel incat pentru
orice n € IN are loc inegalitatea |a,| < M.

Daca ¢ € (0,1) atunci girul a,, = ¢" este marginit (|a,| < 1). Sirul a, = (—1)" este
marginit (|a,| < 1).

Definitia 11.6. Un sir (a,) este nemdrginit dacd nu este marginit. Altfel spus, pentru
orice M > 0 existd ny € N astfel incat |ay,, | > M.

Daca ¢ > 1 atunci sirul a,, = ¢" este nemarginit.

Definitia 11.7. Un subsir al sirului (a,) este un sir de forma (ap, ) unde (ng) = ny,na, ...
este un gir strict crescdtor de numere naturale.

Comentariu:

Orice subsir al unui sir crescator este sir crescator.

Orice subsgir al unui gir descrescator este sir descrescator.
Orice subsir al unui sir marginit este gir marginit.

12 Convergenta sirurilor de numere reale.

Se poate intampla ca dacd n cregte termenii a,, ai sirului (a,) sa se apropie de un numar
L. In acest caz ajungem la o notiune matematica importanta, acea de convergenta a unui
sir la un numar.

Definitia 12.1. Sirul de numere reale (a,) converge la numdrul L dacd pentru orice e > 0
exista un numar N = N(g) astfel ca toti termenii de rang n > N () ai sirului sa verifice
inegalitatea:

la, — L| < ¢

Faptul ca girul (a,) converge la numarul L se noteaza pe scurt cu lim a,, = L si se exprima,
n—od

prin cuvintele: "pentru n tinzand la infinit limita lui (a,) este egala cu L” sau a, 7= L
si se exprima prin cuvintele ”pentru n tinzand la infinit a,, tinde la L”.
In cazul a, 7= L se mai spune (a,) converge la L.

Comentariu: Daca sirul (a,) converge la L, atunci orice subsir (a,,) al sirului (a,)
converge la L. Aceasta intrucat pentru orice € > 0 existd N = N(e) astfel incat pentru
n > N(e) sa avem |a, — L| < e. De aici rezulta ca pentru orice ny, > N avem |a,, —L| < €.

Nu orice gir este convergent. De exemplu, sirul a,, = (—1)" nu converge. Aceasta intrucat
subsirul ag, = (—1)%¢ =1 converge la 1 si subsirul agpy1 = (—1)?**! = —1 converge la -1.

Limita unui sir convergent este unica.
Afirmatia contrarda ar insemna ca girul (a,) converge la Ly si Ly cu Ly # Ly. Rezulta
|1 — Ly

5 pentru orice n > N

de aici ca exista Ny si Ny astfel incat |a, — Li| <
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1 —L
si |an — Lo M

n > max{Ny, No} avem: |L; — Lo| < |Ly — an| + |La — an| < |L1 — La| ceea ce este
absurd.

pentru orice n > N;. De aici rezulta ca pentru orice

Daca un sir (a,) converge la L, atunci este marginit. Aceasta intrucat exista N (1)
astfel ca pentru orice n > N (1) sa avem: |a, —L| < 14i astfel |a,| = |a,— L|+|L| < 1+|L]
pentru orice n > N(1). Rezulta in continuare ca pentru orice n are loc inegalitatea:

lan| < max{|ai],...,|ana)l, 1+ |L]}

1
Exemplu 12.1. Vom arata ca lim — = 0. Consideram e > 0 si conditia:

n—oo

n
! 0] <
— — €
vn
y . . 1 1 9 ) 1
Rezulta de aici inegalitatea —= < & sau — < &” echivalent cu n > —.
n n €

1 1 1
Punem N(eg) = [—2] + 1, unde [—2} este partea Intreaga a numarului —. Este evident
€ € £

1
cd dacd n > N(g) atunci n > — si inegalitatea
5

1
—_— — O‘ < ¢ este satisfacuta.

Jn

In acest exemplu am demonstrat convergenta la zero folosind definitia convergentei.

In urmétoarea sectiune vom stabili reguli care permit verificarea convergentei si calcularea
limitei de o maniera mult mai simpla.

In anumite cazuri se spune ca sirul (a,) converge (tinde) la infinit. Sensul acestei notiuni
este precizat In urmatoarele definitii:

Definitia 12.2. Sirul (a,) tinde la +oo daca pentru orice M > 0 exista N(M) astfel
incat a,, > M oricare ar fin > N(M).

Sirul a,, = n? tinde la +00 in sensul acestei definitii.

Definitia 12.3. Sirul (a,) tinde la —oo dacd pentru orice M > 0 exista N(M) astfel
incat a, < —M pentrun > N(M).

Sirul a, = —n? tinde la —oo in sensul acestei definitii.

13 Reguli privind convergenta sirurilor de numere
reale.

Fie (a,) si (b,) doua siruri de numere reale convergente la numerele a si respectiv b.

Regula sumei: Sirul (a, +b,) converge la a+ b.

23



- . 1 : .
Demonstratie. Fie e > 05 ¢/ = 3¢ Deoarece a, z==2 a §i b, s==2 b exista Ny = Ny(e')

astfel incat |a, —a| < €', Vn > Nj si exista Ny = Ny(¢’) astfel incat |b, —b| < &', ¥n > Na.
Fie N3 = max{N;, No}. Pentru orice n > N3 avem:

lan — by —a—b| <la, —a|l+|b, —b| <& +& =2 =¢

Aceasta demonstreaza ca a, + b, == a + b. m
Regula produsului:  Sirul (a, - b,) converge la a - b.

Demonstratie. Deoarece b, 7=z b exista M > 0 astfel ca |b,| < M pentru orice n € IN.
Rezulta:

lan, - b, —a-bl =lay-b,—a-b,+a-b, —a-bl=lb,-(a,—a)+a- (b, —b)| <

<|bu| - |an —a|l + |a| - b, — b < M - |a,, — a| + |a| - |b, — b|, Vn € N
£ B €

M 2T a1 1)

Deoarece a, i==2 @, by 7==2 b exista Ny si Ny astfel incat: |a, — a| < €1, Vn > Np si
|bn — b| < &9, Vn > No.

Fie N3 = max{N;, No}. Pentru orice n > N3 avem: |a, - b, — a - b| < €. Altfel spus:

Gy - by =2 a - b. O

Fiee > 0 i fie e, =

Regula catului: Dacad b, # 0, Vn € IN si b # 0 atunci sirul Z—" converge la %.

n

1
Demonstratie. Prima oara aratam ca o b Pentru aceasta evaluam diferenta:
T 1. .
— — —| si gasim:
L1 [by—0
by bl [bal - 0]

. 1
Intrucat b, ;== b exista N; astfel incat sa avem: |b, — b] < 5\1)] pentru orice
2 1 1

— —— ..., —— » sl remarcam ca are loc
0] [ba]” ’Ilel} ’

n > N;. Consideram numarul M = max{

< M pentru orice n.

e - |0l

inegalitatea

n

Fie acum ¢ > 0 5i ¢/ = . Pentru &’ > 0 exista Ny = Ny(¢’) astfel incat |b, — b| < &’

b, b
a

- a
Cu alte cuvinte — —— —. In virtutea regulii produsului rezulta: — —— —. O]
b, n—oo b b, n—oo b

pentru orice n > N,. De aici rezulta ca < ¢ pentru orice n > N3 = max{ Ny, Na}.

Regula de inmultire cu un numar: Sirul (k- a,) converge la k - a pentru orice numdr
real k.
Regula de inmultire cu un numar este un caz special al regulii produsului.
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Aplicatie 13.1 Determinati limita:

n?>+2n+3 5

im ———— =1
n—oo 4n? + 5n + 6
Solutie: Regula catului nu poate fi aplicata direct pentru ca nici numaratorul nici
n%+42n +3

4n? 4+ 5n + 6
Cu toate acestea daci se da factor comun n? si la numéritor si la numitor si fractia se

simplifica cu n? se obtine:

numitorul fractiei nu converge la o limita finita.

2 3
I+—-+—

0 — n_n
" 5 6
4+ -+

n n

1
Se aratd ugor cda — —— 0 i ca girul constant (k) converge la k. Aplicand acum regula
n n—oo

sumei, a produsului si a inmultirii cu un numar rezulta urmatoarele convergente:

2 3 5 6
1+4—-—4+—=—1 44+ —+— —4
n n o n

n4 n—oo n—00

Aplicand in continuare regula catului obtinem urmatoarea convergenta:

2 3
w443 1ot 1
an_4n2+5n+6_4+§+£ n—o00 Z_l
n o n?
Regula ”clestelui”: Fie (a,), (by), (cn) trei siruri de numere reale care verifica

inegalitatile:
a, <b, <cp,, Vn €N

Daca sirurile (ay,) $i (c,) sunt convergente la aceeagi limita L atunci sirul (b,) converge
la L.

Demonstratie. Deoarece a,, < b, < ¢,, Vn € N avem: a, — L <b,—L<¢,— L, Vnsi
deci:
b, — L| < max{|a, — L|,|c, — L|}, Vn.

Pentru € > 0 exista Ny = Ny(e) si No = Ny(e) astfel incat sa avem:

la, — L| <&, VYn> Ny(e) §i |c, — L| <&, Yn > Ny(e)
Rezulta ca avem:

|b, — L| <&, ¥n > N3 = N3(¢) = max{N;(¢), Na(¢)}.

Cu alte cuvinte b, ;== L. O

1
Aplicatia 13.2. Aratati ca (—1)" - — —— 0.
n#4 n—oo

1 1 1

Intrucat a, s==s 0; ¢ == 0 si an < by, < ¢, rezulta (aplicand regula clegtelui) b,, 7==¢ 0.

Solutie: Fie a,, = —

Regula de convergenta a sirurilor monotone: Daca (a,) este un gir monoton si
marginit atunci este convergent.
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Demonstratie. Vom demonstra afirmatia pentru un gir crescator si marginit. Demonstratia
este similara pentru un gir descrescator si marginit.

Fie (ay,) un sir crescator si marginit si fie My = sup{a,|n € N}. Pentru orice € > 0 exista
N = N(e) astfel incat ay > My — €.

Daca n > N, atunci a,, > ay si deci a,, > My — €. In plus a,, < M, pentru orice n € IN.
Rezulta astfel ca |a,, — M| < € pentru n > N. Aceasta demonstreaza ca a, z=s Mo. O

Aplicatie 13.3. Un sgir (a,) este definit astfel: a; = 1 §i a,11 = va, + 1 pentru n > 1.
1++5

2
Solutie: Prima oara se arata, prin inductie, ca sirul (a,) este crescator.

Deoarece a; = 1 gi as = V2 avem: a; < ay. Calculam acum diferenta a, 11 — a, si gasim:

Sa se arate ca: a, ==

Ap — Ap—1
Va, + 1+ Vag—1 + 1

an+1_an:\/an+1_\/an—1+1:

Intrucat suma Van, + 1+ \/a,—1 + 1 este pozitiva daca a,_1 < a,, atunci a, < a,41.
Astfel rezulta prin inductie ca sirul (a,) este crescator.
Din relatia de recurenta a,.1 = v/a, + 1 prin ridicare la patrat se obtine egalitatea:

1\? 5
“i_“i“:ai‘a"‘lz(“"‘é) 1

)* -

rezulta imediat ca sirul (a,) este marginit superior de numarul

< 0. Din aceasta inegalitate
1++5
5

convergenta a girurilor monotone deducem ca sirul (a,,) este convergent. Fie L = lim a,,.

n—oo

Deoarece a,11 —= L obtinem cd L = /L + 1 si astfel L? = L + 1. Ecuatia de gradul
1 ~
al doilea L? = L + 1 are doud radécini: 5(1 + v/5). Intrucat a, > 1, ¥n € IN, radacina

N =
IS

si deoarece sirul (a,) este crescator avem: (a, —

Cu regula de

1
pozitiva este limita. Adica L = 5(1 +/5).

Teorema 13.1. Teorema lui Weierstrass-Bolzano Daca sirul de numere reale (a,)
este marginit atunci confine un subsir convergent.

Demonstratie. Fie Sy = {a,|n > N}.
Daca fiecare multime Sy are un cel mai mare element, atunci consideram urmatorul subgir
al sirului (a,):

by = ap, = maxSy; by = a,, = max.S,,; bs = a,, = maxSy,;...

Sirul (b,) este un subsir al sirului (a,) si este descrescator. Deoarece (a,) este marginit,
sirul (b,) este si el marginit. Rezulta astfel ca sirul (b,,) este convergent. Daca pentru un
M, Sy nu are un cel mai mare element atunci pentru orice a,, cu m > M exista a, cu
n>msia, > ay,. Fie c; = apyq si co primul termen al sirului a,, dupa ¢; = aprq1 care
are proprietatea cy > c1. In continuare fie ¢; primul termen al girului (a,) dupa c, care
verificd c3 > ¢ g1 agsa mai departe. Se obtine in acest fel un subsir (¢,) al girului (a,);
care este monoton crescator. Deoarece (¢,) este marginit este convergent. O
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Intuitiv este clar ca daca a, ;= L atunci termenii sirului care au rang mare difera putin
de L gi deci si unul de celalalt. Mai exact avem:

Teorema 13.2. Criteriul Cauchy de convergenta al unui sir de numere reale.
Un sir (a,) de numere reale este convergent dacd si numai dacd pentru orice € > 0 existd
N = N(e) astfel incat avem:

la, — a4 <e, Yp,q> N(e)
Demonstratie. Presupunem ca girul (a,) converge la L si consideram un numar ¢ > 0.
a A € . .
Exista N = N(e) astfel incat |a, — L| < 5 pentru orice n > N(g). Prin urmare:

silag — L] < 5, Vp,q¢> N(e¢) si rezulta ca:

’aP_L|< 2

Do M

la, — a4 <la, — L| + |a, — L| < e, Vp,q > N(e).

Presupunem acum ca pentru orice € > 0 exista N = N(¢e) astfel incat |a, — a,] < e,
Vp,q > N(e). Pentru e =1 gi Ny = N(1) ales astfel incéat |a, — a,| < 1, Vp,q¢ > Ny,
avem:

|an| = |an — an, 11+ any 1] < lan — anya| + oy | < T+ [an, 11|, Yo > N+ 1
si deci:
|an| < max{|a1|, |CL2|, SRR |aN1|a |aN1+1| + ]‘} = M7 vn
Cu alte cuvinte sirul (a,) este marginit.

Conform teoremei lui Weierstrass-Bolzano sirul (a,) contine un subsir (a,,) convergent.
Fie L = lim a,, $i € un numar real pozitiv e > 0. Exista N; = Nj(e) astfel incat

Mg —00
lan, — L| < %, Vny > Nj si existd Ny = Ny(e) astfel incat |a, —a,| < g, Vp,q > N,. De
aici rezulta ca pentru orice n > N3 = max{ Ny, N} avem:

€
2

unde n; este ales astfel incat n;, > Ns. O

an = LI < |an = an | + lan, — L| < S+ =¢

14 Punct limita al unui sir de numere reale.

Definitia 14.1. Un punct x € R! este punct limitd al sirului (a,) dacd existd un subsir
(an,) al sirului (a,) care converge la x; ap, —— .

nj—00

Definitia 14.2. Multimea punctelor v € R! care sunt puncte limitd ale sirului (a,) se
noteazd cu L(a,) si se numeste multimea punctelor limitd sau pe scurt multimea limitd a
sirului (ay).

Sirul (a,) converge la L (a, 7=z L) daca si numai daca L(a,) = {L}.
Definitia 14.3. Limita superioard a sirului (a,) este marginea superioard a mulfimii

L(ay,). Limita superioard a sirului (a,) se noteazd traditional cu lim sup a,, sau cu lim a,,;

n—oo n—oo

lim a,, = sup L(ay,).
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Definitia 14.4. Limita inferioard a sirului (a,) este marginea inferioard a mulfimii
L(ay,). Limita inferioard a sirului (a,) se noteazd traditional cu lim inf a,, sau cu lim ay,;

lim a, = inf L(a,).
Sirul (a,) converge daca si numai daca are loc:
lim a, = lim a,.
Exemplu 14.1. In cazul girului a, = (—1)" multimea punctelor limita £(a,) este:
‘C<an) = {_17 1} 51 .
lim a, = —-1; lim a, = 1.

n—oo

15 Serii de numere reale.

Fie (a,) un gir de numere reale. Pentru orice n € N fixat, suma:
Sp=a1+as+ ...+ a,

are sens.
Daca sirul (s,) converge la ”s” atunci ”s” poate fi numit in mod justificat suma ”seriei

infinite”
o

Zan:a1+a2+...—|—an—|—...
n=1

Mai precis:

Definitia 15.1. O serie infinita de numere reale este un sir de numere reale (s,) al carui
termen general s, are forma s, = ay + as + ... + a, unde (a,) este un gir de numere reale
dat.

o0

In mod traditional o serie infinita se noteaza cu simbolul E a, si a, se numeste prin
n=1
traditie termenul general al seriei.

oo

Tot prin traditie simbolul g a, se numeste serie iar girul de numere reale (s,) cu
n=1

Sp = a1 + as + ... + a, se numeste girul sumelor partiale ale seriei.

o0

Definitia 15.2. Seria Zan este convergenta dacd girul sumelor partiale (s,) este
n=1
convergent. Limita sirului (s,) : lim s, = s se numeste suma seriei §i se noteazd cu

n—00
S

E a, = S.

n=1

[e.e]

Definitia 15.3. Seria Zan este divergentd dacd sirul sumelor partiale (s,,) este diver-

n=1

gent.
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= 1
Exemplu 15.1. Sa se verifice ca Z on =

oo n
1 1 1
Solutie: Sirul sumelor partiale al seriei Z on este s, = Z % = =1- on Deoarece
n=1 k=1
=1 =1
Sn amse 1 rezulta ca seria Z — este convergenta i Z on =
n=1 n=1
oo

Exemplu 15.2. Sa se verifice ca seria Z n este divergenta.

n=1
Solutie: Sirul sumelor partiale al seriei Z n este s, = Z k = —n(n+1). Deoarece sirul
~ n=1
(sn) este divergent seria Z n este divergenta.
n=1

este convergenta si suma ei este egala

Exemplu 15.3. Sa se verifice ca seria Z n
n?+n

cu 1.

Solutie: Intrucat:
1 1 1 1

termenul general al girului sumelor partiale este:

n2+n:n(n+1)zﬁ_n+1
! 1+ 1 1+ n 1 1 ] 1
Sn = - = - — = - — =] —
2 2 3 n n+1 n+1
si deci s, == 1.

Comentariu: Exemplul 15.1 este un caz particular de serie geometrica avand forma
[e.9]

E az”, in care r este un numar real. Remarcam ca aici insumarea incepe cu n = 0 si nu

n=0
cu n = 1. Pentru o serie geometrica suma primilor n termeni este:

$p=a+axr +ax®+ ...+ azx" !

Un calcul standard arata ca

1_ n
sn:M pentruV z # 1.
1—x

a
De aici s, == T Vx| < 1.

—x
Deoarece sirul (s,,) este divergent pentru |z| > 1 obtinem urmatorul rezultat:

Seria geometricd E ar" = a+ax +ax® + ... +ax"+ ... , a#0 converge dacd si numai
n=0
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dacd |z| < 1. Mai mult suma seriei este

Deoarece suma unei serii convergente este dgﬁnité ca limita girului sumelor partiale al
seriei, rezultatele privind convergenta sirurilor de numere reale pot fi folosite pentru a
stabili convergenta seriilor.

Urmeaza un rezultat care poate fi adesea util pentru a testa divergenta unei serii.

Teorema 15.1. Convergenta la zero a termenului general

oo
Daca seria E a, este convergentd atunci a, ;== 0
n=1

o0

Demonstratie. Daca seria g a, este convergentd atunci girul sumelor partiale (s,)

n=1
converge la o limita ”s”. Rezulta ca sirul s,,_; converge tot la ”s” si astfel a, = s, — s,,_1
converge la 0. Prin urmare a,, ;== 0. ]

n T Deoarece a, = nL—i—l — 1 # 0 rezulta ca

seria considerata nu este convergenta.
o

Trebuie retinut ca daca a, == 0 nu rezulta ca seria E a, este convergenta. Astfel de

n=1

exemplu in cazul seriei Z(\/_ vn — 1) avem:

n=1

=i —T=——

0
NI

si

—Zak—\/_—>+oo

n—oo
Criteriul lui Cauchy de convergenta a unei serii de numere reale
[e.e]

Seria Z a, converge dacd si numai dacd pentru orice € > 0 exista N = N(e) astfel incat
n=1

pentrun > N(eg) sip > 1 avem:

|ans1 + Gngo + ... F anyy| <€

Demonstratie. Seria E a, converge daca si numai daca sgirul sumelor partiale (s,):

n=1
Sp = a1 + as + ...+ ay; converge.

Sirul (s,) converge dacé si numai daca pentru orice € > 0 existdi N = N(e) astfel incat
|s, — sy| < e pentru Vg,r > N(e). Aceasta este echivalent cu conditia: Ve > 03N = N(¢)
astfel incat Vn > N(e) i p > 1 avem: |apq1 + Gnya + ... + anpp| < e O
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16 Reguli privind convergenta seriilor de numere
reale.

In continuare prezentam cateva reguli relative la convergenta seriilor de numere reale, care
sunt utile in aplicatii. Aceste reguli se obtin aplicand regulile de convergenta a sirurilor
la girurile sumelor partiale.

Regula sumei
oo oo oo

Daca seriile g Qpn St g b, sunt convergente atunci seria sumd g (an+bn) este conver-

n=1 n=1 n=1
gentad si are loc egalitatea:

Zan+b ZGn—f—Zb
n=1

Regula de inmultire cu un numar
o0 [e.e]

Daca seria E a, este convergentd atunci Vk € R!, seria E k - a, este convergenta si

n=1 n=1

are loc egalitatea:
S how =Y
n=1

n=1

Criteriul 1 al comparatiei. Daca 0 < a, < b,, Vn € N si daca seria an este

n=1
)

convergenta, atunci seria g a, este convergentd.

n=1

n

n

Demonstratie. Fie s, = Zak sit, = Zbk' Din ipoteza rezulta ca Vn € IN avem
k=1 k=1

0 <s, <t,. Daca seria Z b, converge atunci girul ¢,, converge la un numar t: ¢, —— t.

n—00
n=1

Sirul (¢,,) fiind crescator pentru orice n are loc t, < t. De aici i din s, < t, rezulta

inegalitatea s, < t, Vn. Prin urmare girul crescator s,, este marginit superior si deci este
oo

convergent. Aceasta inseamna ca seria E a, este convergenta. O

n=1

[e.9]
. . 1+ cosn
Exemplu 16.1. Sa se verifice ca seria g ———————— este convergenta.
“~3-2045-3"
14 cosn 1
Solutie. Fie a, = —————. Pentru orice n avem a, > 0 si a,, < ——. Consideram
sirul b, = —n si seria E b, E . Aceasta serie din urma fiind convergenta rezulta
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[e.e]

ca seria E a, este convergenta.

n=1

(e} o0
Criteriul 2 al comparatiei. Dacd seriile E ay St g b, sunt cu termeni pozitivi
n=1 n=1

. . ap . . - . . . -
(a, >0 sib, >0) si - — L # 0 atunci seria Z a, converge dacd si numai dacd Z by,

n n=1 n=1

converge.

[e.9]

Demonstratie. Presupunem ca seria E b, este convergenta si consideram sumele partiale:

n=1

Sp=a1+as+...+a,; t,=b+by+...+b,

an s A
Deoarece F— L pentru € = 1 exista N; = N(1) astfel incat avem:

n n—oo

an
b__L <1, Vn>N1
De aici rezulta inegalitatea:
an, (079 (07% Qn,
—=|—|=|—-L+ L <|—=—L|+|L| <1+ |L| =k, Yn > Ny.
by, by, by, bn,
Consideram acum seriile cu termeni pozitivi Z , si Z B, unde o, = an,+n Si
n=1 n=1
ﬁn =k- bN1+n~
Inegalitatea 0 < o, < 3,,, Vn si convergenta seriei Z Bn = Z k - b, implica ca seria
n=1 n=N1+1

o
g o, este convergenta. Deoarece natura unei serii nu se schimba dacé se adauga la ea

n=1
00

un numar finit de termeni rezulta ca seria g a, este convergenta.

n=1
00 [e%S)

Am aratat astfel ca din convergenta seriei E b, rezulta convergenta seriei E Q-
n=1 n=1
Reciproca acestei afirmatii se arata inversand rolurile lui a, si b, In rationamentul

b 1
precedent si observand ci — —— —. O
a, n—oo

o0

Exemplu 16.2. Sa se verifice ca seria Z

———  este convergenta.
- 7-3"4 2.5

1 1 a
D tratie. Fiea, = ——sib, = —. R tul —
emonstratie. Fie a T3 2.5 si = aportu b

oo

1
converge la 3 # 0 gi seria
= 1

o0
Z b, = Z = este convergenta. Rezulta astfel ca seria Z a, este convergenta. O
n=1

n=1 n=1
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o0

Criteriul raportului.Dacd seria Zan este cu termeni poztivi (a, > 0) si girul

n=1
a o0
n+1 . . .. . . . .
oy = converge la L atunci: din L > 1 rezulta cd seria E a, este divergentd; din
n n=1
(o)
L < 1 rezulta ca seria E a, este covergenta; din L = 1 nu putem trage nicit o concluzie.
n=1

1
Demonstratie. Presupunem L < 1 si consideram ¢ = 5(1 — L). Observam ca ¢ > 0 si

L +¢ =k < 1. Deoarece a,, —— L exista N = N(¢e) astfel incat o, = |, — L+ L| <

n—oo

e+ L =Fk<1 Vn> N(e). De aici rezulta inegalitatea a,+1 < k- a,, Vn > N(c). Fie
Bn = an(e)4n- Pentru orice n > 1 avem 3,41 < k- 3, si prin inductie rezulta inegalitatea:

Brns1 < K" - B, Yne N

o0
Seria E k™ - By este o serie geometrica convergenta pentru ca k < 1. De aici rezulta ca

n=0
oo oo

seria Z 0, converge si , prin urmare, seria Z a, converge de asemenea.

n=1 n=1
Presupunem acum L > 1 si fie ¢ = L — 1. Numaérul ¢ este pozitiv (¢ > 0) si deoarece
a, — L exista N = N(e) astfel incat «,, > L — € pentru orice n > N(g). Rezulta ca

Unt1 > Gy, Y1 > N(€) si an > an(e), Vn > N(e).
Deoarece ay() # 0 sirul (a,) nu tinde la zero si deci seria Z a, este divergenta. O
n=1

Exemplu 16.3. Sa se determine valorile lui = pentru care seria Zn - (42*)" este

n=1
convergenta.

1) - (4 2\n+1
Solutie: Fie a, = n-(42?)" si o, = (n +n .)(4502‘?”) = 42° (1 +

1

n

). Sirul (av,) converge

la 422; o, — 4a2.
n—oo
o

1
De aici rezulta ca seria Z a, este divergentd daca 4x* > 1( |z| > 3 ) si este convergenta

n=1

1 1
daca |z] < 3 Nu stim deocamdata ce se intampla daca |z| = 3 Daca |z| = 5 atunci

o o
E ap = E n si deci seria este divergenta.
n=1

n=1
o0
T . « . 2\n « « s . « 1
In consecinta seria Z n - (4z°)" este convergenta daca gi numai daca |z| < 5
n=1

[e.e]

Criteriul radacinii. Fie seria E a, o serie cu termeni pozitivi.

n=1

Daca ezista k € (0,1) si N € N astfel incat /a, <k, ¥Yn > N atunci seria este conver-
genta.
Daca /a, > 1 pentru o infinitate de termeni ai seriei atunci seria este divergentd.
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Demonstratie. Daca exista k € (0,1) si N astfel incat /a, < k pentru n > N atunci
o

a, < k™ pentru n > N. Prin urmare seria E a, poate fi comparata cu seria geometrica

n=1
9

Z k"™, care este convergenta pentru ca k < 1. Aceasta este demonstratia in primul caz.

k=1
Daca {/a, > 1 pentru o infinitate de termeni ai seriei, atunci a,, > 1 pentru o infinitate

de termeni ai sirului (a,) si a, nu tinde la zero. Rezulta astfel ca seria este divergenta.

Aceasta este demonstratia in al doilea caz. O
o
Aplicatie 16.1. Seria g — este convergentd. Folosind criteriul radacinii avem:
n
n=1
1 1 1
(| —=—<—=,Vn>2.
n*  n - 2

Criteriul de convergenta pentru serii alternate (Leibnitz). Dacd sirul (b,) este
monoton

descrescator si converge la zero (b, —— 0) atunci seria alternatd Z(_D"*l - b,
converge. n=l
Demonstratie. Consideram s,, = z:(—l)”_1 - b, termenul general al sirului sumelor
n=1
partiale al seriei 2:(—1)"_1 - b,. Subsirul termenilor de rang par so,, are proprietatea:
n=1
Som = b1 — (ba —bg) — ... = (bam—2 — Dam—1) — ba, < by
si

Sam = (b1 — b2) + (b3 — ba) + ... + (bom—1 — bom).

Deci este marginit superior si este crescator.
Rezulta in acest fel ca girul (sq,,) este convergent. Fie s = lim sy,.

m—oQ
In mod analog se arata ca subsgirul termenilor de rang impar (s, +1) este descrescator si
marginit inferior. Rezulta astfel ca girul (sg,;,41) este convergent si fie t = lm Sgp,11.
m—00

Avem:
t—s= lim (52m+1 - SQm) = lim b2m+1 =0
m—00

m—00

Aratam in final ca s,, —— s = ¢.

n—oo

Pentru aceasta fie ¢ > 0 §i Ny = Ny(g), Ny = Ns(e) alesi astfel incat [so, — s| < €
Vm > Ny §i |Somi1 — 8| < €, Vm > Ny. Fie N = max{2Ny,2N, + 1}. Orice n > N
este par n = 2m (m > Nj) sau este impar n = 2m + 1 (m > N,). In ambele cazuri

o0

|sp, —s| < edacan > N. Cu alte cuvinte sirul (s,) converge la s si deci seria Z(—l)" by,
n=1

este convergenta. O

o
1 1
Exemplu 16.4. Seria E (—=1)" - — este convergenta pentru ca sirul — este monoton
n

n
n=1

descrescator si tinde la 0.
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Criteriul integral. Fie f : RL — R o funcfie continud descrescdtoare gi

an, = f(n), Yn € N. Consideram girul j, = [ f(z)dz.
1

Seria g a, este convergentd dacd gi numai daca sirul (j,) converge.
n=1
Demonstratia acestei teoreme va fi facuta in sectiunea in care integrala Riemann este

definita.

oo
1
Aplicatie 16.2. Aratati ca seria g — converge daca i numai daca p > 1.
n

n=1

1
Solutie: Consideram functia f,(z) = — T > 0 si p > 0. Functia f, este continua,
x

descrescatoare si f,(n) = — = ln. Pentru p # 1 avem:
n

n

n_ 1
y L-p

, 1 P
n = —QaQr =
J P 1—0p
1

(n*™? —1).

Pentru p > 1 avem j, — zﬁ si pentru p < 1 girul (j,,) este divergent. Pentru p = 1

avel:
n

1
Jn = /—dx = Inz|} = In(n)
x
1
si sirul (j,,) este divergent.

Remarca 16.1. Daca p < 0 seria Z — este divergenta pentru ca termenul general al

T
n=1

seriei nu tinde la zero.
o0

o0
Exemplu 16.5. Seria armonica g — este divergenta si seria E — este convergenta.
n n
n=1

n=1

[e.e]
Comentariu. Seriile E — Impreuna cu seriile geometrice constituie o clasa de serii a
n
n=1

caror convergenta (divergentd) este cunoscuta.

17 Serii absolut convergente.

Definitia 17.1. Seria Z a, este absolut convergenta daca seria valorilor absolute Z ||

n=1 n=1
este convergenta.

O serie convergentd care nu este absolut convergentd este serie simplu convergentd.

o

Convergenta absoluta implica convergenta. Dacd seria E la,| este convergentd,

n=1
)

atunci seria E a, este convergentd.

n=1
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Demonstratie. Pentru orice n,m € IN, n > m avem:

1S5 — S| = |amg1 + .. F an| <|amgr| + ...+ |an]
o
Daca seria Z |a,| este convergentd, atunci pentru orice € > 0 exista N = N(e) astfel
n=1

incat pentru orice n, m cu proprietatea n > m > N avem:
lams] + ..+ an] < e

De aici rezulta |s, — S| < €, Vn,m,n > m > N(e). Folosind criteriul lui Cauchy obtinem
oo

convergenta seriei g Q.- O
n=1

X 1\n
Exemplu 17.1. Seria Z <2—n converge pentru ca este absolut convergenta.
n=1

> n
Seria armonica alternata E —) este simplu convergenta. Ea converge (asa cum rezulta
n

n=1
[eS)

din criteriul lui Leibnitz), dar nu converge absolut pentru ca seria Z — este divergenta.
n=1 n

Comentariu. Convergenta absoluta poate fi stabilita cu ajutorul criteriilor de convergenta

prezentate pentru serii cu termeni pozitivi.

Convergenta absoluta este importanta pentru ca suma unei serii absolut convergente este

independenta de ordinea in care se aduna termenii.

o
Pe de alta parte, se poate arata ca oricare ar fi seria E a, simplu convergenta si oricare
n=1
o o]
ar fi numarul real S, prin rearanjarea termenilor seriei g a, putem avea: g a, =S .
n=1 n=1

De exemplu, putem obtine orice numar real prin rearanjarea termenilor seriei armonice
alternate.

Produsul Cauchy a doua serii.

Daca seriile Z a, Si Z b, sunt absolut convergente si

n=1 n=1

cn:al-bn+a2~bn,1+...—|—an~bl

¢}

atunci seria Z ¢, este absolut convergenta si are loc egalitatea:

n=1

00 00 00
2= |2 ]| 2t
n=1 n=1 n=1
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(o) o0

Demonstratie. Admitem la inceput ca seriile Z ay, Si Z b,, sunt serii cu termeni pozitivi
n=1 n=1
si consideram produsele:
aq 'b1 aq 'b2 aq 'b3...
[¢5) ‘bl a9 'bQ a9 'bg...
as 'b1 as 'bQ as 'bg...

Daca w,, este suma produselor din acest tabel situate in patratul n x n cu varful in a; - by
(e, o

atunci w, = s, - t, unde s, si t, sunt sumele partiale ale seriilor Z ay, S Z b,,.

n=1 n=1
le W, = (i an> . (i bn>
n=1 n=1

Observam acum ca Z ¢, este suma produselor din acest tabel adunate dupa diagonala.

De aici

n=1 -
Astfel daca u,, este suma partiala a lui Z ¢, atunci:
n=1

wrny < u, < w,
)

Cu regula clestelui rezulta u, —— <Z an> . (Z bn> .
n=1 n=1

(o] (o]
In cazul general, rationamentul precedent poate fi repetat pentru seriile Z lan; Z |6 ;

n=1 n=1
o0 o0
E |c,,| pentru a deduce ca seria E ¢, este absolut convergenta.
n=1 n=1
(o) o0 o0 o0
Deoarece seria produs E ¢, este o combinatie liniara a seriilor: E al; E a,; E b
n=1 n=1 n=1 n=1

nf:l b, avem:

n=1 n=1

18 Limita intr-un punct a unei functii.

In calculul diferential si calculul integral un concept important este conceptul de limita
a unei functii intr-un punct. Conceptul este folosit in studiul continuitatii, derivatei,
integralei si alte studii.

Consideram o functie f : A C R! — R!. Vom analiza comportamentul lui f(z) atunci
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cand z se apropie de o valoare reala fixata "a”. Pentru aceasta se presupune ca f(x) este
definit pentru orice x care se apropie de "a”, nu insa neaparat gi in "a”. Cu alte cuvinte
vom presupune ca domeniul de definitie A contine o multime de forma (a—r,a)U(a,a+7)
unde r > 0.

Definitia 18.1. Functia [ are limita L in punctul “a” dacd pentru orice € > 0 existd un
numdr 6 = 0(e) > 0 astfel ca |f(zx) — L| <e, Vx €A, x#a si|r—al <.

Faptul ca functia f are limita L in punctul ”a” se noteaza prin traditie astfel: lim f(z) = L
sau f(x) — L.

r—a

Comentariu:

1. Valoarea functiei f in punctul a, daca exista, nu intervine in definitia limitei.
Valoarea f(a) poate sa nu verifice inegalitatea din definitia limitei.

2. Fiind data functia f gi numarul L, inegalitatea |f(z) — L| < € inseamna L — ¢ <
f(z) < L+« si prin urmare ¢ poate fi interpretata ca gi acuratetea prescrisa cu care
se aproximeaza L; cat de aproape vrem sa fim de L.

3. Numarul § nu este determinat in mod unic de €. Dupa ce sa gasit un 6(¢), orice
d" < d(e) poate fi luat.

24
Exemplu 18.1. Sa se arate ca lim z =4.

-2 xr — 2

Solutie: Fie € > 0 si sa consideram inegalitatea:

2

x2—4
T — 2

—4| <e sau 4—e< 2<4—i—5

€xr —

pentru z # 2. Aceasta este echivalentd cu inegalitatea: 4 — ¢ < o+ 2 < 4 4+ ¢ sau
2—ec<x<2+e¢,aratand ca putem lua 6 = e.

Exemplu 18.2. Sa se arate ca in orice punct a > 0, functia f(z) = \/x are limita si

lim vz = v/a.

r—a

Solutie: In adevar, daca e > 0, atunci are loc
Wz —+al <e sau Va—e<r<+a+e
care prin ridicare la patrat devine:
a—20J/a-e+e*<xr<a+2ya e+
Pentru un a si un € dat, putem lua § = 2y/a - € + £2.

1
Exemplu 18.3. Sa se arate ca lim sin — nu exista.
x

x—0
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Solutie: Reamintim ca oricat de aproape de a = 0 exista 2’ astfel ca f(z') = 1 ¢ 2"
astfel ca f(z”) = —1. Rezulta ca pentru orice L exista € > 0 astfel incat V§ > 0 Jz cu

|z — 0] <9 si

1
sin — — L‘ > €.
x
Limita functiei f in punctul a (dacd existd) este unicd.

In adevér: sa presupunem prin absurd ca lim f(z) = Ly gi lim f(z) = Ly si Ly # Lo.

|Ly — Ly

Pentru ¢ = exista 0, astfel incat |f(x) — Ly| < € pentru 0 < |z —a| < 0y

i exista 09 astfel incat |f(x) — Ly] < € pentru 0 < |z — a| < d2. De aici, pentru
0 < |z —a] < min{dy,d2} avem |Ly — Lo| < |Ly — f(z)| + |f(x) — La| < |Ly — Lo| ceea ce
este absurd.

Teorema 18.1. (Teorema lui Heine) Functia f : A C R' — R are limitd in "a” dacd
si numai dacd pentru orice sir (x,,), T, € A, T, # a, $i T, =52 a sirul (f(z,)) converge.

Demonstratie. Presupunem ca f(x) —. L si consideram un gir (z,) de numere reale cu
urmatoarele proprietati: x, € A, x, # a, §i ¥, == . Pentru e > 0 exista 6 = d(g) > 0
astfel incat 0 < |z —a| < 6 = |f(z) — L] < e. Pentru 6 > 0 exista N = N(0) astfel incat
|z, —al <6, Yn > N. De aici rezulta |f(z,) — L| < € pentru n > N, deci sirul (f(z,))
converge la L.

Presupunem acum ca pentru orice gir de numere reale (x,,) cu urmatoarele proprietati:

T, € A, x, # a, §1 2, 5552 @, sirul (f(x,)) converge. Vom arata la inceput ca lim f(x,)
n—oo

nu depinde de (x,). Rationam prin reducere la absurd si presupunem ca exista doua

siruri de numere reale (z!)) si («]/) cu urméatoarele proprietati: z,, 2’ € A, z! # a,

2 # a, lim 2, = lim 2’ = asi lim f(z}) = L' # L" = lim f(2"). Cu sirurile
n—oo n—oo n—oo n—oo

(«)), (') construim girul (z,) definit astfel:

— x), pentru n = 2k
" | @'}y pentrun =2k +1

si remarcam ca acest sir are urmatoarele proprietati: x, € A, x, # a, $i T, ;== a. Prin
urmare sirul (f(x,)) converge la un numar L. Deoarece f(z])-—— L' i f(2") —= L"

n—oo n—oo

trebuie sd avem L = L' gi L' = L si astfel avem L' = L" absurd.

Fie L valoarea comuna a limitelor sirurilor (f(z,)). Vom arata ca f(z);—; L. Pentru

aceasta presupunem contrariul. Rezulta ca exista ¢y > 0 astfel incat pentru orice n € IN
1

exista x,, € A, x, # a astfel incat |z, —a| < — si |f(z,) — L| > &9. Rezulta de aici ca
n

sirul (f(z,)) nu converge la L desi z,, € A, x, # a si ¥, 7= a. Absurd. O

Criteriul Cauchy-Bolzano pentru limita functies.

Functia f: A C R! — R! are limitd in "a” dacd si numai dacd pentru orice € > 0 existd
d=9(e) >0 astfel incat 0 < |2’ —a| <9 i 0 < |2 —a| <0 implica |f(z') — f(a")] < e.

Demonstratie. Presupunem ca f(x) .—; L si consideram ¢ > 0. Exista 6 = d(¢) > 0 astfel

A « € .. .
Incat pentru 0 < | —a| < § sa avem |f(z) — L] < 3 De aici, pentru orice 2/, 2" cu
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O0< |2/ —al<dsi0<|z”—al <davem |f(2') — f(2")| < |f(a') — L]+ |f(z") — L| < e.
Presupunem acum ca pentru orice € > 0 exista 6 = d(e) astfel incat pentru orice z/, "
cul<|z'—a|l <di0< |2’ —a|] <davem |f(z') — f(2")| < € si consideram un sir de
numere reale (z,) cu urmatoarele proprietati: x, € A, x, # a si r, — a.

Pentru 6 = d(g) > 0 existda N = N(0) astfel incat |z, — a| < § pentru orice n > N. De
aici, pentru n,m > N avem |f(z,) — f(xm)| < €. Aceasta arata ca sirul (f(x,)) este
convergent. Cu teorema lui Heine rezulta ca f are limita in a. O]

19 Reguli privind limita functiei intr-un punct.

a) Daca f(z) = k =constant atunci f(x) — k, Va.

r—a

flx)£g9(x) — L+ M
b) Daca f(x) — L i g(x) —— M atunci
o o f@)-g(zx) — L- M.

Tr—a

. .  f(x) L
¢) Daca f(x) — L, g(x) #0 si g(x) — M # 0 atunci () pund vz

Demonstratie. Vom demonstra doar implicatia

fl@) — L si g(a) — M — f(z)+g(x) — L+ M.
Celelalte se fac asemanator sau sunt mai degraba tehnice si pot fi omise la prima citire.
Pentru € > 0 exista d; = d1(¢) > 0 §1 9y = d2(¢) > 0 astfel incat:

O<\x—a\<51:>|f(:c)—L|<g

0<|x—a|<52:>|g(x)—M]<g

Pentru 0 < |z — a| < min{dy, 62} avem:

[f (@) +g(x) = (L + M)| < [f(x) - L] + |g(x) — M| < e

Regula ”clestelui”.
Daca pe o multime de forma I = (a — r,a) U (a,a + 1), v > 0 functiile f,qg, h verificd
inegalitatile f(z) < g(x) < h(x) si dacd f(x) — L gi h(xr) — L atunci g(x) — L.

r—a

Demonstratie. Deoarece f(x)
De aici rezulta inegalitatea:
e > 0 exista d; = d;(e) > 0 si

) < h(z), Vo € Tavem f(x)—L < g(x)—L < h(x)—L.
— L] < max{|f(z) — L|,|h(z) — L|}, Yz € I. Pentru
da(e) > 0 astfel incat sa avem:

< g(x
g(x)
5y =
O<|zr—a|<d = |f(z)—L|<e ¢ 0<|z—a|<d=|h(z)—L|<e.

40



De aici rezulta ca:

0 < |z —a|l <min{d,d} = |g(z) — L| < max{|f(z) — L|,|h(x) — L|} < ¢

O
Exemplu 19.1. S& se arate ca sin 6 Y 0 si cosf Y 1.
Solugie: Fie 6 unghiul la centru masurat in radiani intr-un cerc de raza 1.
Figura 19.1:

. . e . . . . | sind | ..
Aria sectorului circular OAB este 5§ aria triunghiului OAB este . De aici
avem: - p

0§|51711|§% sau 0 <|sind| < |0]

Functiile f(0) = 0; ¢(0) = |sinf|; h(f) = || verifica conditiile din regula clestelui si
rezulta astfel ca: siné Y 0.
Pentru a arata ca cos 6 Y 1 pornim de la identitatea sin® #+cos? @ = 1 din care obtinem

cos? @ = 1—sin? @ si deci cos? § —— 1. De aici rezulta cos§ —— +1, dar cos d fiind pozitiv

6—0 6—0

1n vecinatatea lui 0 rezulta ca cos — 1.

0—0

Exemplu 19.2. Folosind regula clestelui, putem arata ca x - sin — — 0.
x z—

Observam ca x - sin — verifica inegalitatile:
x

—lz| <

1
x-sin—‘ <lz|, Vx#0
x

Alegem f(x) = —l|z|, g(x) =

.1
T - Sin —
T

, h(x) = |z| si aplicam regula clegtelui; rezulta

x-sin — —— 0.
€r xz—0

Putem aréta in acest fel si cd 22 - sin — — 0.
€T x—
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Exemplu 19.3. Putem arata ca e” — 1 ”"prinzand” exponentiala e” intre 1 + z si
xr—

1+ 2z + 2% pe o vecinatate a lui 0. Mai precis:

l+2<e®<1+az+a° Vo € (—oo,1).

e’ —1
— 1.
€x z—0

Folosind inegalitatile precedente putem arata:

Limita functiei compuse: Dacd f(x) — L, g(y) — M si go f este definit pe o
r—a y*)

multime ce contine I = (a —r)U (a,a+ 1), r > 0 atunci g(f(z)) — M.

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Deoarece g(y) — M exista 0, = d1(e) astfel incat
y—>

O0<|y—L|<dé =|g(y) — M| <e.

Asemanator din f(x) —— L rezulta ca exista dy = d2(d1(¢)) astfel incat 0 < |z — a| <

do = |f(z) — L| < d1.
De aici rezulta: 0 < |z —a| < §y = |f(z) — L| < & = |g(y) — M| = |g(f(x)) — M| < e.
Ceea ce arata ca g(f(x)) — M. O

20 Limite laterale.

Limita L = lim f(z) prezentata in Definitia 18.1 este o limita bilaterala pentru ca variabila

7 77

T se poate apropla de si din stanga gi din dreapta. Vom analiza acum limite unilaterale,
cand variabila x se apropie de "a” doar din stanga sau doar din dreapta. Aceasta este
necesar atunci cand functia este definita doar in stanga sau doar in dreapta punctului

a” sau atunci cand apropiindu-ne din stanga si din dreapta obtinem limite diferite. Vom
folosi urmatoarea terminologie:

"z tinde la "a” dinspre dreapta” sau "z coboard la ”a”” si notam z — a™ sau x \ a.
"x tinde la "a” dinspre stanga” sau ”"x urca la "a”” gi notam x — a~ sau x " a.
Definitia 20.1. Limita la dreapta a functiei f in punctul "a” este L (sau limita lui
f(z) atunci cand x tinde la "a” dinspre dreapta este L) dacd pentru orice € > 0 ewista
d=10(g) >0 astfel incita <z <x+0 = |f(x) — L| <e.
Faptul cd limita la dreapta a functiei f in punctul ”a” este L se noteazd astfel:

L= Tlim f(z) sau L:lii‘nf(x)
Definitia 20.2. Limita la stinga a functiei f in punctul "a” este L (sau limita lui
f(z) atunci cand x tinde la ”a” dinspre stanga este L) daca pentru orice € > 0 ewistd
d=19(e) >0 astfelincdta—5<x<a: \f(z) — L| <e.
Faptul cd limita la stanga a functier f in punctul "a” este L se noteazd astfel:

L= lim f(z) sau L= h;nf( x)

% 0

Observatia 20.1. Daca functia f are limita la stanga si limita la dreapta in ”a” si aceste

limite laterale sunt egale cu L:

lim f(z)=L= lim f(x)

z—a™t T—a~

42



bR

atunci functia f are limita in ”a” si aceasta limita este L:

lim f(x) = L= lim f(x)= lim f(z)

T—a r—a™t T—a~

Exemplu 20.1. Functia f(xz) = /= este definitd doar pentru z > 0. 1im+ flz) =
z—0

z—0t

Exemplu 20.2. Functia

sign(z) = £ 1, pentrux >0
g x| | -1, pentruz <0

nu are limitd iIn ¢ = 0. Limitele laterale insa exista: lim+ sign(x) = 1 si
z—0

lim sign(x) = —1.

z—0~

Exemplu 20.3. Functia treapta si functia scara.
Functia treapta este definita astfel:

0, pentruz <0
1

step(x) = 3 pentru z = 0
1, pentrux >0

Pentru = # 0 functia treapta poate fi scrisa astfel:

step(z) = %(1 + sign(z)).

Functia treapta are limite laterale in 0 si: lim+ step(z) = 1; lim step(z) = 0.

z—0 z—0~
Functia treaptéd translatata step(rz — a) are treapta in punctul "¢” (nu in 0) unde are
limite laterale: lim step(r —a) =1si lim step(z —a) = 0.

r—a

Functia scara este o functie cu mai multe trepte. De exemplu:

Spm(x) = Z step(x —n)

La fiecare treapta functia scara are o limita laterala la stanga si o limita laterala la dreapta
care sunt diferite si sunt diferite i de valoarea functiei S, in punct. In toate celelalte
puncte limitele laterale coincid si deci functia scara are limita in puncte x # n.

Definitia 20.3. Functia f : A C R} — R! este crescatoare dacd pentru orice
T, @2 € A, 1 < x5 rezultd f(z1) < f(xa).

Definitia 20.4. Functia f : A C R! — R! este descrescditoare dacd pentru orice
Ty, 2y € A,y < x9 rezultd f(x1) > f(22).

Definitia 20.5. Functia f : A C R! — R! este monotond dacd este crescditoare sau este
descrescatoare.
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Existenta limitelor laterale in cazul functiilor monotone
Dacd functia f : (a,b) — R!' este monotond atunci pentru orice xo € (a,b) limitele
lim+ f(z), lim f(r) evista.

l’—)(EO (E—XEO

Demonstratie. Fie xy € (a,b) si multimea:

Seg = {f ()| < w0}

Daca functia f este crescatoare, atunci multimea S,, este marginita superior de f(xq) si
daca f este descrescatoare, atunci multimea S,, este marginita inferior de f(x).

Daca functia f este crescatoare, atunci marginea superioara a multimii S,, este limita la
stanga a lui f in xy: sup S, = lim f(z) si daca f este descrescatoare atunci marginea

T—Ty

inferioara a multimii S,, este limita la stanga a lui f in zg; inf S, = lim f(z).

T—T

Considerand multimea:
Roy = {f(2)|lz > x0}

se arata de aceeasi maniera ca daca f este functie crescatoare atunci lim f(x) = inf R,

x—>xa'

si daca f este functie descrescatoare atunci lim f(z) = sup R,,. n

Z‘—>I§

21 Limite infinite.

Plus infinit 400 §i minus infinit —oo sunt simboluri matematice si nu sunt numere cu care
se fac operatii algebrice.

Definitia 21.1. Limita la dreapta a functiei f in punctul ”a” este +00 dacd pentru orice
M > 0 ezista 6 = 0(M) > 0 astfel incat:

flz) > M, VYx € (a,a+9)

Faptul ca limita la dreapta a functiei f in”a” este +00 se noteaza astfel: lim f(x) = 4o00.

z—at
Definitia 21.2. Limita la dreapta a functiei f in punctul ”a” este —oo daca pentru orice
M >0 ezista 6 = 0(M) > 0 astfel incat:
f(z) < =M, Vz € (a,a+9)

Faptul ca limita la dreapta a functiei f in”a” este —oo se noteaza astfel: lim+ f(x) = —oc0.

r—a

Remarca 21.1. Limitele la stanga:

lim f(z) =4o00; lim f(z)=—o00

Tr—a Tr—a~

si limitele bilaterale:
lim f(z) = +o00; lim f(z) = —oc0

r—a r—a

se definesc analog.
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Exemplu 21.1. Sa se verifice ca:

. 1
a) lim —=—o0; lim — = 4o0.
z—0~ T z—0t T

1
b) il_%ﬁ = +o0.

Exemplu 21.2. Se poate intampla ca o functie sa aibe o limita laterala finita si cealalta
limita laterala infinita intr-un punct "a”. De exemplu:

0, pentruxz <0
h(x) = 1
(z) , pentruz > 0

z
lim A(x) =0; lim A(x) = +o0

z—0— z—0t

Limitele care se obtin pentru z — 400 sau * — —oo se numesc limite la 00 si nu
trebuiesc confundate cu limita infinita.

Definitia 21.3. (limita la infinit) Limita functiei f la 400 este L dacd pentru orice
e > 0 exista un numar M > 0 astfel incat:

|f(z)— Ll <e, Yoe>M

Limita la —oo se defineste analog.

1 — 2
Exemplu 21.3. Functia f(z) = 1_’_—12 are urmatoarele limite la infinit:
T+
hrf f(z)=-1; lim f(z)=—1

22 Punctele limita ale unei functii intr-un punct.

Definitia 22.1. Numdarul L este punct limita ol functiei f in"a” daca exista un gir (x,)
de numere reale cu urmdatoarele proprietati: x, € A, x, # a, v, — a $i f(x,) —— L;

unde " A” este domeniul de definitie al functiei f.

Traditional multimea punctelor limita a lui f in ”a” se noteaza L,(f).
Definitia 22.2. Limita inferioard a functiei f in”a” este marginea inferioard a mulfimaii

L.(f), adica inf L,(f). Limita inferioard a lui f in ”a” se noteazd cu lim f(x) si avem:

lim f(z) = inf L,(f)

r—a

Definitia 22.3. Limita superioard a functiei f in”a” este marginea superioard a multimaii

A

Lo(f), adicd sup L, (f). Limita superioard a lui f in"a” se noteazd cu lim f(x) si avem:

lim f(x) = sup La(f)

r—a
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Are loc urmatoarea afirmatie:
Functia f : A C R' — R! are limita L in punctul "a” dacd si numai dacd:

lim f(x) = lim f(z) = L

r—a r—a

Demonstratie. Prima oara presupunem cé f(xr) —— L si consideram un sir (z,) cu
r—a

urmatoarele proprietati: x, € A, x, # a, v, —— a. Pentru orice € > 0 exista § = d(¢)

T—00

astfel incat:
O<|z—a|l|<d=|f(z)—L|<e

Intrucét z,, —— a exista N = N (¢) astfel incét |z, —a| < § pentru orice n > N. Rezulta

ca pentru n > N avem |f(z,) — L| < €. Se obtine astfel egalitatea L,(f) = {L} si prin
urmare:

lim f(z) = lim f(z) = L

r—a r—a

Presupunem acum ci lim f(z) = lim f(z) = L si vrem si aratam ca f(z) — L.

r—a
Rationam prin reducere la absurd gi admitem ca f(x)—c L. Rezulta ca exista gy astfel
r—a

1
incat pentru orice n € N exista x,, cu proprietatea |z, —a| < — si |f(z,) — L| > €o. Sirul

n
(f(z,)) are un subsir (f(z,,)) care are limita. Este clar ca lim f(x,,) # L.

N —00

Rezulta ca L,(f) nu se reduce la un element. O

1
Exemplu 22.1. Sa se arate ca daca f(z) =sin—, Vz # 0 atunci Lo(f) = [-1,1].
T

1
Solutie:  Fie | € [-1,1]. Ecuatia sin— = [ are o infinitate de solutii:
x
1
(—1)™arcsinl + nm
Sirul (z,,) are urmatoarele proprietati: =, € R, z, # 0, r, —— 0si f(z,) = [. Rezulta
l e Lo(f)
Prin urmare avem incluziunea [—1,1] C Lo(f). Aratam acum incluziunea Lo(f) C [—1, 1].
Pentru aceasta fie [ € Ly(f). Exista un sir (z,) cu urmatoarele proprietati: x, # 0,
x, —— 0l f(z,) — L.

T—00 n—oo

Tp —

R 1
Intrucat f(x,) = sin — rezulta ca |f(z,)| < 1 si deci |I] < 1. De aici avem apartenenta
T

le[-1,1]. "

23 Continuitatea unei functii intr-un punct.

Imprecis dar sugestiv, o functie f : A C R? — R! este continud daca graficul ei este o
curba continua. In particular daca A contine o vecinatate a punctului a € A, graficul lui f
se traseaza prin (a, f(a)) fara a ridica creionul de pe hartie. Un asemenea comportament
in (a, f(a)) se realizeaza daca se impune ca pentru x aproape de a, f(x) sa fie aproape de
f(a). Fie f: AC R' = R! 5i a € Int(A).
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Definitia 23.1. Functia f este continud in "a” dacd lim f(z) = f(a).
r—a
Aceasta definitie impune trei conditii: f(a) este definita; exista lim f(x); f(a) = lim f(x).
r—a r—a
Definitia limitei intr-un punct a functiei f, formulata in limbajul £, poate fi usor
transpusa pentru a formula o definitie a continuitatii in a a functiei f.

Definitia 23.2. Functia f este continua in punctul “a” daca Ye > 0,
35 = d(e) astfel incit |v —a| <0 = |f(x) — f(a)| <e.

Exemplu 23.1. Sa se verifice ca functia f(z) = 22, € R! este continua in a = 0.

Solutie: Pentru € > 0 determindm z pentru care |22 — 0] = |2?| < € si gasim |z] < /€.
Prin urmare, daca § = /¢ atunci |f(z) — f(0)| < e, pentru V z astfel incat |z — 0| < /2.

Definitia 23.3. Daca functia f este continud pentru orice x € (a,b) zicem cd f este
continud pe intervalul (a,b).

Daca functia f este continua in orice punct x din domeniul de definitie zicem ca f este
continua.

Definitia 23.4. Daca lim f(z) = f(a) atunci f este continud la dreapta in a.

r—a

Definitia 23.5. Functia f este continud la stanga in a dacd lim f(x) = f(a).

Tr—a~

Are loc urmatoarea afirmatie:
Functia f este continud in a dacd si numai daca este continud la stanga si la dreapta in
a.

Remarca 23.1. Daca f : [a,b] — R! si este continui aceasta inseamna cé f este continua
pe (a,b), este continua la dreapta in a i continua la stanga in b.

Teorema 23.1. [de continuitate a lui Heine.]Functia f : A C R' — R! este
continud in punctul a € A dacd si numai dacd pentru orice sir (xn) cu proprietatile:
Ty € A, Tp s a sirul (f(z,)) converge la f(a).

Demonstratie. Acest rezultat se obtine din teorema lui Heine pentru limita. O

Teorema 23.2. [de continuitate a lui Cauchy-Bolzano.] Functia f: A C R! — R!
este continud in punctul a € A dacd si numai daca Ve > 036 = 6(¢) > 0 astfel incat
2" —a| <6 gi|z" —a| <d=|f(a)— f(a")| <e.

Demonstratie. Rezultatul se obtine din teorema Cauchy-Bolzano pentru limita. O]
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24 Reguli privind continuitatea unei functii intr-un
punct.

Regula sumei: Dacd functiile f si g sunt continue in punctul a € R' atunci functia
f + g este continud in punctul a.

Regula produsului: Dacd functiile f si g sunt continue in punctul a € R' atunci functia
f - g este continud in punctul a.

Regula catului: Dacd functiile f si g sunt continue in punctul a € R, g(x) # 0 si

g(a) # 0 atunci functia = este continud in punctul a.

Regula clestelui: Daca functiile f,g st h sunt astfel incat inegalitatea:

fz) < g(x) < h(x)

este verificatd pe o vecindtate a punctului a € R' si f(a) = g(a) = h(a) atunci
continuitatea functiilor f si h in punctul a implicd continuitatea functiei g in punctul
a.

Aceste reguli se demonstreaza folosind regulile cu aceeasi denumire de la limita intr-un
punct.

Regula de continuitate a functiei compuse:
Dacd functia f este continud in a € R' si functia g este continud in f(a) € R' atunci
functia compusd g o f este continud in a.

Demonstratie. Fie b= f(a). Deoarece g este continua in b, Ve > 0 3d; = 01(e) > 0 astfel
incat |t —b| < 01 = [g(t) — g(b)] < e.

Deoarece f este continua in ”a” pentru d; = 01(€) exista dy = d(d1) = d2(e) astfel incat
|z —a| < 0y = |f(x) — f(a)|] < ;. Deducem ca |z — al < d = |g(f(x)) — g(f(a))] < e.
Prin urmare: Ve > 0 36 = d2(e) > 0 astfel incéat [z —a|] < = |(go f)(x) — (go f)(a)] <
E. [

Aplicatie 24.1 Deoarece functia identicd x +— =z, functia constanta = — k si functiile
trigonometrice sin si cos sunt continue, in virtutea regulilor precedente, urmatoarele functii
sunt continue:

2242 +3

1
3 9 x-sin — pentru x # 0
T ——————: T +——IT°-CoS T, TH— T

a1’ 0 pentru z = 0

Prelungirea prin continuitate.
Dacd functia f: A C RY — R! nu este definitd in punctul "a” dar L = lim f(x) existd si

este finitd atunci functia g : AU {a} C R' — R, definita prin g(x) = f(x) pentru z # a
st g(a) = L este continud in a.
Functia g se numeste prelungirea prin continuitate a functiei f.

Exemplu 24.1. Functia g : R! — R! definita cu:

X

sin
entru x # 0
g(z) = P 7
1 pentru z =0
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sin @
este prelungirea prin continuitate a functiei f: R'\ {0} — R! definita cu f(x) = :

T

25 Proprietati ale functiilor continue.

Proprietatea de marginire: Dacd functia f : [a,b] — R este continud atunci:
1. functia f este marginita pe |a,b].

2. functia f isi atinge marginile in anumite puncte din |a, b].

Comentariu:

1. Prima afirmatie inseamna ca exista numerele reale m si M astfel incat m < f(z) <
M,Y z € la,b)].

2. Cea de-a doua afirmatie inseamna ca daca m = inf{f(z)| z € [a,b]} si M =
sup {f(x)| = € [a,b]} atunci exista ¢ si d in [a, b] astfel incat m = f(c) si M = f(d).

Demonstratie. Demonstratia marginirii. Fie B = {z|x € [a,b] si f este marginta pe [a, x]}.
Multimea B contine pe a (a € B) si este marginita; y < b, Yy € B. Fie ¢ = sup B.
Intrucat functia f este continua la dreapta in punctul a, pentru ¢ = 1 exista §; = d(¢) =
d(1) > 0 astfel incat: a < x < a+ 0, = |f(x) — f(a)| < 1. De aici rezulta inegalitatea

|f(z)| <14 |f(a)|, Vz€la,a+ d]. Prinurmare ¢ > a+ 51 > a.

De fapt va trebui sa aratam ca ¢ = b. Deocamdata am obtinut doar ca ¢ > a. Presupunem

prin absurd ca ¢ < b. Deoarece ¢ > a si f este continua in ¢ rezulta ca pentru € = 1 exista

' =08(e) =0"(1) > 0 astfel incat |z —c| < & = |f(z)] <14 |f(c)|. Altfel spus functia f
/

este marginita pe [c,c + ¢']. De aici ¢+ — € B si aceasta contrazice faptul ca ¢ = sup B.

Prin urmare ¢ = b gi astfel f este marginita pe [a, ). O

Demonstratie. Demonstratia atingeric marginii. Deoarece functia f este marginita pe
[a,b] multimea: A = f([a,b]) = {f(x)|z € [a,b]} este marginitd. Fie m = inf A si
M = sup A. Sa presupunem prin absurd ca f(z) # M, Vx € [a,b] si s consideram
functia g(x) = M= 7@ definita pentru x € [a,b]. Functia g construitd in acest fel este
— f(x
continua si conform primei parti din aceasta demonstratie, este marginita pe [a,b]. Fie
K astfel incat:
g(x) <K, VYux€la,b].

De aici se obtine:

1 1 1
<K= _—_—<M-— = <M-—=, Vaxelab
Aceasta din urma inegalitate contrazice egalitatea M = sup A. Prin urmare ipoteza
f(z) # M, VY x € [a,b] este absurda. Trebuie deci sa admitem ca existd zp € [a, b
astfel incat f(x) = M. Analog se arata ca f igi atinge marginea inferioara. O]
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Proprietatea valorii intermediare (proprietatea lui Darboux)

Daca f : [a,b] — R! este continud atunci pentru orice vy situat intre o = f(a) si 8 = f(b)
existd ¢ € (a,b) astfel incat f(c) = .

Comentariu: De aici rezulta ca dacéa f are valorile o/ gi 8’ in punctele 2’ si 2" din [a, 0]
atunci f are toate valorile posibile intre o si 3.

Demonstratie. Pentru a face o alegere, admitem ca o < v < 3 si consideram multimea
S=A{z|z€lab]si flx) <~}

Multimea S contine pe a deci S nu este vida. Consideram ¢ = sup S si observam ca
¢ € (a,b). Vom arata ca f(c) = . Pentru aceasta rationam prin reducere la absurd si
admitem ca f(c) # 7. Rezulta de aici ca f(c) < v sau f(c) > 7.

Daca f(c) <~ atunci pentru e = v — f(c) exista 6 = () > 0 astfel incat:

[z —cf <d=[f(z) - flo)] <e

In particular

Fle+2)— 1) <

si astfel: f(c+ g) — flc) <~y — f(o).

) o
De aici f(c+ 5) < 7y si deci ¢ + 3 € S. Aceasta contrazice egalitatea ¢ = sup.S. Prin

urmare nu putem avea f(c) < 7.

Daca f(c) > v, atunci pentru ¢ = f(c) —~v > 0 exista § = d(¢) > 0 astfel ca:
|z —c| <6 =|f(z) — f(c)| < e. De aici rezulta ca daca x € (¢ — 9, c| atunci f(x) > 7 si
deci z ¢ S. Altfel spus sup S < ¢ — § ceea ce contrazice ¢ = sup S.

Rezulta in final f(c) = 7. O

Proprietatea lui Darboux are multe aplicatii. Iata una din acestea:
Aplicatia 25.1 Orice polinom de grad impar are cel putin o radacina reala.
Demonstratie. Fie P(X) = ag+ a1 X + ... + a, X™ un polinom de grad n= impar. Fara a

pierde din generalitate, putem presupune a, = 1.
Stim ca P = P(X) este o functie continua si consideram functia

PX)
X) = -1, X#0
Functia r(X) se majoreaza astfel:
P(X) Qp—1 aq Qo Qp—1 aq ao
X)| = |t -1 = Bty 20 ot ||+ |
Ir(X)l ’Xn ‘ X ot xea xS x| T T el TR
si daca M = max {|a,,—1], ..., |a1], |ap|} atunci:

"1 =1 M
X)) < M- — < M - = VIX|>1
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De aici |r(X)| < 1 pentru |X| > 1+ M. In particular 1+ r(X) > 0 pentru orice X cu
| X| > 1+ M. De aici rezulta ca P(X) = X"(1 + r(X)) are acelasi semn ca X" pentru
| X|>14 M.

Intrucat n este numér impar rezultd ci exista o > 0 si 3 < 0 astfel ca P(a) > 0 (se
alege o > 1+ M) si P(B) < 0 (se alege f < —(1 + M)). Folosind proprietatea valorii
intermediare rezultd ca exista ¢ (|c] < 1+ M) astfel incat P(c) = 0.

Aceasta arata ca P are o radacina in intervalul (—(1 4+ M), 1+ M).

De fapt toate radacinile reale ale polinomului P sunt in interalul (—(1+ M),1+ M). O

Proprietatea de transformare a intervalului in interval

Daca functia f : [a,b] = I — R este continud atunci mulfimea f(I) este un interval
marginit i inchis.

Comentariu: Aceasta proprietate a functiei continue arata ca ea transformé un interval
marginit si inchis tot intr-un interval marginit si inchis.

Demonstratie. Din proprietatea de marginire rezulta ca exista c,d € I astfel incat:
fle) =mo=inf{f(x)| z €I}

f(d) = My = sup{f(z)| z € I}

Pentru a face o alegere presupunem ca ¢ < d. Proprietatea valorii intermediare aplicata
pe subintervalul [c, d] arata ca f ia toate valorile dintre mg = f(c) si My = f(d). Cu alte
cuvinte f(I) = [mq, Mo]. O

Proprietatea de punct fix.

Daca functia f : [a,b] — [a,b] este continud atunci existd cel putin un punct ¢ € [a,b]
astfel incat f(c) = ¢ (c este punct fix pentru f).

Comentariu: Aceasta propritate spune ca gaficul functiei intersecteaza prima bisectoare
y=x.

Demonstratie. Fie g : [a,b] — R! definit prin g(z) = f(x) — z. Functia g este continua.
Daca f(a) = a sau f(b) = b atunci nu avem nimic de demonstrat. Putem deci presupune
ca f(a) # asi f(b) # b. De aici g(a) = f(a) —a > 0si g(b) = f(b) — b < 0. Proprietatea
valorii intermediare in cazul functiei g arata ca exista ¢ € (a,b) astfel incat g(c) = 0. De
aici rezulta egalitatea f(c) = c. O

Proprietatea de continuitate a functiei inverse
Daca f : I — J este o bijectie continud definitd pe intervalul I si cu valori pe intervalul
J atunci functia inversd f~1:J — I este continud.

Demonstratie. Consideram o bijectie continua f : I — J definita pe intervalul I si cu
valori pe intervalul J.

Prima oara aratam ca functia f este sau strict crescatoare sau strict descrescatoare.
Pentru aceasta rationam prin reducere la absurd si presupunem ca f nu este nici strict
crescitoare nici strict descrescitoare. In acest caz existd in I trei numere ay, Gy, az cu
urmatoarele proprietati: a; < ag < ag §i f(a1) < f(az) < f(ay). AplicaAm proprietatea
valorii intermediare functiei f pe [aj, as] si deducem ca exista ¢ € (a1, as) astfel incat
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f(c) = flas). Aceasta contrazice faptul ca f este bijectie. In demonstratie presupunem
in continuare ca f este crescatoare. Demonstratia este similara daca f este descrescatoare.
Functia f fiind deci strict crescatoare, functia f~! este si ea strict crescitoare.

Fie acum b € J si a = f~!(b) € I. Pentru orice ¢ > 0 (suficient de mic) functia f

transforma intervalul IS = [a — €,a + €] In intervalul J; = f(IZ) = [m, M]. Deoarece
functia f este strict crescatoare, rezultd b € (m, M). Fie § = min{b —m, M — b} > 0.
Intervalul inchis [b — §,b + 4] este o submulfime a intervalului [m, M] = f(J;) si f~!

transforma intervalul [b — 0,b + d] In I = [a — €,a + €]. Rezulta astfel ca pentru e > 0
exista § = d(¢) > 0 astfel ca

ly—bl<do=1[f"'y)—f'b)l<e
O
Dacd functia f : I — J este o surjectie strict monotond a intervalulur I pe intervalul J
atunci functia f si inversa ei f=' sunt continue.

Definitia 25.1. Functia f : A C R — R! este uniform continud pe A dacd pentru orice
e >0 exista 6 = () > 0 astfel incat:

|o' — 2" < o= |f(2')— f(a")|<e Va'a"eA
Teorema de continuitate uniforma.
Daca functia f : [a,b] — R este continud atunci f este uniform continud.

Comentariu: Aceasta teoremé afirma de fapt ca o functie continua pe un interval
marginit si inchis este uniform continua.

Demonstratie. Este tehnica si nu o facem. O]

26 Siruri de functii. Multimea de convergenta.

Fie A C R'si fi, fa, ..., fn, ... unsir de functii reale definite pe A: f, : A — R, Vn € IN.
Vom nota acest sir cu (f,,).

Definitia 26.1. Un element a € A este punct de convergentd al sirului (f,) dacd sirul
de numere reale (f,(a)) converge.
Multimea punctelor de convergenta ale sirului (f,) se numeste mulfimea de convergentd

a sirului (fy).

Fie B C A multimea de convergenta a sirului (f,,). Pentru orice b € B exista lim f,(b)

n—oo

si are sens si consideram functia f : B — R! definita prin:
f(b) = lim f,(b)

Functia f definita in acest fel se numeste limita sirului de functii f,, pe multimea B. Se
mai spune ca sirul f, converge la f pe B.
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Definitia 26.2. Fie (f,,) un sir de functii reale definite pe A C R: f,, : A — R, Functia
f A — R este imita sirului de functii (f,) dacd pentru orice v € A si orice € > 0
existi N = N(x,¢) astfel ca pentrun > N(x,e) sa avem:

[fu(z) — f(z)| <&

Faptul ca functia f este limita sirului de functii (f,) pe A se noteazd astfel: f, —— f

pe A.

Comentariu: Daca in definitia precedenta N depinde doar de ¢ si nu depinde de x atunci
zicem ca girul (f,,) converge uniform la f pe A.

Definitia 26.3. Sirul de functii (f,) converge uniform la functia f pe mulfimea A daca
pentru orice € > 0, exista N = N(g) astfel incat pentru orice n > N(e) si v € A are loc:

[fu(z) — f(z)| <&

1, pentruz =1

Exemplu 26.1. Consideram A = [0,1], f.(x) = 2", f(z) = { 0 pentru0<z <1

Sirul de functii (f,,) converge la f si nu converge uniform la f.

sin nx

Exemplu 26.2. Consideram A = [0, 27], f.(x) =

Sirul de functii (f,,) converge uniform la f pe A.

, f(x) =0, z € A

Faptul ca sirul de functii (f,) converge uniform la functia f pe multimea A se noteaza
astfel:
fo——f, peA

Urmeaza in continuare doua criterii de convergenta uniforma.

Criteriul 1 (Cauchy). Sirul de functii reale (fn): fn: A C R} — R! converge uniform
la functia f : A — R! dacd si numai dacd pentru orice € > 0 existda N = N(g) astfel incat
pentru orice n,m > N () gi orice x € A are loc:

[fn(@) = fin(2)] < e

Demonstratie. Presupunem prima oara ca f, —— f pe A. Pentrue > 0 exista N = N(e)
n—oo

astfel incat pentru orice p > N(¢) are loc |f,(z) — f(z)| < g, Vo e A Fie n,m > N(e)

si x € A. Are loc inegalitatea:

Fa(@) = fnl@)] < ful@) = F@)] + 1f(@) = ful@)] < S+ 5 =

€
2

DO ™

Presupunem acum ca pentru orice ¢ > 0 exista N = N(¢) astfel incat pentru n,m > N(e)
si x € A are loc:

[fu(@) = fn(2)] <&

si aratam ca existd f: A C R' — R! astfel ca f,, — f.

Din ipoteza rezulta ca pentru orice x € A girul de numere (f,,(x)) este convergent. Deci
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sirul de functii (f,,) converge la o functie f pe A: f, —— f pe A.

Consideram ¢ > 0 gi N = N(¢) astfel incat pentru n,m > N(¢) si z € A sa avem:

[fu(z) = fin(2)] <&

Alegem mgy > N(¢) si din f,, —— f deducem ca:

|f(z) = fmo(@)| <€, VZeEA

Aceasta arata ca f, — f pe A. n

Criteriul 2. Fie (f,) un sir de functii reale: f, : A C R* — R! si o functie reald

f:ACR!— R Dacad existd un sir de numere reale pozitive (a,) care converge la zero

si verifica | fo(z) — f(2)| < an pentru orice n € N si orice x € A atunci f, —— f pe A.
n—oo

Demonstratie. Fie e > 0. Deoarece a,, — 0, exista N = N (¢) astfel incat pentrun > N(e)
are loc a,, < €. Rezulta ca |f,(x) — f(z)| < e pentru n > N(¢) si € A. Cu alte cuvinte
In —— I O

27 Convergenta uniforma a unui sir de functii si
continuitatea.

Propozitia urmatoare arata ca, convergenta uniforméa pastreaza continuitatea:

Propozitia 27.1. Fie (f,) un sir de functii reale f, : A C R' — R uniform convergent
la o functie reald f : A C R' — R'; f, —— f. Dacd functiile f, sunt continue intr-un

o
punct a € A atunci functia f este continud in "a”.

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Deoarece f, —— [ exista N = N(e) astfel incat pentru orice
n—oo

xr € Aareloc |fne(z) — f(z)| < %. In particular, avem:

v (@) = fla)] < 3

Deoarec functia fy() este continua in punctul ”a” exista § = J(c) astfel incat
€
[ —al <0 = |fne (@) = fve (@) < 5.
De aici, rezulta ca pentru orice x cu |z — a| < § avem:
[f(z) = fla)] < |f(2) = e @) + e (@) = e (@) + [fre(a) — fla)] <e.

A b)

Aceasta arata ca functia f este continua in "a”. O

Consecinta 27.1. Limita unui sir uniform convergent de functii continue este functie
continud.
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28 Siruri de functii reale egal continue si egal marginite.

Fie (f,) un sir de functii reale de variabila reald: f,: A C R! — RL
Expresia:

“(fn) este un gir de functii continue pe A” inseamna ca:

VneNVe e A Ve >0,35 =d(n,z,¢e) >0, al |z—2'| <0 = |fu(z))—fu(z)| <e.

Daca functiile f,, sunt uniform continue pe A, atunci § nu depinde de x. Prin urmare,
expresia

"(fn) este un gir de functii uniform continue pe A” Inseamna ca:
VnelN,Ve> 0,36 =d(n,e) >0, al.

|2 — 2| < 0 = | fu(2!) — fu(2")| < e,Va' 2" € A

Se poate intampla ca d nu depinde de n, dar depinde de x si €. In acest caz sirul (f,,) este
un sir de functii egal continue. Mai precis:

Sirul de functii (f,) este un sir de functii egal continue pe A dacd pentru orice x € A
st orice € > 0 existda § = 0(x,e) > 0 astfel incat pentru orice n are loc:

[z — 2’| <6 = |fu(z) = ful@)] <e.

Dacé 0 nu depinde de x si n, atunci functiile din sirul (f,,) sunt uniform continue si egal
continue. Mai exact:

Sirul de functii (f,) este un gir de functii egal uniform continue pe A dacda pentru
orice ¢ > 0 existd § = 0(e) > 0 astfel incat:

|2 — 2" < () = |ful2)) — fu(2")| <e VneN gV " e A

Sirul (f,) este un sir de functii mdrginite pe A daca ¥V n € N, 3 M = M(n) > 0
astfel incat |f,(x)| < M, VY x € A.

Daca M nu depinde de n atunci functiile din girul (f,,) sunt egal marginite. Mai exact:

Sirul (f,) este un gir de functii egal marginite pe A dacd ezxista M > 0 astfel incat
[fu(z)] <M, YneN, VzeA

Teorema 28.1. [Arzela-Ascoli|. Fie I = [a,b] un interval inchis si (f,) un gir de
functii reale f, : [a,b] — RY. Daca sirul (f,) este un sir de functii egal continue si egal
marginite atunci sirul (f,) contine un subsir (fy,) care este uniform convergent.

Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa in acest curs. 0
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29 Serii de functii. Convergenta si convergenta uni-
forma.

Fie A C R! si f, un sir de functii reale f, : A — R

Definitia 29.1. Simbolul Z fn este o serie de functit convergentd in a € A dacd seria

n=1

[e.o]
numerica E fn(a) este convergenta.
n=1

o0 oo
Stmbolul Z fn este o serie de functii divergenta in a € A dacd seria numericd Z fula)

n=1 n=1
este divergentd.

Definitia 29.2. Un punct a € A este punct de convergentd al seriei de functii an

n=1
»

daca seria converge in "a”.

[e.9]

Multimea punctelor de convergentd ale seriei de functii an se numeste mulfimea de

n=1

o
convergentd a seriei de functii Z fn-

n=1

o)

Fie B C A multimea de convergenta a seriei de functii Z fn. Pentru x € B notam cu
n=1

S(z) suma:

S(x) =Y fal2).
n=1
Stabilim astfel o corespondenta de la multimea B la R!. Adica o functie

S:BCcAcCcR'—R!

Functia definitd mai sus se numeste suma serier de functii an pe multimea B.

n=1
)

Traditional suma seriei de functii se noteaza cu S = Z fn pentru x € B.

n=1
Definitia 29.3. Fie an o serie de functii definite pe A si S o functie definita pe
n=1
B C A. Seria de functii Z fn converge la S pe multimea B dacd pentru orice x € B si

n=1
orice € > 0 exista N = N(x,e) > 0 astfel incat pentru orice n > N avem:

|fi(2) + folz) + ... + fulz) — S(2)| < .
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Daca numarul N nu depinde de x atunci seria converge uniform la S pe B. In acest caz
avem urmatoarea definitie:

Definitia 29.4. Seria de functii Z fn converge uniform la S pe B daca¥V e >0 I N =
n=1

N(e) astfel incat:

n

> filw) = S(x)

k=1

<e, Vn>N(), VxeB.

Definitia 29.5. Seria de functii reale Z fn converge absolut pe B dacd seria de functii

n=1

Z | fn| converge pe B.

n=1

[e.9]

Daca seria de functii Z fn converge absolut pe B atunci ea converge pe B.

n=1
2

z
m n > 0, si seria de

Exemplu 29.1. a) Consideram sgirul de functii f,(z) =

functii Z fn-
n=1

Multimea de convergenti a seriei de functii este R! si suma seriei este functia:

2
S(x):{ 1+ pentru x # 0

0 pentru x =0

Seria de functii este absolut convergenta pe R!.

sin”™ x
n2

b) Pentrun > 1 consideram sirul de functii definit pe R! astfel: f,(z) = si seria

de functii Z fn-
n=1

Seria de functii este absolut convergentd pe R!. Seria de functii este uniform
convergentd pe R

oo
¢) Pentru n > 1 consideram f,(z) = cos" x si seria de functii Z frn. Multimea de

n=1
convergenta a seriei este R' \ {k7}rez. Seria este absolut convergenta pe aceasta
multime.
nlx| s
d) Pentru n > 1 consideram f,(x) = si seria de functii Z fn. Multimea de
n
n=1

convergenta a acestei serii de functii este vida.
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30 Criterii de convergenta pentru serii de functii.

Consideram seria de functii Z fn definite pe A; f, : A C R' — R

n=1

Definitia 30.1. Seria de functii Z fn se numeste restul de ordinul k + 1 al serie:

n=k+1
>t
n=1
Criteriul 1: Seria de functii Z fn este convergentd pe A dacd si numai dacd restul de
n=1

orice ordin al seriei este convergent pe A.

Demonstratie. Consideram sumele partiale:

S.= hH +f2 + . +fr
op = Jrr1 Ffer2 + o e

si observam ca
k
Sisp = Sp + 0

Din aceasta egalitate rezulta ca sirul (Si4,) converge pentru p — oo daca si numai daca

sirul (a]',f) converge pentru p — 0o. ]
Criteriul 2: Seria de functii an este convergentd pe A dacd st numai dacd sirul
n=1

sumelor resturilor converge la zero pe A.

Demonstratie. Imediata. O

Criteriul 3 (Cauchy): Seria de functii an converge uniform pe A dacd st numai

n=1
daca pentru orice € > 0 exista N = N () astfel ca pentrun >IN gi p > 1 sa aibe loc:

|froi1(x) + fogo(z) + .+ fosp(z)| <e VzeA

Demonstratie. Criteriul este o consecinta a criteriului Cauchy pentru siruri. ]

(e 9]

Criteriul 4: Fie Zan o serie de numere pozitive convergentd. Dacad |f,(z)| <

n=1

oo
an,, VxeA VnelN atunci seria de functii Z fn este uniform convergentda pe A.

n=1

Demonstratie. Imediata. O]
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31 Serii de puteri.

Definitia 31.1. O serie de functii de forma Z anx™, x € R' se numeste serie de puteri.

n=1

Orice serie de puteri converge pentru x = 0.

Multimea de convergenta a unei serii de puteri.

[e.9]

Teorema 31.1. [Abel-Cauchy-Hadamard.|Seria de puteri Zanx" este absolut con-
n=1
vergentd in orice punct x cu |x| < R unde R este:

R pentry 0 < w < +00
R

+& =

00 pentry  w =20

Stw= nll_}erlQ g

Seria de puteri este divergentd in orice punct x cu |z| > R.

Pentru orice r € (0, R) seria de puteri este uniform convergentd pe intervalul inchis
[—r,7].

R se numeste raza de convergenta a seriei de puteri.

o
Demonstratie. Consideram un punct zo € R! si seria an| - |zol™®. Aplicam criteriul
0 3 0

n=1

(0.9}
radacinii acestei serii gi obtinem: daca lim {/|a,| - |zo| < 1, atunci seria g ay, - x| este
n—oo

n=1
[e.9]
absolut convergenta. Cu alte cuvinte, seria E a, - x; este absolut convergenta pentru
n=1

1 ) . T
|zo| < R, unde R = — dacd 0 < w < 400 §i R = 400 dacd w = 0, iar w = lim {/|a,|.

w o n—oo
Aplicand acelasi criteriu rezulta ca seria E a, - x( este divergenta pentru orice z( cu

n=1

|1’0| > R.
oo

oo
Pentru r € (0, R) seria E |a,| - ™ converge (x = r este un punct in care E ap - "

n=0 n=0
converge absolut) si pentru x € [—r, 7] are loc:

|an| - 2" < fan] - 7"

o0

Conform Criteriului 4 de convergenta seria E a, - x" este uniform convergenta pe
n=0

[—r, 7). O
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Exemplu 31.1.  a) Seria de puteri Zm” este absolut convergenta pentru |z| < 1 si
n=0
este divergenta pentru |z| > 1. Raza de convergenta a seriei este R = 1; multimea
de convergenta este intervalul deschis (—1,1).

)
x

b) Pentru seria de puteri E — raza de convergentd R este R = 1. Multimea de
n

n=0
convergenta este [—1,1).

¢) Multimea de convergenta a seriei de puteri E (—1)”x— este (—1,1].
n
n=0
. o 2"
d) Seria de puteri g — «a > 1 este absolut convergenta pe [—1,1].
na
n=0

In ceea ce priveste continuitatea sumei unei serii de puteri avem:

[e.e]

Teorema 31.2. Teorema de continuitate a sumei. Suma S a seriei de puteri Z apx"
n=0
este o functie continud pe (-R,R).

Demonstratie. Fie xg € (—R,R). Exista r > 0 si r < R astfel incat sa aibe loc:
—R < —r < zg <1 < R. Deoarece pe intervalul inchis [—r,r| seria converge uniform si
termenii seriei sunt functii continue, suma S este functie continua pe [—r, r]. In particular,

S este o functie continud in xy.
o0

n

Suma S a seriei de puteri E a,x" este uniform continua pe orice interval compact

n=0

continut in (—R, R). O

Remarca 31.1. Consideratiile acestea pot fi aplicate si in cazul seriilor de forma:
o

Z an(x —a)".

n=0

32 Operatii cu serii de puteri.

o0 o
Consideram seriile de puteri g a,x" i E b,x" avand razele de convergenta Ry si Ry si

oo

presupunem ca are loc 0 < Ry < Ry. Notam cu f(z) suma seriei Z a,z" gi cu g(x) suma

n=0
o
seriei E b,x™:
n=0

ianx" = f(z) i i by = g(x)
n=0 n=0
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Regula sumei. Seria de puteri Z(an +by,) - x" are raza de convergenta cel putin Ry si

n=0
are loc:
o0 oo (o]
g (ap +by) - 2" = g a,x" + E bpx", Y |x| <Ry
n=0 n=0 n=0
(o)
Regula inmultirii cu un numar. Seria de puteri E k- a,x™ are raza de convergentd
n=0

cel putin Ry si are loc:

o0 o
Zk-ana:”:k-z:anx", Va: |z| < Ry
n=0 n=0

o0

Regula produsului. Seria de puter: cha:” are raza de convergentd Ry si are loc:

n=0
o0 (o] o0
Z cpx’ = (Z anx") . <Z bna:”)
n=0 n=0 n=0
n
unde ¢, = Z ag * by_i.
k=0

Demonstratie. Aceste reguli se obtin in baza regulilor generale relative la serii de functii.
O

Remarca 32.1. Aceste reguli pot fi aplicate si la serii de forma: Z an(z —a)".

n=0

33 Derivabilitatea functiilor.

Intuitiv vorbind, o functie f : A C R — R! este derivabila(diferentiabild) in ¢ € A daca
in punctul P(c, f(c)) se poate trasa tangenta la graficul functiei.
Panta corzii PQ din figura 33.1:

Figura 33.1:
fz) = f(c)

x—c
cand () se apropie de P.
Aceasta idee geometrica motiveaza urmatoarea definitie:

este si ceea ce se cere este ca aceasta sa tinda la panta tangentei in P atunci
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Definitia 33.1. Functia f : A C R! — R! este derivabila (diferentiabild ) in punctul

c € A dacd existd limita lim f(@) = f(e)

T—C r—=cC

si este finita.

Traditional valoarea limitei se noteaza cu f’(c) sau cu d—(c) si se numeste derivata lui f
x

n c.

Exemplu 33.1. Functia f(x) = 2%, x € R! este derivabila (diferentiabila ) in orice punct
ceRL

fz) = f(c)

In adevér pentru ¢ fixat, (pentru x # ¢) in cazul de fata este:

f@) = fle) _=¢ (@=¢-@@te) . o
r—c r—c r—c e

De aici, rezulta ca functia f este derivabila (diferentiabila ) in punctul ¢ si f'(c¢) = 2c.

Exemplu 33.2. Functia f(z) = |z|, + € R! este derivabila (diferentiabila ) in orice
c#0.

Este usor de verificat ca functia f este derivabila (diferentiabila ) in orice ¢ # 0si f'(c) =1
pentru ¢ > 0 si f/(¢) = —1 pentru ¢ < 0.

Pentru ¢ = 0 avem:

f(z) — £(0) m_ 1, pentruz >0
| =1, pentruz <0

De aici
f@=f0) @)= 0

z—0 z—0t i z—0 z—0~

—1

Deoarece aceste limite laterale nu coincid, f nu este derivabila (diferentiabila ) in ¢ = 0.
Definitia 33.2. Dacd functia f : A C R' — R! este derivabild (diferentiabila ) in orice
punct a € A atunci functia f': A C R' — R definitd prin f'(a) = lim M se

z—a T —a
numeste derivata functiei f.

Remarca 33.1. In general, punctele in care f nu este derivabila (diferentiabila ), pot fi
f(x) — f(c)

Tr —cC

identificate adesea examinand limitele laterale ale raportului daca r — c.

Limita la stanga lim flz) = f(o)
r—c— x J— C

noteaza cu f" (c).
Analog, limita la dreapta lim+ M
xr—C T —cC

se numeste derivata la stanga a functiei f in ¢ si se

se numeste derivata la dreapta a functiei f in

c si se noteazd cu f’, (c).
Evident, f'(c) exista dacd si numai daca f' (c) = f', (c).

Teorema 33.1. Dacd f este derivabila (diferentiabila ) in punctul ¢, atunci f este
continud in c.
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Demonstratie. Definim functia:

f(z) —f(C), daci z + ¢
FC(I) — Tr —C
f'(e), daca x =c¢

Deoarece f este derivabila (diferentiabild) in ¢, F.(x) —— F.(c) si deci F, este functie

r—cC

continua in c. Intrucat

flx)=flc)+ F(zx) - (x —¢), Ve e A

rezulta ca functia f este continua in c. m

Mentionam ca exista functii continue care nu sunt diferentiabile.
Tabelul urmator contine cateva functii elementare si derivatele lor:

f(z) =k fl(x)=0
flz)=a" neN flla)=n-av
F@) = Va7 >0 F@) =5
f(z) = sinz f(z) = cosz
f(z) = cosz fl(z) = —sinz
fe) = g Pl =
f(2) = ciga fia) = ==y
flz) =" fla) =
fa)=Ina fla)=-

34 Reguli de derivabilitate.

Regula sumei: Daca f si g sunt functii derivabile in c, atunci suma functitlor f + g
este derivabila in c si are loc egalitatea:

(f+9)(c) = f(c)+4'(c)

Regula produsului: Dacd f si g sunt functii derivabile in ¢, atunci produsul functiilor
f - g este functie derivabila in ¢ si are loc egalitatea:

(f-9)(c) = f'(c) - g(c) + f(c) - ¢ (c).
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Regula reciproca: Dacd f este o functie care nu se anuleazd si este deriwabild in c,

atunci — este derivabila in c si are loc egalitatea:

1 f'(c)
(Qyo-
f f*(c)
Demonstratie. (pentru regula produsului)
Pentru = # ¢ avem:

(f-9)(x) = (f-g)(c) _f(z)-g(x) = f(c)-g(c) _

r —cC r —cC

(@) g(x) — f(x) - g(c) + f(2) - g(c) — f(c) - g(c)

@S0y, gy, 9 =0l)
Daca x — ¢ atunci,
O =0) gy o200 g

Deci
(f-9)(z) = (f-9)(c)

r—=cC

T—cC f/(C> ’ g(C) + f(C) ’ g,(C>.

Regula produsului si a reciprocei pot fi combinate pentru a obtine regula catului.

Regula catului: Dacd f si g sunt functii derivabile in ¢ gi g(z) # 0, atunci i este
g
deriwabild in ¢ st are loc egalitatea:
(i) () = f'(c) - g(c) = f(e) - g'(c)
g lg(c)]?

Exemplu 34.1. Folosind regulile de mai sus sa se calculeze pentru fiecare din urmatoarele
functii derivata in punctele indicate:

i) f(z) =2%+sinz xRy
ii) f(z) =2 -sinz z € RY
i) f(z)=tgz zeR'siz#(2n+ 1)%, n numar intreg;

iv) flz)=a", nel,nt0, x40
v) f(z) =seca, z # (2n + 1)%;
vi) f(z) = cosec, @ # n;

vii) f(z) =tg @, v £ (2n + 1)%;

viii) f(x) = ctg x, x # nm.
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Regula ”clestelui”: Fie f, g si h trei functii care verifica relatiile: g(z) < f(x) < h(x),
pentru orice x in vecindtatea lui ¢ gi g(c) = f(c) = h(c). Daca functiile g si h sunt
derivabile in c, atunci gi f este deriwabila in ¢ si este verificata relatia:

Demonstratie. Din inegalitatile date rezulta ca pentru orice x > ¢ avem:

9(x) —g(e) _ f(w) = fle) _ hlz) = hlc)
si pentru orice x < ¢ avem:
9(x) —g(e) |, f@) = fle) § hlz) = hlc)

Rezultatul cautat se obtine din regula clegtelui pentru limite de functii daca ¢'(c) = h'(c).
Pentru a demonstra aceasta egalitate din urma, fie:

g9(x) —g(c) )
G)={ ~ s-c daca x # ¢
g'(c) daca z =c¢
si
h(z) — h(c) 3
Hir)={ ~x—c daca x # ¢
h'(c) daca z = c.

Fie k(z) = G.(x) — H.(z). Deoarece functiile g si h sunt derivabile in ¢, functiile G. si H.
sunt continue in c¢. Astfel functia £ este continua in c¢. Din primele inegalitati rezulta ca
daca x > ¢, atunci k(z) < 0, iar daca = < ¢, atunci k(x) > 0. Asadar, k(c) = 0 si atunci
Gc(c) = H.(c). Cu alte cuvinte, ¢'(c) = h'(c). O

Exemplu 34.2. Functia

1
2 sin— daca x # 0
fz) = !

0 dacda x = 0.

verifica inegalitatea: g(x) < f(z) < h(x), daca h(z) = —2? si g(z) = 22. Deoarece g si
h sunt derivabile in 0, iar derivata celor doua functii in 0 este 0, din criteriul clestelui se
obtine ca f este derivabila in x = 0.

Folosind alte reguli se obtine ca functia f este derivabila pentru orice x # 0 si in plus,

1 1
2x sin— —cos— daca x # 0

f/(l’) — i xz
0 daca x = 0.

Se observa ca lir% f'(z) nu exista, desi f'(0) exista, si f’ nu este continua in 0.
€Tr—>
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Regula de derivare a functiei compuse: Dacd functia f este derivabild in ¢ si functia
g este derivabild in b = f(c), atunci functia go f este derivabild in ¢ si are loc egalitatea:

(g0 f)(e) =g (f(c))- f(c).

Demonstratie. Fie

( M daca x # ¢
FC<.I> — r—cC
\ f'(e) daca x = ¢
si
(9(y) —9(b) dac y £ b
G(y) = y=b
g'(b) daca y = b.

\

Functia F, este continua in z = ¢ gi pentru orice x avem:

f(@) = f(e) + (x = ¢) - Fe(x).

Functia G} este continua in y = b si pentru orice y avem:

9(y) = g(b) + (y — b) - Gu(y).

Asadar
(g0 f)(@) =g(f(x)) =g(y) = g(b) + (y = b) - Ge(y) =
=9(f(c)) + (f(x) = f(c)) - Go([f(2)) =
=9(f(c)) + (x —¢) - Fo(x) - Go(f(2))-
si astfel

(go f)x) = (go f)lc)

r —cC

= Fe(z) - Gy(f(2)).
Functia din membrul drept al egalitatii de mai sus este continua in z = ¢. Deci

(g0 f)@) = (90 )

T—C r —C

= Fe(0) - Go(f(c)) = f(c) - g'(f(0)),
O

Regula de derivare a functiilor compuse, in literatura anglo saxoné, este adesea numita

"the chain rule”. Formula de derivare a functiilor compuse este mai sugestiva in notatia

lui Leibniz. Daca Az = h i Ay = f(z + h) — f(x), atunci
flz+h) - f(z)

Ay
N T _ 1
Flo) =i == = Jm 5

d
Notatia lui Leibniz pentru aceasta limita este: d_y Daca se noteaza y = g(u), unde
T

d d d
u = f(z), atunci f'(x) = d—Z sig(f(x)) = % si(go f)(z) = ﬁ Regula de derivare
poate fi scrisa astfel:
dy _dy du
dr  du dz’
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Exemplu 34.3. Si se arate ca h(r) = sinz? este derivabila.

Solutie: Daca consideram functiile g(z) = sinz si f(z) = 22, atunci h = g o f. Deoarece
/st g sunt derivabile in orice punct, din regula de derivare a functiel compuse rezulta ca
functia h este derivabila. In plus,

W(z) =g'(f(z)) - f'(z) = 22 cosx.

Regula de derivare a inversei: Presupunem cd f : A — B este o functie bijectivd
i continud, unde A si B sunt intervale. Dacd f este derivabild in a € A si f'(a) # 0,
atunci f~1 este derivabild in b= f(a) si are loc egalitatea:

1
“H(b) = .
(Y0 = 55
Demonstratie. Pentru a € A. Consideram:
M daca x # a
F,(z) = r—a
f'(a) daca r = a.

F, este continua in = = a si pentru orice z € A

flz) = fla) + (x —a) - Fu(z).
Daca b = f(a) si y = f(z) pentru x € A atunci:

—b
F,(z) = Y pentru z # a.
r—a
Consideram
r—a
Gily) = pentru y £ b
y—2>b
si remarcam ca aceasta verifica:
T —a 1 1
Gy(y) = = = y #b.

fl@) = fla)  Fa(x) (Faof")(y)

Deoarece functia f este bijectivi si continua, f~! este continui. Pe de altd parte F, este
continud in x = a si astfel functia F,o f~! este continua in y = b. In plus au loc egalitatile:

(Fao f7)(0) = Fu(f71(b) = Fula) = f'(a) = f/(f () # 0

Astfel rezulta ca:

r—a 1 1
y=b =~ W= E TG v Raof OB
Cu alte cuvinte: ) — ) . .
y)— — _
11!13{17 y—>b _(f’Ofl)(b) f(a)
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Consecinta 34.1. Dacd functia f este derivabila pe intervalul A si f'(a) # 0 pentru
orice a € A atunci functia inversda ' este derivabild pe f(A) si are loc egalitatea

(S (f(a)

- f(a)’

Exemplu 34.4. Functia f : (0,00) — (0, 00) definitd prin relatia f(z) = 22 este o functie
bijectivd. Inversa functiei f este f~!(x) = \/x. Functia f este derivabild pentru z > 0 si
f'(z) = 2z # 0. Folosind regula inversei, functia f~'(z) = y/x este derivabila si are loc

relatia:
1

N

Exemplu 34.5. Functia ¢ : (—g, g) — (—1,1) data prin relatia g(x) = sinzx este o

(f71)'(2)

functie bijectiva, iar inversa ei este data de relatia ¢g~!(z) = arcsinz. Functia g este
derivabila gi are loc relatia:

(¢ 0 g ') (x) = cos(arcsinz)  pentru |z| < 1.

Folosind regula inversei, functia g~! este derivabila si are loc egalitatea:

pentru |z| < 1.

—1y\/ o 1
35 Extreme locale.

In aceasta sectiune sunt prezentate rezultate referitoare la determinarea maximului si
minimului local pentru functii derivabile.

Definitia 35.1. O functie f are un maxim local in ¢ daca exista un interval deschis I
care contine pe c astfel incat f(x) < f(c) pentru orice x € I. Daca f(x) > f(c) pentru
fiecare x € I, atunci f are un minim local in c.

Teorema 35.1. [Teorema extremelor locale, teorema lui Fermat] Dacd functia f

este deriwabild in ¢ si are in ¢ un minim sau mazxim local, atunci f'(c) = 0.

Demonstratie. Presupunem ca x = c¢ este un punct de minim local pentru f. Exista un
interval deschis I astfel incat f(z) — f(c) > 0 pentru orice x € I. Daca z > ¢, atunci

w > 0 si daca x < ¢, atunci w < 0. Astfel f' (c) > 0si f'(c) <0.
Dar f'(c) exista si avem: f’ (c) = f" (c). Deci f'(c) = 0. O

Desi conditia f'(c) = 0 trebuie sa fie indeplinitd intr-un punct de maxim sau minim
local, aceasta conditie nu este suficienta pentru a avea un extrem local in ¢. De exemplu,
consideram urmétoarea functie: f(z) = z*. In punctul z = 0, avem f’(0) = 0, dar 0 nu
este nici maxim local, nici minim local.

Exemplu 35.1. Sa se delimiteze o multime in care se afla punctele de minim gi maxim
local pentru urmatoarea functie:

f@)=z(z—-1)(r—-2)
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36 Proprietati fundamentale ale functiilor derivabile.

In aceasta sectiune sunt prezentate cateva proprietati fundamentale ale functiilor deriv-

abile.

Teorema 36.1. [Teorema lui Rolle.] Daca o functie f este continud pe [a,b],
derivabila pe (a,b) si daca f(a) = f(b), atunci existd cel putin un ¢ € (a,b), astfel incdt
7(e) = 0.

Demonstratie. Deoarece functia f este continud pe [a,b], ea este marginita pe [a,b] si
atinge o valoare maxima, notata f(c1), i o valoare minima, notata f(cs), ¢; si ¢ situate
in intervalul [a, b].

Daca f(c1) = f(cz2), atunci functia f este constantd pe [a,b]. De aici, rezulta f'(z) = 0,
pentru orice = € [a, b] si teorema este demonstrata.

Daca f(c1) # f(co), atunci cel putin una din valorile ¢; si ¢y este diferitd de a si b.
Prin urmare, functia f are un maxim sau un minim local in intervalul (a,b) (sau pe

amandoud).
Conform teoremei de extrem local f’ este zero cel putin intr-un punct din intervalul
(a,b). O

Teorema 36.2. [Teorema valorii medii, Lagrange.] Dacad functia f este derivabila
pe intervalul (a,b) si este continud pe intervalul [a,b], atunci existd cel pulin o valoare
c € (a,b), atfel incat:

/ b) —
o - LO=t10)
Demonstratie. Consideram functia g(x) = f(x) — Az, unde A = w. Functia ¢

este derivabila pe (a, b) si continua pe intervalul [a, b]. A a fost ales astfel incat g(a) = g(b).
Aplicand teorema lui Rolle, exista cel putin o valoare ¢, ¢ € (a,b), astfel incat ¢'(c) = 0.

7(b) ~ (a) -

Prin urmare, f'(¢) — A = 0 i rezulta ca f'(c) = ;
—a

Teorema 36.3. [Teorema de monotonie.] Dacd functia f este derivabild pe intervalul
(a,b) gi este continud pe intervalul [a,b], atunci:

(1) Daca f'(x) > 0 pentru orice x € (a,b) atunci f este strict crescdatoare pe intervalul
[a, b];

(2) Daca f'(z) < 0 pentru orice x € (a,b) atunci f este strict descrescatoare pe
intervalul [a, b);

(3) Daca f'(x) =0 pentru orice x € (a,b) atunci f este constanta pe [a,b].

Demonstratie. Consideram xq,x9 € [a,b], cu 7 < xo. Deoarece functia f indeplineste
ipotezele din teorema de medie pe intervalul [z, z5] exista ¢, 71 < ¢ < x4 astfel incat sa

e f(l"2) - f(xl)

Lo — X1

= f'(0)
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Deoarece f'(¢) > 0, rezulta ca f(z2) > f(z1). Cu alte cuvinte, f este functie strict
crescatoare pe intervalul [a, b].

Demonstratia pentru 2 si 3 este similara. O]

Observatia 36.1. Teorema anterioara este folosita pentru determinarea si clasificarea
punctelor de extrem si pentru stabilirea unor inegalitati dintre functii.

2

Exemplu 36.1. Pentru functia f(x) = 2°-e~* determinati punctele de extrem si precizati

natura lor: .

Solutie: Functia f este derivabila si derivata ei este:

flx)y=e"(2—2a)-x.

Punctele de extrem se afla printre solutiile ecuatiei f'(x) = 0. De aici rezulta ca x = 0 si
x = 2 sunt eventual puncte de extrem. Deoarece e™® > 0, avem urmatoarele situatii: daca
x < 0 atunci f'(z) < 0, daca x € (0,2) atunci f'(x) > 0 si dacd x > 2 atunci f'(z) < 0.
Astfel functia f este descrescatoare pe intervalul (—oo,0), este crescatoare pe intervalul
(0, 2) si este descrescatoare din nou pe intervalul (2, +00). Rezulta ca z = 0 este un punct
de minim local pentru functia f si x = 2 este un punct de maxim local pentru functia f.

Exemplu 36.2. Aratati ca e® > 1 + z, pentru orice x.

Solutie: Consideram functia f(z) = e —1—xz. Functia f este derivabila gi f'(z) = e* — 1.
Deoarece f'(x) > 0 pentru x > 0 rezulta ca f(z) > f(0) = 0 pentru = > 0.

Deoarece f'(x) < 0 pentru x < 0 rezulta ca f(x) > f(0) = 0 pentru x < 0.

In final se obtine ci f(z) > 0 pentru orice z € R, adica e* > 1 + x.

Rezultatul urmator este greu de interpretat geometric, dar este necesar pentru a demon-
stra regula lui 1’ Hospital. Aceasta este o regula foarte potrivita pentru determinarea

f ()

limitelor de forma: lim ——=, unde f(xy) = g(x) = 0.
2 o)

Teorema 36.4. [Teorema de medie a lui Cauchy.| Dacad f sig sunt functii derivabile
pe intervalul (a,b) sunt continue pe intervalul |a,b] si ¢'(x) # 0 pentru orice x € (a,b),
atunci exista cel putin o valoare ¢ € (a,b), astfel incat:

fe) _ f(b) ~ f(a)
7(0) ~ gb) — gla)

Demonstratie. Observam ca g(a) # g(b). In caz contrar aplicind teorema lui Rolle pentru
functia g in intervalul [a, b] se obtine ca functia ¢’ se anuleaza intr-un punct din intervalul
(a,b) ceea ce contravine ipotezei.

o . f(b) — f(a)
Consideram functia h(z) = f(x) — Ag(x), unde A = ————.
Functia h indeplineste ipotezele din teorema lui Rolle. Asadar exista ¢ € (a,b), astfel
incat h'(c) = 0, ceea ce implica: f'(c) = - ¢'(c). O
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Teorema 36.5. [Regula lui 1’'Héspital, versiunea A| Fie f si g doud functii
care indeplinesc ipotezele teoremei de medie a lui Cauchy si fie xyg € (a,b). Dacad

f(xo) = g(xo) =0, atunci
lim M = lim f'(x)

e gl@) o g(2)
cu conditia ca limita din dreapta existd.

Demonstratie. Aplicand teorema de media a lui Cauchy pentru functiile f si g pe
intervalul [zg, x] unde 2o < x < b, rezulta ca exista ¢, ro < ¢ < x astfel incat:

De aici rezulta ca: , ,
x c x
lim M = lim f/( ) = lim f,( )
:pﬂxa' g(l") caxg' g (C) xﬂxa' g ($)
cu conditia ca limita din dreapta exista.
Un rezultat similar se obtine pentru intervalul [z, o], unde a < z < z¢:

lim G = lim f(@)
Tz, g(iv) T g’(a?)

cu conditia ca limita din dreapta exista.
Regula rezulta imediat. O]

Exemplu 36.3. Sa se verifice ca:

sinx

lim =1.
x—0 I

Solutie: Functiile f(x) = sinx si g(x) = x indeplinesc ipotezele regulei lui 1’ Hospital. In

plus, .
sin cos T

lim = lim =1.
x—0 x—0
Exemplu 36.4. Sa se verifice ca:
hH(l)(l + a:)% =e.

Solutie: Folosind regula compunerii pentru limite de functii se obtine:

1 In(1
In (lirr(l)(l +:1:)i> = lim <ln(1 —i—x)E) = lim M

x—0 x—0 x

iar cu regula lui 'Hospital:

Deci



Regula lui I'Hospital poate fi folosita pentru evaluarea multor limite nedeterminate, odata

x
ce acestea sunt exprimate ca gi limite de caturi de functii, cu conditia ca lim f(( ;
a—zo g(T

sa se
poata evalua.
Adesea, limita de mai sus este tot o nedeterminare (adica f'(z9) = ¢'(x9) = 0) §i s-ar

putea aplica din nou regula lui 'Hospital, dar trebuie ca functiile f’ si ¢’ sa fie si ele
derivabile.

37 Derivabilitatea (diferentiabilitatea) de ordin
superior.

Definitia 37.1. Dacd [ este o functie derivabild si derivata sa f' este la randul ei o
functie derivabild, atunci se spune cd functia f este de doud ori derivabild, iar derivata
lui ' se numeste derivata de ordinul al doilea a lui f si se noteazd: f'' sau f@.

Definitia 37.2. In general, f este derivabild de n ori dacd f este derivabild de (n — 1)
ori st derivata de ordinul n — 1 este o functie derivabild.

Derivata derivatei de ordinul n — 1 se numeste derivata de ordinul n a lut f $i se noteazd
cu f™. Dacd, in plus f™ este o functie continud, atunci se spune cd functia f are
deriwata de ordinul n continud (este de clasa C™)

Exemplu 37.1.
1. Daca f(xz) = 2™, m € N, atunci

f(”)(x) _ m - pentrun <m

0 pentru n > m.

2. Daca f(z) = sinz, atunci f™(x) = sin (m + n77r> pentru n > 1.

—1)" e (n—1)!
3. Daca f(z) = Inx, atunci f™(z) = (=1) (n=1) pentru n > 1.
xn

Derivatele de ordin superior pentru un produs de functii f si g sunt:

(f-9)=f-9+4gf (37.1)
(f.g)@) =@ . g42.f g+ f-g?¥ (37.2)
(f - g)(3) = g4+3- D¢ +3. gD 4 f.¢O. (37.3)

Formula ce urmeaza este des folosita si poate fi demonstrata prin inductie dupa n.

Teorema 37.1. [Formula lui Leibnitz.] Dacd f si g sunt functii derivabile de n ori,
atunci h = f - g este o functie derivabila de n-ori si este verificatd relatia:

P = 37Ok R ),
k=0
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Teorema 37.2. [Regula lui 'Hoéspital, versiunea B.| Fie f si g doud functii care
au derivatele de ordinul n continue pe intervalul (a,b), iar xo cu proprietatea a < xo < b.
Daca

B (o) = g¥(20) =0 pentru0 <k <n-—1

St
9™ (o) # 0
atunci
S )
e=e0 g(z) g (w0)

Exemplu 37.2. Sa se verifice ca:

. 1—coszx
lim ——— =
x—0 ,],’2

N | —

1
lim (— — ctg x) = 0.
z—0 \

38 Polinoame Taylor.

o0

Consideram o serie de puteri Z a,z" curaza de convergenta R > 0. Fie f(z) suma seriei
n=0

pentru |z| < R.

Se poate demonstra ca f este o functie derivabila gi derivata verifica egalitatea:

f(z) = Z an-n-z""' pentru |z| < R.
n=1
Derivata de ordin k verifica:
f®(x) :Zan-n-(n—l)-...-(n—k—l—l) 2" pentru |z| < R.
n=k
Daca z = 0, atunci
®) (0
ap = / k'( ) pentru k =1,2,...
(n) 0)

Asadar coeficientul a,, al lui ™ in seria de puteri este i unde f(x) este suma seriei
n

de puteri. Deci:

flz) = i 1(0) -z pentru |z| < R.




in care N este un numar natural oarecare.

In aceasta sectiune vom analiza cat de bine aproximeaza acest polinom functia f(x), in
cazul in care f(x) nu este neaparat suma unei serii de puteri.

Definitia 38.1. Fie f o functie derivabila de n-ori in 0. Polinomul Taylor de gradul n
pentru f in O este definit de egalitatea:
f200) ,

f(0)
AT TR M-

0 .,

T .

T f(x) = f(0)

Exemplu 38.1. Fie f(z) = e®. Pentru k = 1,2,..., avem f*)(0) = 1. Astfel

Tof(x) =1
Tif(x) =1+=x
Tof(z) =1+x+ 1x2

2

Primul rezultat se obtine din estimarea diferentei intre f(b), valoarea functiei date in
x =0bgi T, f(b), valoarea polinomului Taylor de gradul n in x = b.

Teorema 38.1. [Prima teorema a restului] Dacd f este o functie de clasi C™+) pe
un interval deschis ce contine punctele 0 si b, atunci diferenta dintre f si T, f in punctul

xz = b este data de:
bn+1

CES . f("+1)(c)

f(b) =T f(b) =

in care ¢ € (0,b).

Demonstratie. Pentru simplificare, vom presupune ca b > 0. Daca

) (g
i) = 1) -3 o wefon
k=0 '

atunci h,(b) =0 si h,(0) = f(b) — T,,f(b). Daca

g(x) = hn(z) — (b_bx)nﬂ Tha(0) € [0,b].

atunci g este continua pe intervalul [0, b], este derivabila pe intervalul (0, b) i este verificata
relatia ¢g(0) = g(b) = 0. Conform teoremei lui Rolle existd ¢ intre 0 si b astfel incat
g'(¢) = 0. Dupa un calcul simplu se obtine

(n+1) €T
o) = -2y
Astfel t1) N
g = LD gy CEDOZDT )
! (n+1) (¢ n — )"
0=g(e) = Loy PEDOZI



obtinandu-se
bn+l

ha(0) = - (),

(n+1)
[

Diferenta f(b) — 1, f(b) se noteaza cu R, f(b) si se numesgte restul aproximarii in = b.
Astfel:

f(0) = T f(b) + R f (D)
si eroarea de aproximare a lui f(b) prin polinomul T, f(b) este data de restul aproximérii

R, f(b). Deoarece f("+1) este continua pe un interval inchis ce contine punctele 0 si b, ea
este marginita pe acest interval. Exista deci un numar M astfel incat | £ (c)| < M si

[ f(b)] <

pot
wrl

Astfel, pentru un n fixat, restul aproximarii poate fi mic pentru valori ale lui b apropiate
de zero. Cu alte cuvinte, polinoamele Taylor reprezinta o buna aproximare a functiilor in
vecinatatea lui x = 0. Urmatorul exemplu ilustreaza acest fapt:

Exemplu 38.2. Daca f(x) = sinz, atunci

ZL‘S 175 1.7 8

T7f(x):x_§+§_ﬁ Rﬁ(:c)z%(—sinc)

pentru ¢ intre 0 si x. Conform primei teoreme a restului se obtine:

0.1% i
Rrf(0.1) < —g- = 2481077,

Vom arata in continuare cum polinoamele Taylor pot fi utilizate pentru a dezvolta in serie
de puteri functia f care este indefinit derivabila pe un interval deschis ce contine pe 0 si
pe x. Pentru z avem:

f(@) = Tof(x) + Rnf(x).

si
> R0
JLIEOTnf(x) = Z / k;'< ) -2*  pentru |z| < R
k=0

unde R este raza de convergenta a seriei de puteri.

Daca lim R, f(z) = 0 pentru |z| < R’ < R, pentru o anumita valoare R’, atunci
n—oo

)
f(z) = Z n'( ) -2 pentru |z| < R

n=0

-

Aceasta serie de puteri este numita serie McLaurin pentru f(x).

Exemplu 38.3. Dezvoltarea in serie McLaurin a functiei f(z) = €®.
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Solutie: In primul rand

r a2 "
Tnf($):1+ﬁ+§+”'+m
ol 0 "
si R, f(x) = mec unde ¢ € (0,x). Seria Z —, conform criteriului raportului este
n ! n!
n=0
absolut convergenta pentru orice numar real x
. — z"
lim T, f(z) = nz_o g

n

. X . .
Convergenta la zero a termenului general - 0 implica
n. n—oo

n+1
Zz c

R f(z)| = me

— 0 pentrun — oo

oricare ar fi x fixat. Deci, pentru z fixat, lim R, f(z) = 0, si rezulta

xn_l T ZL’2 n
E_ +ﬂ+5+...+m+...

In mod asemanator, seriile de puteri pot fi generate pentru functiile standard. In fiecare
caz, suma seriei de puteri este lim T, f(z) si egalitatea dintre functie si suma seriei este
n—oo

valabila pentru acele valori x pentru care:

a) seria de puteri determinata converge si

b) restul R, f(x) — 0 pentru n — oo.

In alcatuirea urméatoarei liste, dificultatea consta in stabilirea conditiei de la punctul b):

T __ - ‘T_n 1
‘ _Z_;)n! vek (38.1)
' B > (_1)n_x2n+1 .
Sy = ; W zeR (382)
o0 —1)" . 20
cosx:Z% r € R (38.3)
n=0 ’
. t-(t—1)-...-(t—-n+1)
I+a) =1+ - e t¢ N ze(—1,1) (38.4)
n=1 )
> —1)yr L. g
1n(1+x):z()+ 1<z<l (38.5)
n=1

Forma restului determinata in prima teorema a restului se numeste forma Lagrange.
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Primii cativa termeni ai seriei McLaurin pentru o functie f data dau o buna aproximare
a lui f(x) in vecinatatea lui 0.

Dar care este aproximarea lui f(x) pentru x in vecinatatea unui numar real a? In acest
caz polinoamele trebuie considerate ca puteri ale lui (x — a) si nu puteri ale lui .

Definitia 38.2. Fie f o functie de n-ori deriwabila pe un interval deschis ce contine pe
a, a numdr real fizat. Polinomul Taylor de gradul n pentru f in a este definit astfel:

"(a @ (a (n) (g
1ot (@) = f0)+ 2@ oy W o ey L)

(x —a)".

Prima teorema a restului poate fi acum generalizata.

Teorema 38.2. Teorema lui Taylor Dacd f este o functie de clasi C"Y pe un interval
deschis ce contine punctele a $i b, atunci diferenta dintre f siT,, o f in b este data de relatia:

FO) = Toaf (0 = T ()

pentru ¢ € (a,b).

Demonstratie. Pentru fiecare t intre a si b avem:

/@)
1!

()

n!

fb) = f(t)+

b—t)+...+

(b—t)"+ F(t)

unde
F(t> = Rn,tf(b) = f(b) - Tn,tf<b>'

Derivand in raport cu t se obtine:

(2) (2) (3)
0=/'(t)+ (—f’(t) + f—(t)(b—t)) - (—f—“)(b-t) L0 (b-t)?) +o

1 1 9!

F(t) A0 :
. — b—t)" —(-t)" F'(t).
+ (L0 L) 4 p
Reducand termenii asemenea se obtine egalitatea:
(n+1) t
F'(t) = —f—|()(b —t)".
n!

Conform teoremei de medie a lui Cauchy pentru functiile F' si G pe intervalul marginit
de punctele a si b (unde G(t) = (b — t)"'), existd un numar c intre a si b astfel incat:

F0(e) n
F(b)—F(a) Ff(¢) — o (=0
Gb)—G(a) G'(¢c) —(n+1)b—cm
Deci f(n+1)( )
~(f () = Taf ) _ )"
—(b—a)rt! (n+1)(b—c)"
sau - (b B a)"+1 .
f(b)_Tn,af( )_ (n+1)| f (C>
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Eroarea de aproximare a lui f(b) prin polinomul 7}, . f(b) este restul aproximarii::

(b—a)"t!

T e

Ryof(b) =

in care ¢ € (a,b). Aproximarea este buna cand b este aproape de a.

Seriile de puteri pot fi generate ca serii de puteri ale lui (z — a),numite serii Taylor, pentru
functii in a. Egalitatea dintre functie si suma seriei este valabila pentru acele valori x
pentru care:

a) seria de puteri determinatéa este convergenta si

b) R, .f(x) — 0 pentru n — oo.

39 Teorema de clasificare a punctelor de extrem.

Formula lui Taylor, intalnita des in analiza numerica si prezentata in continuare, se
foloseste la investigarea punctelor de extrem.

In formula lui Taylor:
f(@) = Toof () + Rnaf(z) =

(@)
— f)+ 5

(b—a)"!
(n+1)!

(z —a) +—— o)
c este intre a si =, ¢ € (a,x) g1 dacd * — a = h, atunci c este intre a si a + h §i se scrie
astfel c=a+6-hcuf e (0,1). Rezulta:

hn—l—l

CES] f”+1(a+9 h)

fla+h)=f(a)+ %f’(a) ++ %ﬂ")(a)

cufd e (0,1).

Aceasta expresie subliniaza ca valoarea lui f in a + h este determinata de valoarea lui f
si a derivatelor in a, iar 6 reprezinta gradul de nedeterminare.

Atunci cand se investigheaza extremele functiei f care are punctul stationar x = a (adica
f'(a) = 0), este necesara determinarea semnului expresiei f(a + h) — f(a) pentru valori
mici ale lui h. Aceasta se poate face folosind expresia precedenta si se obtine urmatorul
rezultat.

Teorema 39.1. Teorema de clasificare a punctelor de extrem Dacad f este o functie

)

de clasa C"*Y) intr-o vecindtate a lui "a” si f®(a) = 0 pentru k = 1,2,....,n (in
particular f'(a) = 0, deci x = a este un punct staionar pentru f) si f "+1( ) #0
atunci:

(1) dacdn+ 1 este par si f™+Y(a) >0, atunci f admite un minim local in v = a.

(2) dacdn+ 1 este par si f™+Y(a) <0, atunci f admite un mazim local in ¥ = a.
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(8) dacd n + 1 este impar, atunci f nu admite nici minim local, nici mazim local in

r =a.
Demonstratie. Deoarece f*)(a) = 0 pentru k = 1,2,...,n, obtinem c&
3 hn+1 (1) oh
Fla ) = f(0) = oo /o 0h)

unde 0 < 6 < 1. Dar f"V(a) # 0 si f™*Y este continua, deci exista § > 0 astfel
incat f(+Y(z) # 0 pentru |z — a| < 6. Asadar pentru orice h care satisface |h| < 0,
f@+) (a4 0h) are acelasi semn ca si £V (a), deci f(a+h) — f(a) are acelagi semn ca si
prtl. f(n+1(g) pentru orice h cu |h] < 6.

(1) Daca n+1 este par si f"*(a) > 0, atunci f(a+h)— f(a) > 0 pe un interval deschis
a—0,a+6). Deci © = a este un minim local pentru f.

(
(2) Daca n+1 este par si f"*V(a) < 0, atunci f(a+h)— f(a) < 0 pe un interval deschis
(@ — d,a+ ). Deci z = a este un maxim local pentru f.

(3

) Daca n + 1 este impar, semnul lui f(a + h) — f(a) se schimba dupa semnul lui h. Se
spune ca x = a este un punct orizontal de inflexiune. O

Exemplu 39.1. Sa se determine natura punctelor stationare:

f(z) = 2° — 42,

40 Integrala Riemann-Darboux.
Definitia 40.1. O partitie P a segmentului [a,b] C R este o multime finita de puncte
{zo, 1, T2, ..., Tp} cu proprietatea:

a=20 <11 <Ty<..<x,=0b

Fie o functie f : [a,b] — R marginita pe [a, b] si m, M astfel incat
m< f(z) <M  Vz€la,b]
Functia f este marginita pe fiecare subinterval [z;_1, x;] i notam:
= inf{f(x)|z € [x;i_1, 2]} M; = sup{f(z)|z € [zi-1,z]}

Definitia 40.2. Suma superioard Darbouz a functiei f corespunzatoare partitiei P este,
prin definitie, numdrul:
DR

Definitia 40.3. Suma inferioard Darboux a functiei f corespunzatoare partitiei P este,
prin definitie, numdrul:
Z mz i — Li— 1

79



Propozitia 40.1. Oricare ar fi partitia P a segmentului [a,b], au loc urmdtoarele
inegalitat:

m(b—a) < Ly(P) <Up(P) < M(b—a)
Demonstratie.

Uf(P) Xn:M :1: — Ti-1 <ZM — Ti— 1 Mzn:(xz—le):]\/[(b—a)
=1 =1

:imi<l_m>zm =) = 3o — 1) = mo— a)
=1 =1

Inegalitatea L(P) < Us(P) este ev1denta. O
Remarca 40.1. Propozitia 40.1 arata ca multimile:

Ly ={L;(P)|P — partitie a segmentului [a, b]}

Ur = {Us(P)|P — partitie a segmentului [a, b}

sunt marginite.

Fie Ly = sup Ly si Uy = inf Uy.
Propozitia 40.2. Are loc inegalitatea:
Ef < Uf

Demonstratie. Fie P o partitie a segmentului [a,b] si P’ partitia P’ = P U {y} unde
i1 < y < x; pentru un anumit i, 1 < ¢ < n. Cu alte cuvinte, P’ este obtinuta prin
adaugarea unui punct y la punctele partitiei P.

Vom arata acum ca au loc urmatoarele inegalitati:

Ly(P) < Ly(P") si Uy(P") <Us(P)

Consideram numerele M," = sup{f(z)|z € [z;_1,y]} si M," = sup{f(z)|x € [y, x|} s
remarcam inegalitatile imediate M, < M; si M," < M,;.
Tinand seama de acestea, deducem:

i—1
Up(P') = > Mj(x; — i) + M (y — @i1) + M;" (2 — Z M;(x; — xj-1)
j=1 j=i+1
i—1
< D Mz — @) + Mi(y — 2i0) + Mi(z ZM — 1)
7=1 Jj=i+1
=Y Mj(z; — ;1) = Up(P)
j=1

Intr-un mod asemanator se arata ca are loc si inegalitatea Ly(P) < Ly(P").
Se poate acum afirma ca, daca P = P U {y1, ¥, ..., Ym} unde y; sunt numere distincte in
[a, b], atunci au loc inegalitatile:

Ly(P) < Lg(P") si Uyp(P") <Ui(P)
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Consideram acum doua partitii Py si P> ale segmentului [a,b] si notam cu P3 partitia
P; = Py UP,. Pe baza celor aratate avem: Lg(Py) < L¢(Ps) si Up(Ps) < Up(P,) si tinand
seama de inegalitatea L;(P3) < Uy(P3) deducem inegalitatea:

Li(P1) < Us(P)

Cu alte cuvinte, orice suma inferioara este mai mica decat orice suma superioara. De aici
rezulta Ef S Z/[f. O]

Definitia 40.4. O functie [ : [a,b] — R marginita pe [a,b] este integrabild Riemann-
Darbouz pe |a,b] dacd Ly =Uy. Aceasta valoare comund se noteazd cu

b
[ fayar =z, =y,

si se numeste integrala Riemann-Darbouz a functiei f pe segmentul [a,b].

Exemplu 40.1. Functia [ : [0,1] — R, f(z) = x este integrabila Riemann-Darboux pe
1

1
0,1] st dr = —.
Ny

0
Intr-adevir, pentrun € N, fie B, = {0, 1,2 ... 1}. Avem:

'mon?

n+1 n—1
Ue(P,) = , Li(P,) =
() === i Ly(F)=—
si astfel
n—1 n+1
< L. <U: <
2n fF="5= 2n

Pentru n — +oo rezultd Ly =Uy = 3.

Exemplu 40.2. Functia f : [0,1] — R, f(x) =1 daca x este rational si f(x) =0 dacd
x este irational, nu este integrabila Riemann-Darboux pe [0, 1].

Intr-adevir oricare ar fi partitia P avem Li(P)=0 st Us(P)=1. Prin urmare, L; =0
sty =1, si astfel Ly # Us.

b

Comentariu: Aceasta definitie a integralei / f(z)dx este doar una din multiplele

a
definitii existente (de exemplu, un alt tip de integrala este integrala Lebesque). In cazul
functiilor continue insa, aceste integrale coincid.

41 Proprietati ale integralei Riemann-Darboux.

Teorema 41.1. Fie f,g: [a,b] — R functii marginite pe segmentul |a,b]. Daca functiile
f st g sunt integrabile Riemann-Darbouz pe [a,b] atunci toate integralele care apar in
relatiile urmatoare exista si relatiile sunt adevarate:
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(1) /(ozf(x)—l—ﬁg(x))dx—oz/f(m)dx—i—ﬁ/g(m)dx Vo, € R

(2) /bf(:v)dx:/cf(:v)da:+/bf(m)d:v Ve € (a,b)

b

(3) daca f(x) < g(x), Yz € [a,b] atunci /f(x) dx < /g(x) dx

b b
) !/f(af)dw !é/!f(w)\ a1

Demonstratie. (1) Demonstratia egalitatii (1) se reduce la demonstrarea egalitatilor:
b b b b

[af@dr=a [s@ds s [(70)+g(w)do = / flaydo + [ g(o)do

a a a a

b b
Faptul ca egalitatea /af(x) dx = a/f(:r;) dx este adevarata pentru orice o > 0

a

rezultd din egalitatile Lo (P) = aL¢(P) si Unr(P) = aU¢(P), valabile pentru orice

a > 0 si orice partitie P a lui [a, b] .
b b

Faptul ca egalitatea /&f(x) dr = a/f(x) dx este adevarata pentru orice a < 0

rezultd din egalitatile L_;(P) = —U(P) si U_;(P) = —Ls(P), valabile pentru orice

partitie P a lui [a, b].
b

b b
Faptul ca egalitatea /(f(a:) +g(x))de = /f(x) dx + /g(:ﬂ) dx este adevarata se

obtine observand ca pentru orice partitie P a lui [a, b] are loc:
Li(P) + Ly(P) < Ly1y(P) < Upyg(P) < Ug(P) + Uy(P)
din care rezulta inegalitatile:
;Cf _I_ Lg S »Cf-i,—g S uf+g S Z/{f +Z/{g

Aceste inegalitati impreuna cu egalitatile:

b b
Ef—uf—/f(x)dx si Eg—ug—/g(x)dx
demonstreaza ca are loc:

Livg=Ussy = / () + gla)) do = [ fla)do + / g(x) da
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(2) Pentru demonstratia egalitatii (2) fie P, si P, partitii ale lui [a, ], respectiv [c, b].
Reuniunea P = P; U P; este o partitie a lui [a, b] si avem:

Li(P) = Ly(P1) + Ly(P)
Consideram numerele:
Ly =sup{L(Py) | P este partitic a lui [a,c]}

L5 = sup{L;(P,) | P, este partitie a lui [c,b]}
b
Intrucat L;(P) < / f(z)dz (din definitie) rezulta ca are loc inegalitatea:

Lo(P) + Ly(Py) < / f(z) dz

b
De aici rezultd inegalitatea L;(FP;) < /f(:v) dr — Ly(P,), din care se obtine in

a
continuare inegalitatea:

E}S/f(x)dx—Lf(Pg)

Din aceasta inegalitate rezulta succesiv:

IN

LiP) < [ faydo- £}

b
i < /f(:r;)dx—ﬁ}c

b
Ly+ L5 < /f(x)dx

Consideram acum sumele superioare si observam ca avem:
Up(P) = Us(P1) + Up(P)
In continuare consideram:
U; = inf{Us(Py) | P este partitic a lui [ac]}

U7 = inf{U;(P,) | P, este partitie a lui [c,b]}
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b
Intrucat U;(P) > / f(z) dz (din definitia integralei) rezulta

a

b
Up(Py) + Up(Py) > / f(z) dz

De aici se obtine succesiv:

Uppy) > / f(2) dv — Uy (Py)

U +U; > /f(:z:)dx
Am obtinut in acest fel inegalitatile:
b
Ly +£3¢' < /f(x)d:z: SZ/I} +?/IJ%

Intrucat f este integrabila Riemann-Darboux pe [a, b], pentru orice £ > 0 se poate
alege P astfel incat Up(P) — L;(P) < e.
Alegand P; i P, astfel incat P = P; U P, sa satisfaca conditia de sus, obtinem:

Up(P1) = L(P1) + Up(P2) — Ly(P2) = Up(P1) +Up(P2) — (Ly(P1) + Lg(P2)) =
= Up(P)—Lg(P) <e¢

De aici rezulta inegalitatile:
0<Us(P)—Le(P) <e st 0<Ui(P)—Ls(P2) <e
Aceste inegalitati demonstreaza ca avem:
E} :Z/{} si L3 :Uf

adica f este integrabila Riemann-Darboux pe [a, ] si [c, b] si are loc egalitatea (2.2).
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(3)

Pentru a demonstra (3) este suficient sa se arate ca daca f(z) > 0 pe [a, b] atunci
are loc :

/bf(x) dz >0

b

Faptul ca inegalitatea / f(z)dx > 0 este adevarata rezulta din inegalitatile:

0 < Ly(P) < Uy(P)
valabile pentru orice partitie P a lui [a, b].

Pentru a arata (4) demonstram in primul rand ca dacé f este integrabila Riemann-
Darboux pe [a,b], atunci functia |f| este integrabilda Riemann-Darboux pe [a,b].
Pentru aceasta introducem functiile f*, f~ : [a,b] — R, definite astfel:

. f(x) daci f(z)>0
/ (x):{ 0 daca f(x)<0

si
N 0 daca f(x)>0
fow) = { —f(x) daca f(x)<0
si remarcam urmatoarele egalitati:

fla)=f"@) = f (=) st [f@)=f"(2)+f (2)

Aratam in continuare ca daca functia f este integrabila Riemann-Darboux pe [a, b,
atunci functiile f*, f~ : [a,b] — R sunt integrabile Riemann-Darboux pe [a,b].
Marginirea functiilor f si f~ este evidenta.

Fie P o partitie a segmentului [a, b]. In cazul functiei f* notam:

m =inf{f"(2) |z € [vi, 2]} st M =sup{f"(2) | v € [1i1, 7]}
si observam ca au loc urmatoarele inegalitati:

M*—ijMi—mi 1=1,2,...,n

)

unde:
m; = inf{f(z) |z € [z;1, 2]} si M;=sup{f(z) |z € [r;o1,z]}
Rezulta de aici ca are loc inegalitatea:
0 < Uyp+(P) = Ly+(P) < Up(P) — Ly(P)

pentru orice partitie P.

De aici rezulta integrabilitatea Riemann-Darboux a functiei f* pe segmentul [a, b].
Integrabilitatea Riemann-Darboux a functiei f~ pe segmentul [a, b] se arata la fel.
In baza afirmatiei (1) si a egalitatii |f| = f* + f~ rezultd ca functia |f| este
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integrabila Riemann-Darboux pe [a, b].
Pentru a obtine inegalitatea (4) tinem seama de inegalitatile:

—[f(2)] < flz) < |f(z)|

si folosind (3) deducem inegalitatile:

b b

—/mmms/ﬂ@msjmmw

a
care demonstreaza (4).

]

Remarca 41.1. Daca functia f : [a,b] — R este marginita si integrabila pe [a, b] atunci
f este integrabila pe orice subinterval [c, d] C [a, b].
Mai mult, daca a = ¢y < ¢; < ... < ¢, = b, atunci are loc egalitatea:

b

/f(x)dx:gjf(x)dx

a

Remarca 41.2. Prin definitie,

/af(x)d:v:O

Remarca 41.3. Daca a > b, atunci, prin definitie

b

/ﬂ@m=—]ﬂww

a

42 Clase de functii integrabile Riemann-Darboux.

Teorema 42.1. Dacd f : [a,b] — R este o functie continud pe [a,b] atunci f este
integrabila Riemann-Darbouz pe [a, b].

Demonstratie. Vom arata ca pentru orice € > 0 exista o partitie P astfel incat Uy(P) —
Lf(P) S E.
Consideram in acest scop un numar £ > 0 si numéarul &’ =

2(b—a) "
Daca pentru orice = € [a, b] avem:

[f(z) = fla)] <&
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atunci consideram partitia P = {xg,z1} cu g = a si x; = b g verificam ca
Uf(P) —Lf(P) < e&.
Daca insa multimea S definita prin:

S =Az € a,b]| [f(x) — fa)] = £}

este nevida atunci consideram punctul z; = infS. Acesta este primul element al
segmentului [a,b] care are proprietatea |f(xz) — f(a)| = €.

Daca z; = inf S = b atunci consideram partitia P = {x¢, 21} cu 2y = a §i ;7 = b si
verificam ca Up(P) — L¢(P) < e.

Daca x; = infS < b atunci se considerd z, primul element din [z, b] pentru care
(@) = fa)] = €.

Daca zy = inf{x € [z1,0]||f(x) — f(z1)] = €'} = b atunci consideram partitia
P ={zo,x1,22} cu g = a,x1 =1inf S §i x5 = b si verificam ca Uy(P) — L¢(P) < €.

Daca xo = inf{x € [z, ]||f( ) — f(z1)| = €'} < b atunci se considera x3 primul element
din [z, b] pentru care |f(z) — f(x2)| = €’ si se continua procesul.

Trebuie sa aratam ca acest proces nu poate fi continuat la nesfarsit.

Sé& presupunem prin absurd ca in acest fel se obtine un gir infinit (z,). Este clar din
constructie ca sirul (z,) este crescator gi marginit. Prin urmare (x,) este convergent
la un punct € [a,b]. Deoarece f este functie continua rezulta ca f(x,) — f(z) si
f(zp—1) — f(x). Pe de alta parte, din constructie avem |f(z,) — f(z,—1)| = €, ceea ce
este In contradictie cu f(z,) — f(xn—1) — 0.

Rezulta astfel ca girul (z,,) este finit, adica exista N astfel incat P = {xg, 21, ..., xx} este
o partitie a lui [a, b] pentru care |f(z;) — f(xi—1)| =€',i=1,2,...,N.

Pentru aceasta partitie P avem:

Mi—m,-§25/ i:1,2,...,N

Rezulta:
N

Ug(P) — L¢(P) = Z(M mi)(z; —xi1) <26'(b—a)=¢

Folosim aceasta inegalitate si obtinem succesiv:
L= Le(P)>2Up(P)—e=>Up—¢

Deoarece ¢ > 0 este oarecare, rezulta L£; > U;. Aceasta inegalitate Impreuna cu
inegalitatea £y < Uy implica Ly = Uy. Rezulta astfel ca functia continua f este integrabila
Riemann-Darboux pe segmentul [a, b]. O

Definitia 42.1. O functie f : [a,b] — R se zice continud pe portiuni dacd existd o
partitie P = {xo,x1,...,x,} a segmentului [a,b] si functiile continue f; : [x;—1,x;] —
R,i=1,2,...,n astfel incat f(x) = fi(x),Yx € (x;_1, ;).

Teorema 42.2. O functie f : [a,b] — R continud pe portiuni este integrabild Riemann-
Darboux si are loc egalitatea:

b

/f(x)dx:g 7 filz)dx

a
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Demonstratie. Este suficient sa aratam ca daca o functie f : [a,b] — R are proprietatea
f(z) =g(z),Vz € (o, B) C la,b] 81 g : [a, f] — R este continua, atunci f este integrabila
Riemann-Darboux pe [a, 3] i are loc egalitatea:

B B
[ twras= [ sway

Pentru aceasta consideram o partitie P = {yo,v1,...,yn} a segmentului [a, /],
a=1y <y <..<y, =/ siscriem:

Ly(P) = Ly(P) + (m] —m) - (y1 — yo) + (m —m%) - (Yo — Y1)
Us(P) = Ug(P) + (M{ — M?) - (y1 — o) + (M — M) - (4o — Y1)
unde am notat:

m] = inf{f(y)|y € [yo, 1]} mi = inf{g(y)ly € [vo, 1]}
mf =f{f()|y € [yn-1, ]} Mg =inf{g(y)|y € [Yn-1,yn]}
M{ =suwp{fW)ly € lyo. 1]} M =sup{g(y)ly € [yo, 1]}
M = sup{f(y)ly

Prin scadere se obtine:

(
S [yn—lyyn]} MrgL = inf{g(y)|y S [yn—l,yn]}

Up(P) = Lg(P) = Uy(P) = Ly(P) + (M{ —m{ +m{ — M{)(y: — o) +
+ (M —m, +mf, = M) (yn — Y1) <
<

Uy(P) = Lg(P) + [(MT —m?) + (M? = m)}(y1 = Yo + Yo = Yn-1)

Alegand ¢ > 0 si P astfel incat Uy(P) — Ly(P) < €/2 st 1 — Yo + Un — Yn—1 <
e/[2(M7 —m! + M9 — m9)] rezultd ca Up(P) — Ly(P) < e. Numarul e putand fi oricat
de mic, rezulta ca f este integrabila pe [a, (3].

Pentru a demonstra egalitatea:

remarcam urmatoarele:
f(a) < g(a) implica m{ <m?si f(a)> g(a) implica m] = m?
de unde rezulta inegalitatea m{ —mf{ <0.

f(B) < g(B) implica mj, < mf, si f(B) > g(B) implica m], = m,

de unde rezulta inegalitatea m/ —mg < 0.
Inegalitatile m] — m{ < 0 si m) —m¢ < 0 implica inegalitatea L(P) < Ly(P).

fla) < g(a) implica M = M? i f(a) > g(o) implica M{ > MY
de unde rezulta inegalitatea le — M} >0.

f(B) < g(B) implica M = M? si f(8) > g(B) implica M] > M}
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de unde rezulta inegalitatea MJ — M2 > 0.
Inegalitatile M — MY > 0 si MJ — Mg > 0 implica inegalitatea Uy(P) > U,(P).
Prin urmare avem:
Ly(P) < Ly(P) < Uy(P) < Uy(P)
B
Deoarece L; = Uy = / f(y)dy (am aratat ca f este integrabila), din aceste inegalitati

[0
obtinem egalitatile:

]

Comentariu: Exista diferite caracterizari ale integrabilitatii Riemann-Darboux. Una
dintre aceste caracterizari, care se leaga de rezultatele stabilite in teoremele precedente
este urmatoarea:

O functie marginita f : [a,b] — R este integrabila Riemann-Darboux daca gi numai daca
f este continua aproape peste tot.

Mentionam ca functia f este continua aproape peste tot daca multimea punctelor sale de
discontinuitate este neglijabila.

O multime A C [a, b] se zice neglijabila daca pentru orice £ > 0 exista o familie cel mult
numarabila de intervale deschise (a,,b,) astfel incat sa avem:

AcC G(an,bn) si io:(bn —a,) <e
n=1 n=1

O functie continua pe portiuni este continua aproape peste tot.

43 Teoreme de medie.

Teorema 43.1. Daca functiile f,q : |[a,b] — R sunt continue si g(x) > 0 oricare ar fi
x € [a,b], atunci existd ¢ € [a,b] astfel incat sa avem:

b

/b @) gla)do = 5(0) - [ g(o)do

a

Demonstratie. Daca functia ¢ este identic nula, egalitatea de mai sus este verificata,

pentru orice ¢ € [a,b]. Presupunem in cele ce urmeaza ca g nu este identic nula, de
b

unde /g(x)dx > 0. Consideram m = inf{f(z)|z € [a,b]} si M = sup{f(z)|z € [a,b]}.

a

Intrucét g(z) > 0 avem:

m-g(x) < f(z) - g(x) < M - g(x),Vz € [a, b]
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De aici rezulta:

f #(@) - 9(x) da

K= € [m, M]

fbg(a:) dx

Functia f fiind continua exista ¢ € [a, b] astfel incat f(c) = K. De aici rezulta:

Consecinta 43.1. Daca f este continud pe [a,b] atunci existd ¢ € [a,b] astfel incat:

b
/f(z) de = f(c)- (b—a).

44 Teorema fundamentala de calcul integral.

Teorema 44.1. Dacd f : [a,b] — R este madrginitd si integrabila Riemann-Darbouz pe
segmentul [a,b] si F : [a,b] — R este functia definitd prin

Flz) = / oL

atunci functia F este continud pe [a,b]. Mai mult, dacd functia f este continud pe |a, b,
atunci F este derivabild pe [a,b] i F'(x) = f(z),Vz € [a,b].

Demonstratie. Deoarece f este marginita, exista M > 0 astfel incat |f(t)] < M,
Vt € [a,b]. Pentru c € [a, b] fixat, avem:

|F(z) = F(c)| = ]f(t)dt—jf(t)dt = ]f(t)dt

Pentru x > c¢ rezulta inegalitatea:
Fa) = Pl < [ f0]dt < M- (@0
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Pentru = < c rezulta inegalitatea:
F(a) = Pl < [ 1f0)]dt < M- (e~

Rezulta in final inegalitatea:
|F(z) — F(c)| < M - |x — c|,Vz € [a,]

Aceasta inegalitate demonstreaza continuitatea functiei F' in punctul c.
Sa presupunem acum ca functia f este continua pe [a, b] si sa consideram ¢ € [a, b] fixat.

Pentru ¢ < x < b avem:
/f(t) dt — /f(t) dt
a a —f

Tr—cC

()

IN

/ﬂﬂﬁ
RErEAl

Juw = senar 150~ ) a
S C

—C

Cum f este continud, pentru ¢ > 0, exista § = d(¢) > 0 astfel incat |f(t) — f(c)| < €
pentru orice |t — ¢| < §. De aici, pentru x € (¢, ¢+ ), rezulta:

xT

/edt
F(@) = Fle) ol

r—=cC T —cC

Cu alte cuvinte, derivata la dreapta F}'(c) exista si F','(c) = f(c).
In mod analog rezulta ca derivata la stanga exista si F'(c) = f(c). O

Remarca 44.1. Daca f : [a,b] — R este continua si 1, x5 € [a,b], 21 < 2, atunci:

/ﬂwm:F@g—ﬂm)

unde F(x) = /f(t) dt.

Remarca 44.2. Dacd f : [a,b] — R este continua si ® : [a,b] — R este derivabila cu

d'(x) = f(z),Vx € [a,b], atunci existd o constanta reala C' astfel incat:
O(z)=F(x)+C  Vz € a,b]

unde F(z) = /f(t) dt.

91



Remarca 44.3. Dacd f : [a,b] — R este continua gi ® : [a,b] — R este derivabila cu
d'(x) = f(z),Vz € [a,b], atunci oricare ar fi x1,29 € [a,b], z1 < x5 avem:

/jwﬁzémﬂ—wm>

T2
Comentariu: Evaluarea integralei / f(t) dt pe baza formulei:

1

/}@ﬁ=¢@ﬁ—wm>

depinde de gasirea unei functii ¢ care are proprietatea ®'(z) = f(z),Vz € [a, b].

Exemplu 44.1.

1

2) /(m3+2) dr = (o' +21); —g

b) /(xQ—x)dx:(%—%)/(ll:g

Definitia 44.1. Orice functie ® : [a,b] — R care are proprietatea ®'(x) = f(z),
Vx € [a,b] se numeste o primitiva a functiei [ .

Remarca 44.4. Din pacate exista multe functii a caror primitiva nu poate fi scrisa in
T2

termeni de functii elementare. In asemenea situatii calculul integralei / f(t)dt se face

numeric.

45 Tehnici de determinare a primitivelor.

In sectiunea precedenta am vazut ca integrala Riemann-Darboux

/bf($) dx

poate fi calculata gasind o primitiva a functiei f, daca aga ceva exista si este exprimabila
in termeni de functii simple.

Exista numeroase tehnici de determinare a primitivelor si in aceasta sectiune prezentam
doua din cele mai importante tehnici: integrarea prin pdr{i si schimbarea de variabild.
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45.1 Integrarea prin parti

Teorema 45.1. Daca functiile f,g : [a,b] — R sunt derivabile si au derivate continue pe
la,b] atunci are loc egalitatea:

[ t@g@ o= faigta) - [ F@gle) ds

unde simbolul/f(a:)g'(x) dx reprezintd mulfimea primitivelor functiei fq', iar/f’(x)g(a:) dx
reprezintd multimea primitivelor functiei f'g.
Demonstratie. Functia h = fg are derivata continua pe |[a, b] si

W(x) = f'(x)g(z) + f(z)g'(x)
Fie acum ¢ € / f(x)g (z) dx si diferenta ¢ = ¢ — fg. Prin derivare se obtine egalitatea:

V'=¢' = flg—fgd=-Ffg

care aratd ca 1) € —/f’g.

Astfel am obtinut ca functia ¢ = fg+ 1 si ) € — / f'g. Altfel spus, p € fg — /f’g.

Analog se arata ca oricare ar fi ¢ € —/f’(a:)g(x) dr, functia ¢ = fg + ¢ €
[ g @) d. =

Consecinta 45.1. Daca functiile f,g : [a,b] — R au derivate continue pe [a,b|, atunci
are loc egalitatea:

/}@mmmm:f@mm—ﬂ@mw—/fwmwwx

a

Exemplu 45.1. Multe formule de recurenta se stabilesc prin integrare prin parti repetatd.

De exemplu, fie:
1, = / cos" x dx

I, =cos" 'x-sinw+ (n—1)I, o — (n—1)I,

Integrand prin parti rezulta:

De aici avem:
nl, = cos" tx-sinz + (n — 1)1, o Vn > 2

Aceastd formula impreund cu egalitdtile Io = x si [y = sinx conduc la evaluarea primitivei
L,, pentrun € IN.
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45.2 Schimbarea de variabila

Propozitia 45.1. Dacd functia g : I C R — J C R este surjectiva, este derivabild cu
derivata g continud pe I si diferitda de zero, si dacd functia f:J C R — R este continua
pe J atunci are loc egalitatea:

( / f(x)dr)og = / (fog)t) g'(t)dt

unde simbolul (/f(m) dx) o g reprezinta multimea de functii ce se obfine compunand

primitivele functiei f cu functia g, tar simbolul /(f o g)(t) - ¢'(t)dt reprezintd multimea

primitivelor functiei (fog)-g'.

Demonstratie. Fie G € (/ f(z)dzx)og. Exista F € /f(x) dx astfel incat G = F o g.
Functia G : I — R este derivabila si :

G'(t) = F'(g(t)) - g'(t) = f(g(t)) - g'(t) = (fog)(t) - 4'(1)
Aceasta egalitate demonstreaza apartenenta G € / (fog)(t) d'(t)dt.

Fie acum G € /(fog) (t)-g'(t)dt. Functia g : I — J este bijectiva si inversa g~ : J — [

este derivabila , functia derivatd (¢g—!)’ este continua si verifica:

1Y) =

Se considera functia F = G o g7! : J — R. Functia F este derivabila si verifica:

Fl(z) =G'(g7 (x) - (g7 (@) = (fog)lg  (@)llg™ ) (@) - (g7 (z) = f(x)

Prin urmare, F' € / f(z)dzx. Din definitia lui F' avem G = F o g si se obtine astfel

unde z = g(t)

apartenenta G € (/ f(z)dz) o g. ]

Consecinta 45.2. Dacd f si g satisfac conditiile din Propozitia 45.1 si dacd [a,b] C I si
(o, B] € J werifica g([a,b]) = [, 5] atunci are loc egalitatea:

b B
/ F(o(®)) - /() dt = / f(z) da

1
z-lnx’

d
Exemplu 45.2. Pentru a gasi multimea de func;ii/ ;E consideram f(x) = x>
x - lnx

0 si g(t) =e',t € R. Suntem in conditiile Propozitiei 45.1 si avem:

dx et 1
</Jr-lnx)og /t~et /t nt+C Vt >0

Rezulta de aici egalitatea:

/ doe_ _ In(lnz) + C

T - lnx

94



Remarca 45.1. Tehnica schimbarii de variabila se numeste adesea integrare prin
substitutie, unde x = g(t) definegte substitutia.

Remarca 45.2. Formula de schimbare a variabilei:

b B
/ Flo(t)) - o' () dt = / f(z) dz

ramane adevarata si in ipoteza in care functia f este continua pe portiuni, iar g satisface
conditiile din Propozitia 45.1 i este strict crescatoare (g(a) = «a si g(b) = ).

Remarca 45.3. Daca f : [—a,a] — R este continud pe portiuni si este simetrica
(f(—=x) = f(x)) atunci:

/f(a:)dx:2/f(x)dx

—a 0
iar daca f este antisimetrica (f(—z) = —f(x)) atunci:

In ambele cazuri se prezinta integrala / f(z) dx sub forma:

—a

/_C;f(x) dx:/of(x) dx+/af(x) da

si apoi se aplica primei integrale substitutia xr = —t.
Remarca 45.4. Daca f : R — R este periodica de perioada T si este continud pe portiuni
atunci pe orice interval de lungime T integrala acestei functii are aceeasi valoare:

a+T

/f dx—/f Va € R

Pentru demonstratie se scrie:
a+T T a+

/f da:—/f dx+/f dx—l—/f(x)dx

T
a+T

In integrala / f(z) dx se aplica schimbarea de variabila © =t + T si se obtine:

7Tf(:v)dx:—/0f(x)dx
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46 Integrale improprii.

Integrala Riemann-Darboux a fost definitd numai pentru functii marginite definite pe un
interval marginit.
In aceasta sectiune relaxam aceste conditii si definim integralele improprii.

Definitia 46.1. Fie f : [a,+00) — R o functie marginita si integrabila Riemann-Darboux
pe intervalul [a,b] pentru orice b > a. Daca limita

b

+o0
exristd i este finitd atunci zicem cd integrala / f(z)dx converge (f este integrabild pe

a

la, +00) ) si prin definitie:

b—+o00

+oo b
/ f(z)dz = lim / f(z) dx

b +o00

Daca limita blim f(z)dx nu exista sau nu este finitd zicem cd integrala /f(a:) dx
— =400

este divergentd (f nu este integrabild pe |a, +00)).

Remarca 46.1. Pentru f : (—oo,b] — R marginita si integrabila Riemann-Darboux pe
b

orice [a,b], a < b, integrala / f(x) dx se definesgte in mod analog:

b b

[ t@is =t [ sy

a

Remarca 46.2. Pentru a pastra aditivitatea in cazul integralelor improprii, integrala pe

R se defineste astfel:
+00 0 “+o0o
/f(x)dx:/f(x)dx—l—/f(x)dx
—00 —00 0

cu conditia ca ambele integrale din membrul drept al egalitatii sa fie convergente.

In continuare vom defini integrala unei functii pe un interval marginit atunci cand functia
nu este marginita pe interval. Aceste integrale se numesc integrale improprii de speta a
doua.
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Definitia 46.2. Fie [ : (a,b] — R integrabila Riemann-Darbouz pe [a+ &, b] pentru orice
€ (0,b — a). Daca limita:
i [ 1o
ate

existd si este finitd atunci zicem ca integrala /f(x) dx converge (f este integrabild pe

a

/b f(w)de = lim / f(x)da

a+e

la,b]) si prin definitie:

Remarca 46.3. Pentru f : [a,b) — R integrabila Riemann-Darboux pe [a,b — €] pentru

orice ¢ € (0,b — a), integrala /f(m) dx se definegte in mod analog:

b—e

/f de = lm [ fla)de

E—>+
a

Propozitia 46.1 (Criteriu de comparatie pentru integrale improprii). Fie
fig ¢ la,+00) — R functit marginite si integrabile Riemann-Darboux pe [a,b] pentru
orice b > a. Dacd sunt indeplinite urmdtoarele conditii:

1) 0 < f(x) <g(x), Vo > a

+o00o
2) [ g(z)dz converge

“+00

atunci integrala / f(z)dx converge de asemenea si are loc inegalitatea:

+/Oof(x) dr < +/Oog(:v) dx

Demonstratie. Pentru orice b > a avem:

a

Functia b — / ) dx este crescatoare gi marginita:
b b +o00
/ (x)dr < bhm g(x)dr = / g(x)dx
— 400
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b +o00
Prin urmare functia crescatoare b — / f(z) dx este marginita si deci integrala / f(z)dx

a a
este convergenta. O

Un criteriu de comparatie pentru integrale improprii de speta a doua se formuleaza si se
demonstreaza prin analogie.
Propozitia 46.2. Fie f,g: (a,b] — R integrabile Riemann-Darboux pe [a + €,b] pentru

orice € € (0,b — a). Dacad sunt indeplinite urmdtoarele conditii:

1) 0 < f(z) < g(x), Yz € (a, 0]
b
2) /g(m) dx este convergentd

a

b

atunci integrala / f(z)dx converge de asemenea i are loc inegalitatea:

/bf(x) dx /bg(x) dx

a

a

IN

47 Seri1i Fourier.

Pentru ca o functie f sa fie dezvoltabila in serie Taylor este necesar ca f sa fie indefinit
derivabila. Aceasta restrictie este severa. Chiar daca se foloseste formula lui Taylor cu
rest pentru reprezentarea functiei, functia trebuie sa fie derivabila de un numar finit de
ori. Aceasta din urma conditie implica continuitatea functiei. Multe functii insa, care
descriu fenomene fizice importante, nu sunt continue si nu pot fi reprezentate nici cu
formula lui Taylor. De exemplu, functia care descrie evolutia in timp a tensiunii intr-un
circuit electric in care apar comutari de contacte, nu este continua.

Seriile Fourier ofera posibilitatea de reprezentare a functiilor continue si continue pe
portiuni. Aceasta intrucat pentru a construi seria Fourier, functia trebuie sa fie doar
integrabila Riemann-Darboux.

Definitia 47.1. Fie f : [—7, 7] — R o functie continud pe portiuni. Seria Fourier a lui
f este, prin definitie, seria de functii:

f(x) ~ % + ;(an - cosnx + by, - sinnx)
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in care coeficientii Fourier a,,b, sunt calculafi cu formulele:

1 ™
a, = —/f(a:)-cosn;vdx n=20,12,..
T

1 s
b, = —/f(a:)-sinnxc& n=123,..
T

Remarca 47.1. In mod traditional, pana cand problema convergentei seriei Fourier nu
este trangata, relatia dintre functia f si seria Fourier a lui f se noteaza cu semnul ~ in
loc de egalitate.

Rezultatul fundamental care va fi stabilit in aceasta sectiune se refera la convergenta seriei
Fourier a unei functii continue pe portiuni si la suma seriei. Acest rezultat se bazeaza pe
alte doua rezultate care au importanta lor in sine si le vom prezenta sub forma a doua
leme.

Lema 47.1. [de reprezentare integrala a sumei partiale S, (x)] Suma partiald de
ordinul n, S, (x), a seriei Fourier a unei functii f : [—m, 7] — R continue pe portiuni si
prelungita prin periodicitate la R poate fi reprezentatd sub forma:

Demonstratie. Consideram suma partiala S, (x) a seriei Fourier a functiei f:

% + ;(ak - cos kx + by, - sin kx)

Sp(z) =
In virtutea definitiei coeficientilor Fourier ag, by putem scrie:
Sa(z) = — ]f(t)dt+ LS feosh ]f(t) Kt di + sink ]f(t) in ot ]
(1) = — hl in
x o "2 coskx cos sinkx s

Introducand cos kx si sin kx sub semnul de integrala si folosind identitatea trigonometrica:
cosk(x —t) = coskx - cos kt + sin kx - sin kt

obtinem:
/ f(t) Z cosk(z —t)]

Aplicand identitatea:

1 «— sin(n + 1)(z — t)
§+Zcosk(x—t): 2sin 3 (z — t)
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si introducand u = = — ¢, S,,(x) devine:

T+

/fz—u sm(n+ Su i

2sin 1 Ju

Integrandul este o functie de u periodica de perioada 27 si prin urmare:

]

Lema 47.2. Daca f : [—m, 7] — R este o functie continud pe portiuni atunci sunt
adevdrate urmatoarele eqgalitati:

a) lim a, = lim b, =0

b
1
b) lim f(.r)sin(n+§)xdm20 dacd —m<a<b<m

n—oo
a

unde a,, si b, sunt coeficientii Fourier ai functiei f.

Demonstratie. Se considera identitatea:

™ ™

@)= s, dx—/f? dx—2/f @+ (15, ds

—Tr —T
Prin calcul se arata ca avem:

n

[1s@de= [ )8, de =2l + 3+ 7

k=1

Tinand seama de aceasta egalitate din urma, identitatea considerata devine:

Ju@ - s@de= (i) de - a2 + > (ak + )

De aici se deduce inegalitatea:

3

2
ag

5‘{' ak+b2 /f2

k=1

valabila pentru orice n si cunoscuta sub denumirea de inegalitatea lui Bessel.
Din inegalitatea lui Bessel rezulta ca seria numerica:

—l—i (af +b})
k=1
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este converge?nfca §i , prin urmare, ay —= 0 $i by ;—= 0.
Remarcam aici faptul ca daca:

™

tim [[7() - 8, () de =0

atunci are loc egalitatea:

numita egalitatea lui Parseval.
Convergenta:

s

tim [ [7(z) = Su(@)dz = 0

se numeste convergenta in medie a sirului de sume partiale S, (z) la functia f(x).
Trecem acum s aratam ca pentru a < b,a,b € [—m, 7] avem:

b
1
lim [ f(x)sin(n + §)x dx =0

n—oo
a

Remarcam la inceput ca pentru a < 3 avem:

B
1 cos(n + 2)a — cos(n + 2 2
/sin(n—l——)xdw = (nt3) - ( 2>ﬁ’ < 5
2 n—+s3 n+ 3
Fie a = 9o < 71 < ... < z, = b o partitie a segmentului [a,b] si descompunerea
corespunzatoare a integralei:
b 1 p—1 Ti41 1
x)sin(n + <)z dr = x)sin(n + <)z dr
[t g =3 [ ssintn s

Notam:
= inf{f(z)|x € [x;, xi41]}
b

1
gl reprezentam integrala / f(z)sin(n + é)x dx in forma urmatoare:

a

Tit+1 Tit1
p—1
1

p—1
1
/f sin(n + - xd:c—z —m; sm(n—i—z)md:c—l—Zml/sin(n+§)xd$

Pentru w; = M; — m;, unde M; = sup{f(x)|z € [z;, x;11]}, avem:

f(x)—szM,—mZ:wl Vo € [xiaxi+1] §1 Z:O,,p—l
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De aici rezulta:

p—1

/f sin n+ )z dx <szAfUz _Zlmi|

2 1=0

Pentru € > 0 alegem partitia astfel incat sa avem:

p—1 c

E wiA:zci < =
, 2
=0

Acest lucru este posibil pentru ca functia f este continua pe portiuni si este integrabila.

Acum putem lua n > —M(b — a), unde M = sup{f(x)|z € [a,b]} si pentru asemenea

valori ale lui n obtinem inegalitatea:
, 1
/f(as)sm(n+§)$d:v <e Ve>0

]

Teorema 47.1. [Fourier| Fie f : [—m, 7] — R o functie continud pe portiuni care se
prelungeste prin periodicitate la toatd axa reald. Dacd f are derivate laterale finite in
punctele ei de discontinuitate atunci urmdtoarele afirmatii sunt adevdrate:

a) daca xy este un punct de continuitate a lui f atunci:

n—oo

b) daca xy este punct de discontinuitate a lui f atunci:

i Su(s0) = 1) + Flag)

n—oo

Demonstratie. Facem demonstratia in cazul in care f nu este continua intr-un punct xg.
Consideram:

flag) = lim f(@) s flaf) = lim f(x)
$—>$O I-KCO
Conform lemei 47.1 avem:

/fa:o—u sm(n+ ) s

2sin L SU

Avem de asemenea:

I
=
8
o+
I
S
=
8
o+



$i, prin urmare:

Suleo) — lF) + )] = - / o) 1) S
+ / [f (2o = w) = f(ag)] %

0

Integranzii sunt bine definiti peste tot, cu exceptia lui v = 0 unde trebuie facuta o analiza.
Primul integrand poate fi scris sub forma:
1
Fi(u) - sin(n + §)u
unde . )
flwo—u) = flzg) 3u

1
u S1n 2U,

Fi(u) =

Pentru u — 07, cel de-al doilea factor tinde la 1 gi produsul tinde la — f'(x{). Astfel daca
punem F;(0) = — f'(x{) integrandul este bine definit in u = 0.

In mod similar, avem:

flag—u) = flag) —bu

— in 1
U sin 5

Fy(u) =

are limita +f'(z;) si daca punem F5(0) = +f'(z,) cel de-al doilea integrand este bine
definit.
Prin urmare avem:

Sufeo) = 50 + fla)) = 1 [ i) -sin(n+ Judut - [ o) s+ 3)udu

-7 0

si aplicand lema 47.2 concluzionam ca:

lim S,(z0) = SLf (@) + f(z)

n—oo 2

Pe firul acestei demonstratii se arata ugor ca daca f este continua in xy atunci:

lim S, (zo) = f(z0)

n—oo

48 Diferite forme ale seriei Fourier.

Teorema 48.1. [schimbarea originii intervalului fundamental [—7,7|] Dacd
f i [=m 7 — R este o functie continud pe portiuni si este prelungitd pe R prin peri-
odicitate, atunci pentru orice o, coeficientii Fourier ay,,b, ai lui f verifica relatiile:

o+

1
:—/f(:v)-cosm:da: n=20,12,..
T
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o+
1
= - /f(x)~sinnxdx n=123,..

St

NE

flz) = % + Y (a,-cosnz + by, -sinnz)

n=1

in orice punct de continuitate x € [a — m, o + 7).

Demonstratie. Functiile f(z)-cosnz, f(x)-sinnx sunt periodice de perioada 27. Rezulta
ca integralele lor sunt aceleagi pe orice interval de lungime 27. Se obtin in acest fel
egalitatile:

o+

/ f(z) - cosnx dr = /f -cosnrdr = a,

o+

/f -sinnxdr = — /f -sinnx dx = b,

Pentru egalitatea:

Qo > .
f(z) = 5 + Z(an - cosnx + by, - sinnx)

consideram sirul y, = x — 2km, k € Z. Exista ko € Z astfel incat yx, € [—m, 7| si pentru
ko avem: f(yg,) = f(z — 2kom) = f(x), precum si:

[e.o]

x
. ap .
g Ay + COSNYg, + by - SiNNYg, ) = — E @y, - cosnz + by, - sinnx)

ka - 2

%
2 n—1

]

Remarca 48.1. In conditiile Teoremei 48.1, daca x este un punct de discontinuitate a
prelungirii lui f prin periodicitate, atunci are loc:

N —

f(z)+ f(= :EO i::an-cosnvabn-sinnm)

Aceasta egalitate se demonstreaza asemanator cu egalitatea din Teorema 48.1.

Teorema 48.2. [schimbarea lungimii intervalului] Dacd f : [-L,L] — R este o
functie continud pe portiuni, atunci pentru orice x € [—L, L] are loc:

flx) = % + Z(an - cOS ? + b, - sin ?) daca [ este continud in

f@)+ fla)] == Z y, - COS— + b, - sin ?) dacd f nu este continud in x
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n care:

/f( ) - Sin%dx n=1,23, ..

Demonstratie. Consideram functia ¢ : [—m, 7] — [—L, L] definita prin p(y) = £ -y si

functia g : [~7, 7] — R definita prin g = f 0, g(y) = f((y)) = f(2).
Remarcam ca functia g este continua pe portiuni si punctele de discontinuitate y4 ale lui
T4

g se obtin din punctele de discontinuitate x4 ale lui f cu formula yq = 2.
Daca intr-un punct y functia g este continua atunci:

PON
= % Z_: a9 - cosny + b9 - sinny)

iar daca g este discontinua in y, atunci:

1 a? & _
5[9(9 )ty :% Z @) . cosny + b - sinny)
unde: _
1
af) = —/g(y)~cosnydy n=0,1,2,
T
(o) _ 1 :
by =— [ g(y) - sinnydy n=123,..
T

—T

T
Prin schimbarea de variabila y = T pentru a si b obtinem:

1 1 e ! —
alo) — ;/g(y) cosnydy = —- % /g(%) - cos ”Zl’ dx = Z/f(x) cos nzx dz
) L
1 1 e ! —
b%q) —= /g(y) -sinny dy = - % /ﬂ%) - sin nzx dr = Z/f(@ - sin nz’ﬂ dx
si astfel avem:
NOR S
Daca x este punct de continuitate pentru f atunci f(z) = Q(W—f) = g(y) si daca x este

punct de discontinuitate pentru f atunci:

1

S + 7] = 5lo() + 9y
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mxt Tx~

cuyt=——y =—.
Rezulta in acest fel egalitatile din enunt,. O]
Remarca 48.2. Daca f : [—7, 7] — R este o functie para (f(—z) = f(z)) atunci functia

f(z) - cosnz este functie para si functia f(z) - sinnz este functie impara. Coeficientii
Fourier a,,, b, In acest caz sunt:

2 ™
an:—/f(x)-cosnxdx n=0,1,2 ..
7r
0

by=0 n=123,..

Prin urmare, dacd functia f este pard atunci dezvoltarea ei in serie Fourier contine doar
functia cosinus:

f(:c):—+2an~cosmc x € [—m, 7]
Aceasta dezvoltare se numeste dezvoltare Fourier in serie de cosinusuri a functiei pare
f().
Remarca 48.3. Daca f : [-m, 7] — R este o functie impara (f(—xz) = —f(z)) atunci
functia f(x)-cos nx este functie impara si functia f(x)-sin nx este functie para. Coeficientii
Fourier a,,, b, In acest caz sunt:
a, =0 n=0,1,2,..

™

/f(x)-sinnxdx n=123,..
0

2
by = =
™

Prin urmare, daca functia f este impara atunci dezvoltarea ei in serie Fourier contine
doar functia sinus:

flz) = ibn - sinnx x € [—m, 7]
n=1

Aceasta dezvoltare se numeste dezvoltare Fourier in serie de sinusuri a functiei impare

f().

Remarca 48.4. Aceste rezultate pot fi folosite pentru o functie oarecare f(z) care trebuie
dezvoltata in serie Fourier pe intervalul [0, 7]. Definind o functie noud g(z) cu regula:

(z) f(=x), pentru —7 <x<0
I = f(x), pentru 0 <z <m

obtinem o functie para care coincide cu functia initiala f pe intervalul [0, 7].
Functia g se dezvolta in serie Fourier de cosinusuri:

Qo

g(x) = 5 +Zan-cosnx

n=1
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si coeficientii a,, se obtin cu formula:
s
2
a, =— [ f(z)-cosnxdx n=20,1,2, ..
™
0

Astfel se obtine o dezvoltare in serie de cosinusuri a functiei f pe [0,7]:

Qg
flx) = 5 + ;an - COSNT

cu:

2 ™

an:—/f(x)-cosnxdx n=0,1,2,..

" 0
Remarca 48.5. Aceeasi functie f : [0,7] — R care trebuie dezvoltata poate fi extinsa
pe [—m, 7| prin imparitate:

h(z) = —f(—=x), pentru —7w<x<0
YU @), pentru 0<e <

Functia h fiind impara se dezvolta in serie de sinusuri pe [—m, 7]:
o0
h(z) = Z b, - sinnx
n=1

cu

2 m
bn:—/f(x)-sinnxda: n=123,..
s
0
De aici rezulta dezvoltarea lui f in serie de sinusuri pe intervalul [0, ]:

f(z) = ibn - sin nx
n=1

cu

T

bn:—/f(x)-sinnxdm n=1273,..

0

Am obtinut astfel urmatorul rezultat:

Teorema 48.3. Dacd f : [0,7] — R este continud pe portiuni, atunci functia f poate fi
dezvoltata pe [0, 7] in serie de cosinusuri sau in serie de Sinusuri:

f($)—%+;an-cosnx sau f(x)—;bn-sinm:
unde:

2 s
an:—/f(m)~cosnxdx n=20,1,2,..
T
0

2 ™
bn:—/f(x)-sinnxdx n=123,..
T
0
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Partea 111

Calcul diferential si integral pentru
functii de n variabile reale

49 Elemente de topologie in R".

Definitia 49.1. Multimea R™ este prin definitie mulfimea tuturor sistemelor ordonate
x = (x1,22,...,x,) de n numere reale.

R" = {(21,22,...,2,) | 2; € R'}
Definitia 49.2. O functie reald de n variabile reale este o functie f : A C R — R!.

Exemplu 49.1. Functia f : R? — R! definitd prin f(z1,79) = 2?2 + 23 este o functie
reala de doud variabile.

Definitia 49.3. O functie vectoriald de n variabile reale este o functie f : A C R™ — R™.
Exemplu 49.2. Functia f : R3 — R? definita prin
f(x1, 20, 23) = (01 + 29 + 23, 71 - T - X3)

este o functie vectoriala de trei variabile.

O functie vectoriala de n variabile f : A C R™ — R™ poate fi scrisda sub forma:

flrr,xe, . xy) = (filzr, 2oy oo x0), ooy fr(@1, Toy oo 2p))

Functiile reale de n variabile f; : A C R™ — R! care apar in aceastd reprezentare a lui f
se numesc componentele scalare ale functiei f.

La investigarea functiilor reale de o singura variabila reala s-au considerat numere x care
sunt aproape de numarul a. Aceasta a condus la considerarea modulului |z — a|, care
reprezinta distanta dintre x si a.

O distanta analoaga poate fi introdusa in R™ in felul urmator:
Cu operatiile:

(1,22, s xn) + (Y1, Y2y - Un) = (1F Y1, T2 + Y2y oo o, T + Yn)
($17$27~-7In) sl (yhyQa---,yn) € R"”
k- (xy,m0,...,2,) = (kzy, kxo, ... kzy), k€RY (x1,29,...,2,) € R"

multimea R" se structureaza ca spatiu vectorial real n-dimensional.

Pentru vectorul = (xy,...,x,) € R™ se defineste norma (sau lungimea) lui = prin

n 1/2
||56||=(wa) :\/x%+x§+...+x3.
=1
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Pentru doi vectori x = (x1,2z2,...,2,) si a = (a1, as,...,a,) € R™ se definegte distanta
cu formula:

n

1/2
Z(xZ — ai)2] = (21— a1)? + (29 — a2)? + ... + (2, — ap)?.

=1

[ = all =

Definitia 49.4. O vecinatate a vectorului a € R™ este o multime V- C R™ cu urmatoarea
proprietate:

d7r >0 a.i. multimea S.(a) ={z € R" |||z —a| <r} este inclusa in V: S,(a) C V.
Definitia 49.5. Mulfimea S,(a) definita prin
Sr(a) = {z e R"[[lz —al <r}
se numeste sferd deschisa centratd in punctul a.
Definitia 49.6. O functie f : N — R"™ se numeste sir de puncte din R™.
Ca gi in cazul girurilor de numere reale f(k) = a; se numeste termenul de rang k al girului
de vectori din R" si tot sirul se noteaza cu (ay).
Definitia 49.7. Sirul de puncte (ax), ar € R"™ converge la punctul a € R" daca

Ve>0,3N=N()>0ai Vk>N=|a,—a| <e.

Faptul ca sirul de puncte (a), ax € R™ converge la punctul a € R"™ se noteaza cu:

lim ap, =a sau ap —— a
k—o0 k—o0

iar numarul a este limita girului.

Propozitia 49.1. Dacd un gir de puncte (ax) din R™ este convergent atunci limita este
unica.

Demonstratie. Ca si pentru siruri de numere reale. O

Propozitia 49.2. Dacd un gir de puncte (ay) din R™ este convergent atunci girul (ay)
este marginit. Adica: 3 M > 0 a.i. |lag|]| < MV k € IN.

Demonstratie. Ca si pentru siruri de numere reale. O

Propozitia 49.3. Daca sirul (ay), ax € R™ converge la a € R™ atunci orice subgir al
sirului (ag) converge la a.

Demonstratie. Ca si pentru giruri de numere reale. O]

Propozitia 49.4. Sirul de puncte (ay), a € R™ converge la a € R"™ dacd si numai daca
sirurile de numere reale (a; 1) converg la numerele a;, i = 1,n. Unde ay = (ayk, ..., an).
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Demonstratie. Dacéa ay, ——a atunci V. ¢ > 0,3 N = N(¢) > 0 al |ap —a| <

—0Q
eV k > N(g). Rezulta de aici ca |ag — a;] < e V k > N(¢),i = 1,n. Prin urmare
@iy — a;, i =1,n.

k—oo

Daca a;, — i =1,natunci Ve > 0,3 N; = Ni(e) ad. |ag —ai| < £, VE> N,
— 00

Rezulta de aici ca pentru orice k& > max{Ni,...,N,} avem |lay — a| < e. Adica
a — Q. ]
k—oo

Propozitia 49.5. (Weierstrass-Bolzano) Dacd sirul de puncte (ax) din R™; (ax) € R";
este marginit atunci confine un subsir convergent.

Demonstratie. Daca sirul (ag) este marginit atunci sirurile de coordonate (a;;) sunt
marginite gi se aplica Weierstrass-Bolzano pentru siruri de numere reale. O]

Criteriul de convergentd Cauchy. Sirul de puncte (ay) din R"™ este convergent dacd
si numai dacaVe > 0,3 N = N(e) a.i. Vp,q> N = |la, — a4]| <e.
Demonstratie. Se aplica criteriul lui Cauchy pentru girurile de coordonate (a;). ]

Definitia 49.8. Un punct x € R™ este punct interior al multimii A daca existd o sferd
deschisa S,(x) cu proprietatea S,(x) C A.
Un punct y din sfera deschisa S,(x) este punct interior al mulfimii S,(x).

Definitia 49.9. Interiorul unei multimi A C R™ este multimea formatd cu toate punctele

interioare ale lui A. Traditional interiorul multimii A se noteazd cu A sau cu Int(A).

Daca multimea A este o sfera deschisa S,(a), atunci A = A.

Definitia 49.10. O multime A C R" este deschisa daca A = A.

O sfera deschisa S, (x) este o multime deschisa.

O multime A C R" este deschisd dacd si numai dacd orice element al mulfimii A 7
apartine cu o intreagd vecindtate.

Reuniunea unei familic de mulfimi deschise este o mulfime deschisd.
Intersectia unui numdr finit de multimi deschise este o multime deschisd.
Multimile R™ si ) sunt deschise.

Definitia 49.11. O multime A C R" este inchisd daca multimea Crn A este deschisd.

Intersectia unei familii oarecare de multimi inchise este o multime inchisd.
Reuniunea unui numdr finit de multimi inchise este multime inchisa.
Multimile R™ si () sunt inchise.

Sfera inchisd de razdi r, S,(a), centratd in a € R" este definitd prin:

Sp(a) ={z € R"[ ||z —al| < r}
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Definitia 49.12. Un punct a € R™ este punct limita (sau punct de acumulare) al mulimii
A C R™ dacd orice vecindtate redusd V° =V — {a} a lui a intersecteazd mulfimea A.

Definitia 49.13. Inchiderea A a multimit A C R™ este intersectia tuturor mulfimilor
inchise care contin mulfimea A.

Multimea punctelor din A care nu sunt in interiorul mulfimii A este frontiera multimii A
si se noteazd traditional cu OA sau Front (A); 0A=A— A

Operatia de inchidere a multimilor are urmatoarele proprietati::

I

|
U C

B =AU B;
. A,

|l

°
e A=A & A este inchisa;
e cA=VV,, V,NA#¢.
Definitia 49.14. Multimea A C R"™ este madrginita dacd exista v > 0 astfel incat
A C S,(0).
Altfel spus: |ja|| <r,Vae A

Definitia 49.15. Multimea A C R™ este compacta daca este mdrginitd $i inchisd.

O sfera inchisa S,(r) este compacta.

Exemplu 49.3. Multimea D definita prin:
D={(z,y)|z+y<lsiz>0siy>0}

este compacta.

Solutie: In adevar, multimea D este marginitd pentru ca este inclusa in sfera
$2(0) = () | 22 + 42 < 4},

Pe de alta parte, daca a € Cr2D, atunci a se afla la o distanta r > 0 de cel putin una din
dreptele z +y = 1, z = 0, y = 0. Rezulta ca sfera deschisa S,.(a) este inclusa in una din
regiunile z4+y > 1, z < 0 sau y < 0. Deci S,(a) C Cre2D, si prin urmare multimea Cgrz D
este deschisa. Rezulta astfel cad multimea D este inchisa.

Remarca 49.1. Dacd mulfimea A C R"™ este compactd, atunci orice gir (xy) de elemente
din A (xy € A) contine un subsir (vg,) care converge la un punct xy € A.

Definitia 49.16. O multime A C R" este conexd dacd nu existd doud mulfimi deschise
G4, Gy care sda aibe urmdtoarele proprietati:

ACG1UG2, AﬂGl#Q), AQGQ#Q, St (AﬂGl)ﬂ(AﬂG2>:®.
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50 Limita intr-un punct a unei functii de n variabile.

Fie f : A C R® — R! o functie reala de n variabile si a € R™ un punct de acumulare
pentru multimea A (orice vecinatate V' a punctului a contine cel putin punctul 2’ cu
urmatoarele proprietati: ' #a si 2’ € VN A).

Definitia 50.1. Functia f are limita L € R' in punctul a daci Ve > 0,30 = §(e) > 0
ai. 0<|lzx—all<d = |f(x)—L]<e.

Faptul ca functia f are limita L in a se noteaza traditional in felul urmator:

lim f(zx) =L sau flz) — L

r—a Tr—a

Ca si in cazul functiilor reale de o singura variabila verificarea faptului ca functia f are
limita L in a, pe baza definitiei 50.1 este anevoioasa. De aceea se folosesc de obicei reguli
referitoare la suma, produs, cat etc care se obtin pe o cale asemanatoare cu cea de la
functii de o singura variabila. Utilizarea acestor reguli este ilustrata in exemplul urmator:
3 - z® —y°

Exemplu 50.1. Sa se determine glcl_)n% f(z,y) unde f(z,y) = — ; (z,y) #(0,0).

2’
T
y—1 +y

w

22 — o2
2242 @yl 5

Solutie: v —2siy —1 = 22 —y?> = 3si2? +9y> =5 =

Definitia 50.2. Functia f : A C R® — R™ are limita L € R™ in punctul de acumulare
aallui A daca¥Ve>036=46(e) >0ai |[x—a| <0 = |f(x)—L|| <e. Faptul cd
functia f are limita L in a se noteazd traditional in felul urmdator:

L = lim f(x) sau f(z) — L

r—a r—a

Daca f(z1,...,xn) = (fi(z1,. . 2n), . o, fm (@1, ..., 20)) §1 L = (Ly,..., Ly,) atunci are
loc:

Propozitia 50.1.

lim f(x) =L < limfi(z)=L; i=1m.

r—a

Demonstratie. imediata O

Exemplu 50.2. Sa se determine limita lim f(z,y) unde f(x,y) = (2&,:17 —y);
T—2 T +y2

(z,y) # (0,0).

y—1

Solutie:

(2] )

Yy
— - r—y—1 = f(z,y) — (5,1).
2?2 + y? e 5 Y e fz.y) (z,y)—(2,1) ( )
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Criteriul lui Heine pentru limite:

Functia f : A C R® — R! are limitd in punctul de acumulare x = a dacd si numai dacd
pentru orice sir (xy) avdnd proprietatile: xy € A, xp # a, $i xy, ——a sirul (f(xy)) este

convergent.
Demonstratie. Aceeasi ca pentru functii de o singura variabila. m

Functia f : A CR™ — R™ are limita in punctul de acumulare x = a dacd $i numai dacd
pentru orice sir (xy) avand proprietdtile: xy € A, xy # a, $i Ty —a pentru k — oo
— 00

sirul (f(zy)) este convergent.

Demonstratie. Se aplica acelasi criteriu valabil pentru componentele fi,..., f,, ale lui
f. m
Criteriul Cauchy-Bolzano pentru limite:

Functia f: A C R* — R™ are limitd pentru x — a dacd si numai daca ¥V e >0, 36 =

de)>0ar 0< |2/ —al|<dsiO<|2"—al|<d = |f@)—=f@")|<e.

Demonstratie. Pentru m = 1 criteriul se demonstreaza la fel ca pentru functii de o singura
variabila.
Pentru m > 1 criteriul se demonstreaza aplicand acelagi criteriu pentru componentele

fiy-o, fm ale lui f. [

51 Continuitatea functiilor de n variabile.

Definitia 51.1. Functia reald de n variabile reale f : A C R® — R! este continud in
a € A daca lim f(z) = f(a).

In aceastd definitie se cere ca: lim f (x) sa existe; f(a) sa fie definita gi cele doua valori sa

r—a

coincida.
In termeni de ¢, 9 aceasta definitie este echivalenta cu urmatoarea:

Definitia 51.2. Functia f : A C R® — R! este continud in a € A dacd pentru orice
e >0 exista 6 = d(e) > 0 cu urmdtoarea proprietate:

le—all <o = |f(z) - fla)] <e.

Definitia 51.3. Functia vectoriald de n variabile reale f : A C R™ — R™ este continud
ina € A dacd pentru orice € > 0 exista § = 0(g) > 0 cu urmdtoarea proprietate:

reAgifr—all<d = |[flx)-fla)] <e
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Teorema 51.1. Functia f : A CR™ — R™, f(x1,...,z,) = (fi(z1, .- 20), o, f(T1, ..o, 20))
este continud in a € A dacd si numai dacd functiile f; : A C R™ — R! sunt continue in
a.

Exemplu 51.1. Folosind conditia de continuitate formulata in termeni de ¢, aratati ca
functiile urmatoare sunt continue in punctele mentionate:

a) flz,y)=2>+y*Inx=y=0;

b) flw,y)=@*—y*z-y)imz=1y=1;

¢) fleyy,2) =x+y+zinzr=y=2=0;

d) flr,y,2)=(*+y*+222+y+z)inz=y=z2=1.

Regulile de continuitate formulate pentru functii reale de o singura variabila pot fi
transpuse cu usurinta la functii de n variabile. Aceste reguli sunt formulate in urmatoarele
teoreme.

Teorema 51.2. Dacd functiile f,g: A C R® — R! sunt continue in a € A atunci:

i) functia f + g este continud in a;

ii) functia f - g este continud in a;

1
iii) dacd f(x) #0 VYo € A atunci functia — : A — R este continud in a.

f

Teorema 51.3. Dacd functia f : A C R* — B C R™ este continud in a € A gi
g: B CR™— RP este continud in b= f(a) € RP atunci functia compusd go f : A — RP
este continud in a € A.

Exemplu 51.2. Functia f : R? — R! defiinita prin f(z,y) = 2* + y? este continua in
orice punct (z,y) € R

Exemplu 51.3. Examinati continuitatea in (0,0) a functiei f : R? — R! definita prin

Ty .
PO daca (z,y) # (0,0)
flz,y) =
0 daca (z,y) = (0,0)
Solutie: Deoarece
2
F(,ma) = max _m m

2+ m22?2 14 m? 2—0 14 m?
functia f nu are limita in (0,0). Rezulta ca functia f nu este continua in (0, 0).

Exemplu 51.4. Analizati continuitatea in (0,0) a functiei f : R> — R! definita prin

ZEy?’

flay)=4 =Y
0 pentru (z,y) = (0,0)

pentru (z,y) # (0,0)
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Solutie: Pentru orice m € R! avem

m3x?

= 0.

Cu toate acestea functia f nu este continua in (0,0) pentru ca

) = 5 — 2 50,0,

202 20 2
De fapt, f nu are limita in (0, 0).

Teorema 51.4. [Criteriul de continuitate a lui Heine] Functia f : A C R® — R™
este continud in a € A dacd pentru orice gir de puncte (vy) cu proprietatile x, € A,
T ——— sirul de puncte (f(xy)) converge la f(a).

Teorema 51.5. [Criteriul de continuitate Cauchy-Bolzano| Functia f : A C R" —
R™ este continua in a € A dacd si numai dacd pentru orice € > 0 existda 6 > 0 cu
urmdtoarea proprietate:

vha" €A |ldf —al <O sifla" —al <5 = [f(@) - )] <e

Observatia 51.1. Daca functia f: A C R™ — R este continua in a € A atunci functia
I fll : A C R" — RL definita prin || f||(z) = || f(x)|| este continua in a.

Observatia 51.2. Generalizarea teoremelor stabilite pentru functii continue de o singura
variabila apeleaza la consideratii topologice n dimensionale.

52 Proprietati remarcabile ale functiilor continue de
n variabile.

Teorema 52.1. [marginirea| Dacd functia f : A C R™ — R™ este continud pe mulfimea
compacta A, atunci:

a) multimea f(A) este marginitd.

b) ezista a € A astfel incat || f(a)|| = sup || f(z)].
€A

Demonstratie. a) Sa presupunem prin absurd ca multimea f(A) este nemarginita. In
aceastd ipotezd pentru orice k € IN exista x, € A astfel incat || f(zg)|| > k. Sirul (xx)
este marginit i prin urmare exista un subsir (zy,) al sirului (zx) convergent la un punct

xy € A, x, — x9. Rezulta de aici ca f(xy,) —— f(20).
k;—o0 k;—o00

Prin urmare exista N astfel incat pentru k;, > N avem: || f(xy,)| < ||f(zo)|| + 1. Absurd.

b) Consideram R = sup||f(A)]|| si observam ca pentru orice k € IN exista x; € A astfel
incat

R <lf@l < R
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Pentru sirul (xj) exista un subsir zy, convergent la xy € A: xp, —— xp. Rezulta

k;—o0

f(zg,) — f(zo) si deci || f(zg,)]l — || f(x0)]|. Din inegalitatea
1 —00 100
1
R < flan)l < R
1
rezulta ca || f(zo)|| = R. O

Consecinta 52.1. Dacd f : A C R® — R! este functie continud si A este multime
compacta, atunci:

a) exista m, M € R' astfel incdt

m = inf{f(z) |z € A} M =sup{f(z)|z € A}

b) exista ¢ i d in A astfel incat f(c) =m i f(d) =M.

Definitia 52.1. Functia f : A C R™ — R! este uniform continud pe A dacd pentru orice
e >0 existda 6 = d(e) > 0 astfel incat pentru ', 2" € A avem:

lo" = 2" <6 = |f@) = f")]| <e

Teorema 52.2. Functia f: A C R"™ — R™ este uniform continud pe A dacd si numai
daca componentele scalare fi, fo, ..., fm ale lui f sunt uniform continue.

Teorema 52.3. Dacd functia f: A C R" — R™ este uniform continud pe A si A este o
multime compactd, atunci f este uniform continud pe A.

Teorema 52.4. Fie ACR", A A CR"™ si f: A— A" surjectiva. Functia [ este continud
pe A daca st numai dacd pentru orice mulfime deschisa G' C R™ exista o multime deschisa

G C R"™ cu proprietatea:
GNA=fYHa"nA).

Consecinta 52.2. Functia f este continud pe A daca si numai dacd pentru orice mulfime
inchisa F' C R™, existd o mulfime inchisa F' C R™ astfel incat:

FNA=fYFnA).

Teorema 52.5. Dacd multimea A C R™ este conexd si functia f: A C R* — R™ este
continud, atunci mulfimea f(A) este conezd.

Consecinta 52.3. Dacdi A C R" este o multime compacta si conexd $i functia
f:ACR" — R! este continud, atunci f(A) este un interval inchis.

53 Diferentiabilitatea functiilor de n variabile.

In aceasté sectiune vom defini ce intelegem prin aceea ca o functie de n variabile este
diferentiabila. Vom incepe cu analiza conceptului de de derivabilitate (diferentiabilitate)
partiala.
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Definitia 53.1. Functia f : A C R" — R! are derivata partiald in raport cu variabila x;
intr-un punct a € A daca exista limita

lim f(al, ey A1, Q4 + ]’L,CLZ'_H, ...,CLn) — f(al, ceey Ay ...,CLn>
h—0 h

st este finita.

Valoarea acestei limite se noteaza traditional cu (a) gi se numegte derivata partiald a
i
functiei f in raport cu variabila x;, in punctul a.

Definitia 53.2. Dacad functia f are derivatd partiald in raport cu variabila x; intr-o

vecindtate V' a punctulut a atunce functia x — (x) definita pentru x € V' se numesgte

i
deriwata partiald a functiei f in raport cu x;.

Observatia 53.1. Pentru a calcula derivata partiala in raport cu x; se deriveaza in mod
obignuit in raport cu x; considerand celelalte variabile constante. In acest scop se folosesc
regulile obignuite de derivare a sumei, produsului si a catului de la functii de o singura
variabila.

Exemplu 53.1. In cazul functiei f(z,y,2) = 2®y+x-siny + g; z # 0 derivatele partiale
z

0 0 1 0
—f:2:(;y—i—smy, —f:;(;2—|—gjcosy_|__; _f— Yy
z

ox Jy 0z 22

sunt:

n n
In cazul functiei flxy,...,zp) = Z Z a;;xiT;, (x1,...,2,) € R" derivatele partiale sunt:

=1 j=1
of &
(()_:Ek = Z(ak]’ + Cij)l’j.

Jj=1

Definitia 53.3. Functia f : A C R" — R™ are derivata partiald in raport cu variabila

z; intr-un punct a € A dacd componentele scalare fi,. .., fm ale functiei f au derivate
0 Ofm . .
partiale in raport cu x; in a. Vectorul (afl (a),..., 8f (a) ) se numeste derivata partiald
€T; €T;

a lui f in raport cu x; in a si se noteazd cu 5 (a)
T

gi(a) = (gi(a),...gf;’j(a)).

Daca functia f = (f1, ..., fm) are derivata partiala in raport cu variabila z; pe o vecinatate

V a lui a atunci functia V' 3> x — () se numeste derivata partiald a lui f in raport

%

0 dfr 0 fm
Vare ai(m): (aii(x),..., aj;i (a:))

cu x;:
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Exemplu 53.2. In cazul functiei f(z,y,2) = (x +y + 2,2y + ©2 + yz, xyz), derivatele
partiale sunt:

0 0
g—i = (Ly+zy2); a—i = (Lz+222); a—ﬁ = (Lz+y,zy).
Definitia 53.4. Functia f : A C R™ — R! este derivabild dupd directiau € R"™ (|Jul] = 1)
intr-un punct a € A dacd exista limita:

i Ja+tew) = f(a)

t—0 t

i este finitd.

9, . .
Valoarea acestei limite se noteza traditional cu V, f(a) sau a—f(a) si se numegte derivata
u

dupa u a lui f in a.
Observatia 53.2. Fie ¢; = (0,...,0, 1 ,0,...,0), i = 1,n. Derivata functiei f dupa

directia e; in a este:

0 0
Ve (@) = o) = L a),

Prin urmare derivatele partiale sunt cazuri particulare de derivate dupa directie.

1=1,n.

Exemplu 53.3. Daca u = (uy,u,) si f(z,y) =« - y atunci

= Uy =Y Uy + T Uy,
ox oy Y Y + Y

Definitia 53.5. Functia f = (f1,..., fm) este derivabild dupa directia u € R™ (||u|| = 1)
intr-un punct a € A dacd exista limita:

o flatteuw) — fla)

t—0 t

Aceasta limita se numeste derivata dupa v a lui f in a si se noteza cu V, f(a) sau %(a).

Se vede usor ca are loc egalitatea:

Vuf(a) = (vufl(a)v s 7Vufm(a))'

Observatia 53.3. Derivata dupa directia u: V, f(a) exista daca i numai daca derivatele
componentelor scalare fi,..., fp, ale lui f dupa directia u: V, fi(a),..., V. fm(a) exista.

Exemplu 53.4. Derivata dupa directia v = (u,, vy, u,) a functiei f(x,y,2) = (zy + 22+
yz, xyz) n (z,y, z) este:

Vil (2..2) = (g + 2 + (@ + 2y + (@ + y)usyz - ug + 020, + 2y - us),
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8§-’i = 1,n ale functies f : A C R — R!

existd pe o wvecindtate V a punctului o € A si sunt functii continue in punctul a

Teorema 53.1. Daca derivatele partiale

0 -
(V DT 8_f’ i =1,n functii contz’nue) atunci are loc urmatoarea eqalitate:
xZ;
1 " Of
lim — | f(a+h) — f(a) — a)-h;| =
i | a0 = @) = 3 )
Demonstratie. Se considera punctele v; = (a1, a9, ...,a; + hj, aj41 + Rjp1, ..., 0n + hy)

pentru j = 1,n precum si v,y = a si se reprezinta diferenta f(a + h) — f(a) sub forma:

n

fla+h) = fla) = _[f(v;) = f(vj41)] =

j=1
:Z%(vﬁﬁr@-hj-ej)-hj
g=1 "7
cub; €0,1], i=1,nsie; =(0,..,0,_1 ,0,...,0).

De aici rezulta:

" oS 1 [of af
f(a“‘h)_f(a)_za_xi(a)'hi]—miz;[a—xi(viﬂ—f-@i'hi'@i) 8902() <.

1
7l
Observam acum c& ||v;sq +6; - h; - e; — a|| < ||h]],i = 1,7 si de aici rezulta ca dacd pentru
orice € > 0, exista 0 = d(g) > 0 cu proprietatea

of af € —
HhH<5:>‘a_xi(vi-&-l"i‘ei'hi'ei)_ami(a) < i=1,n
atunci
<5 e+ m - 1@-3 Za) | <
Tl D gy @) hil <

O

Comentariu: In conditiile teoremei 53.1 functia f este derivabila dupa orice directie

0
u = (ug,...,u,) In a gi are loc egalitatea V, f(a) = 8f (a) - u;, iar pe o vecinatate a
punctului "a” functia f se poate aproxima cu un pohnom de n variabile de gradul intai:

fa+n) = fa)+> 2oy e

Definitia 53.6. Functia f: A C R" — R este diferentiabild in a € A dacd are derivate
partiale in raport cu fiecare variabild x; in punctul a si

1
fim o | @t h) = fla) = D 7o) - | =



Functia d,f : R® — R definitd prin

dof(h) = - h; h e R"

=3 5@

se numegte diferentiala Fréchet (derivata Fréchet) a lui f in a.

Observatia 53.4. Diferentiala Fréchet a lui f in ”a” este un polinom omogen de gradul
intai in variabilele hy, ho, ..., h,. Pentru orice h € R™ cu ||h|| = 1 are loc egalitatea

da(h) = Vi f(a).

Exemplu 53.5. Urmatoarele functii sunt diferentiabile Fréchet si diferentialele lor
Fréchet sunt:

a) f(z,y) =2+ y? duyf(he hy) =22 hy +2y - hy,
b) flz,y) =2y, dayf(he hy) =y-he+2x-h,
C) f(l’,y,Z) ::c'y+x~z—|—y~z, d(at,y,z)f(hwahyahz) = (y+z)hw+(x+z)hy+(x+y)hz

Observatia 53.5. Daca functia f :C R"” — R este diferentiabila in a € A atunci f este
continua in a.

Definitia 53.7. Functia f : A C R® — R™ este diferentiabila in a € A dacd fiecare
componenta scalard fi,..., fm: ACR" = R™ a lui f este diferentiabild in a.

Functia d, f : R" — R™ definita cu egalitatea:

dof Z(ng -)-ej heR"

=1

este diferentiala (derivata) Fréchet a lui f in a. Undee; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) € R™.
J

” 0

Diferentiala Fréchet a lui f in "a” este un sistem ordonat de m polinoame omogene de
gradul intai in variabilele hq, ho, . .., h, care sunt diferentialele Fréchet ale componenetelor
scalare a lui f.

Exemplu 53.6. Functia f : R* — R? definita cu formula
f(w1, 20, 23) = (212973, 27 + 75 + 23)
este diferentiabild Fréchet in orice punct (1,2, z3) € R? si are loc egalitatea
Ay o zs f (R, ho, hy) = (xazshi+x123he+2 12003, 201 hy+220he+223h3), V (hy, he, hs) € R?

Definitia 53.8. Matricea aplicatiei liniare d, f : R™ — R™ se numeste matricea Jacobi a
lui f in a. Aceasta este o matrice m X n si elementele sale sunt date de:

nh = (5w)
4uf(h) = Ju(F) b
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Exemplu 53.7. Functia f : R" — R™ definita cu formula:

f(&}l, . ,SL’n> = Y (Zn: aijxj> - €

este diferentiabila Fréchet in orice x € R™ si au loc urmatoarele egalitati:
dyf(h) = Z (Z aijhj> £ €
i=1 \j=1

5= (52@) = (@)

Observatia 53.6. Daca functia f : A € R” — R™ este diferentiabila in @ € A atunci f
este continua in a.

Teorema 53.2. Daci f : A C R* — B C R™ este diferentiabild in a € A si
g: B CR™— RP este diferentiabila in b = f(a) €B atunci h = g o f este diferentiabild
in a si are loc egalitatea:

d.h = dpgod,f.

Demonstratie. f este diferentiabila in a € A =

f(x) = fla) = dof(x = a) + &1(2) - [[x —a]| cu &(z) — 0

r—a

g este diferentiabila in b = f(a) =

9(y) — g(b) = dpg(y —b) +e2(y) - [ly = bl cu ex(y) — 0

y—b

De aici rezulta:

h(x) = h(a) =g(f(x)) = 9(f(a)) = dog(f(x) = f(a)) + e2(f(x)) - [[f(x) = f(a)]]
=dpg(dof(zx — a) +e1(x) - | — al|) + e2(f(2)) - ldof (x — a) + e1(2) - [l — all]
=dpg o dof(x — a) + ||z — alldeg(e1(x)) + [|daf (x — a) + &1 (z) [z — alll]) - £2(f (x)).

Prin urmare avem:

h(x) — h(a) — dyg o dof(x — a)
| — al

dof(x = a) +ex(@) - [l = alll]
[ = all

83(1‘) =

:dbg(sl(:v)) + 62(f(93))

si astfel:
les(@)|| < lldvgll - llex (@) + (dafl] + llex(@)]]) - lle2(f (2))]]

De aici rezulta egalitatea:
lim e3(x) = 0.

r—a

121



Observatia 53.7. Matricea Jacobi a functiei h in a este produsul matricei Jacobi a lui
ginbgialu fin a:

Exemplu 53.8. Se considerd f : R? — R? definita cu formula f(z1, ) = (21 +x9, 1 -22)

si g : R? — R? definita cu formula g(p,0) = (pcosb, psinf). Sa se determine h(p,0) =
(f 0 9)(p,0) si Oh Oh
o i—, —.
g p7 > 8p7 89

Consecinta 53.1. Daca bijectia f : A C R — B C R” de la multimea deschisd A la
multimea deschisd B este diferentiabild in a € A si f~' : B — A este diferentiabild in
b= f(a) atunci d,f : R — R" este un izomorfism si

(daf)_l = df(a)f_l'

Aceastd afirmatie rezulta din egalitatea f~! o f = I folosind regula de diferentiere a
functiilor compuse.

54 Proprietati fundamentale ale functiilor diferentiabile.

Teorema de medie (Lagrange) (cresterilor finite) Fie x,h € R™ gi multimea
[z, x + h] definita prin:

[T,z +h]={z+theR"|0<t <1}
Aceasta multime se numeste segment inchis care uneste x cu x + h.
Consideram o functie f: ACR® = R', A=Asiz,z +hec A

Teorema 54.1. Dacd sunt indeplinite urmdatoarele conditii:

a) [x,x+h]CA

b) f este diferentiabild in toate punctele segmentului [x,x + h]

atunci existd to € (0,1) cu urmatoarea proprietate:

Flat )~ F) = def (1) =

=1

)

Demonstratie. Se considera functia p(t) = f(x + th) pentru t € [0,1]. Functia ¢ este
derivabila in orice punct t € (0,1) si ¢'(t) = dyyenf(h). Deoarece f(z + h) — f(z) =
(1) — ¢(0) aplicam teorema Lagrange (cresterilor finite) functiei ¢ pe segmentul [0, 1] si
obtinem ca exista ty € (0,1) cu proprietatea:

P(1) = (0) = ¢'(to) = durtonf(h) = Z gi (z +toh) - hy
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Observatia 54.1. Daca functia de n variabile este vectoriala; f: A C R" — R™, m > 1
atunci teorema precedentd nu mai este adevarata. Astfel de exemplu pentru functia
f(t) = (cost,sint), t € [0,27] (n = 1,m = 2) teorema nu este adevarata pentru ca
f(2m) — f(0) # f'(to) - 27 pentru orice tq € [0, 27].

In cazul functiilor vectoriale de n variabile, f : A € R" — R™, m > 1 teorema lui
Lagrange (a cresterilor finite) este urmatoarea:

Teorema 54.2. Dacd sunt indeplinite urmdtoarele conditii:

a) [x,x+h] C A
b) f este diferentiabild in toate punctele segmentului [x,x + h]

¢) lldornfll <M, Vite[0,1]
atunci || f(z +h) = f(x)|| < M -|[A]] .

Demonstratie. Se considera din nou functia ¢(t) = f(xz + th), t € [0,1] si

n

W(t) = Z(%(l) —¢i(0)) - pi(t), t €]0,1]. Pentru functia v exista ty € [0, 1] cu proprie-
i=1

tatea: ¥ (1) — ¥ (0) = 1)/(to). De aici rezulta:

Y lpi) = @i0)F =) _[wi(1) = 9i(0)] - ¥l(to) <

i=1 =1
1

< [Z[%(l) - 901‘(0)]2] : [ZM(%)]ZI < M- |[A[l - l(1) = O0)]

=1

Rezulta in acest fel inegalitatea:

l(1) = @) < M - ||A]

Extreme locale (Teorema Fermat; punct stationar)

Definitia 54.1. Functia f : A C R* — R! are un mazim local in a € A dacd existi o
vecindtate deschisa V, C A a punctului a cu proprietatea: f(x) < f(a), Vx € V,. Dacd
f(z) > fla), Yx €V, atunci f are in a un minim local.

Teorema 54.3. Dacd functia f este diferentiabild intr-un punct a € A si punctul a este

un extrem local pentru f atunci (¢) =0 pentrui=1,n.

8%;

Demonstratie. Pentru h € R™ si t € R! suficient de aproape de 0 consideram functia
o(t) = f(a+ th). Functia f are In t = 0 un maxim sau un minim local si este functie
derivabila. Rezulta ca ¢'(0) = 0 adica

go'(()):zgj(a)-hizo VheR"



Rezulta de aici egalitatile:

ajUi(a)zO, i=1,n.

]

0
Conditiile 6f
maxim sau minim local pentru f.

(a) = 0, ¢ = 1,n nu sunt suficiente pentru ca punctul a si fie punct de

0 0
Exemplu 54.1. Daca f(x,y) = xy atunci a—f =ysi 8_f = x. De aici rezulta ca punctul
z Y
0 = (0,0) este singurul punct care ar putea fi punct de extrem local pentru f. Pe de alta
parte pentru orice § > 0 avem f(§,0) = 6% si f(—d,0) = —0% < 0. Prin urmare in orice

vecinatate a lui 0, f are valori pozitive si negative. Rezulta de aici ca (0,0) nu este nici
maxim nici minim local pentru f.

Definitia 54.2. Un punct c este stationar pentru f dacd %(C) =0 pentrui = 1,n.

Ca si in cazul functiilor de o singura variabila punctele stationare se clasifica cu ajutorul
aproximarii Taylor.

ofi . . -
/ .t =1,m, 5 = 1,n ale functiei

0z,
f:ACR" — R™ sunt continue atunci functia f este de clasi C' pe A.

Definitia 54.3. Dacd derivatele partiale A > x© —

Teorema 54.4 (de inversare locald). Dacd functia f : A C R" — R™ este de clasd C!

pe multimea deschisa A si matricea Jacobi J,(f) = (25 (a)) este nesingulard (adica
j nxn

det(af (a)) # 0), atunci existd o vecindtate deschisda U, a punctului a si o vecindtate
L

deschisd Vi, a punctului b = f(a) cu proprietatea: f : U, — V, este bijectiva. Mai mult,
functia inversd f~1: Vi, — U, este diferentiabild in b= f(a) si are loc egalitatea:

dyf ' = (dof)~"

Demonstratie. demonstratia este tehnica si va fi omisa. O

Exemplu 54.2. Functia f(p,0) = (pcos@, psin @) definita pentru (p,0) € R?, p # 0 este
local inversabila.

Functia f(p,0, ) = (psinfcos g, psinfsin ¢, pcos ) definitd pentru (p, 0, 0) € R3, p # 0
este local inversabila.

Functii implicite: Fie A C R" si B C R™ doua multimi deschise gi f: Ax B — R™ o
functie. Notam cu fi, fo, ... , f componentele scalare ale functiei f: f = (f1, fo, ..., fin)
si consideram sistemul de ecuatii:

fl(xlnya vy Ty Y1, Y2, 7ym) =0
(*) f2($17$2a'-->$n>y17y27"'7ym) =0

fm(xlyx% cey Ty Y1, Y2, 7ym) =0
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Definitia 54.4. O functie p : A’ C A — B, ¢ = (¢1, 92, ..., pm) care verifica egalitdtile:

fi(zy, e, ooy Ty @1(X1, Toy ooy )y ooy P (T1, Ty ooy T)

T 0
(54) fo(z1, e, oy Ty, @1(X1, Toy ooy )y ey P (X1, Ty ooy T))

(@1, 20, ooy Ty p1(21, Ty ooy T) s ey P (X1, Ty oy ) = 0
pentru orice (1, Ta, ..., x,) € A" se numeste functie definitd implicit de sistemul de ecuatii
Sistemul de ecuatii (*) poate fi scris sub forma
fla,y) =0

unde = = (1,22, ..., Tp) $1 Y = (Y1, Y2, -+, Yn)-
Teorema 54.5 (de existentd si unicitate a functiei implicite). Dacd functia f are
urmdtoarele proprietdti:

1) dac Asibe B a.i. f(a,b) =0

2) f este de clasi C' pe A x B

3) diferentiala Fréchet dyf, : R™ — R™ este izomorfism (unde f, : B — R™ este
definita prin f,(y) = f(a,y)), atunci exista o vecindatate deschisa U, a lui "a”, o
vecindtate deschisda Vi, a lut " si o functie p : U, — Vj care are urmdtoarele
proprietdfi:

i) pla) =b
ii) f(z,p(z)) =0 Vrel,
iii) o este de clasd C* pe U, si diferentiala lui ¢ este datd de:
dyp = _(dyf:c)_l o (dxfy)

unde: f.(y) = f(x,y), fy(x) = f(z,y) siy=o(x).

Trebuie subliniat faptul ca functia ¢ definita implicit, in general, nu poate fi exprimata
in mod explicit.

Aplicatie 54.1

a) Gasiti functia y = ¢(z) definita implicit de ecuatia 22 + y* = 1.

b) Aratati ca ecuatia y° +y — 2 = 0 definegte implicit o functie y = ().
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55 Diferentiala de ordin superior.

Fie functia f : A C R™ — R™ o functie care are derivate partiale pe multimea deschisa
A, in raport cu fiecare variabila z;, j = 1,n .

Definitia 55.1. Functia f are deriwvate partiale de ordinul al doilea in a in raport cu
0
fiecare variabild xy dacd fiecare derivata partiald x — 8_f este deriwabild partial in a € A
L
in raport cu fiecare variabild xy,
ofi
Derivata partialda in raport cu wvariabila xp a deriwatei partiale 8_f se noteazd cu
L
O*f : 9 of 0*f
(@), ie. (L )(a) =
01,0z, Oz, Oz, O0x,0x;

al doilea al functier f.

(a) si se numeste derivata partiald de ordinul

Exista n? derivate partiale de ordinul al doilea.

Exemplu 55.1. Consideram functia f(z,y) = 2? + y? + e®cosy, pentru care exista
derivatele partiale de ordinul intai in fiecare punct (z,y) € R? si sunt date de:

0 0

—f:2x+excosy —f:2y—ewsiny

or dy
Derivatele partiale de ordinul intai ale lui f au la randul lor derivate partiale si in fiecare
punct (z,y) € R? avem:

i(a_f)_aQ—f—Q—i—excos 2(%)_ O’ = —e”sin
ox 0x’ 022 Y oy 0z’ Oydx Y
or dy’  0Oxdy ¢ oy Oy oy’ o0y © oy

Aceste derivate partiale sunt derivatele partiale de ordinul al doilea.

Definitia 55.2. In general, functia f are derivate partiale de ordin k in a € A in raport
cu toate variabilele, dacd f are derivate partiale de ordin (k — 1) in raport cu toate
variabilele pe o vecindtate deschisd a punctului a $i fiecare derivata partiald de ordinul
8k_1
(k—1): —f are derwate partiale in a prin raport cu toate variabilele x;j, .
axjkfl T ale
ak—lf

ax]’kfl o 'amjl

Derivata partiald )(a) va fi numitd derivatd partiala de ordinul k a

83:.7/9 (
lui f si va fi notatd cu:
8kf o 8k_1f
() = 5
Ik

)(a)

axjkaxjkfl o ale axjk—l T ax]ﬁ

Exemplu 55.2. Sa se determine derivatele partiale de ordinul 4 ale functiei f(z,y) =
2 4y + e” cosy.
Afi

Definitia 55.3. Dacd derivatele partiale x — e, sunt diferentiabile in punctul a € A
l’,

atunci f este diferentiabila de doud ori in punctul a.
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Definitia 55.4. Derivata (diferentiala) Fréchet de ordinul al doilea a functiei f in punctul
a este prin definitie functia d2f : R™ x R"® — R™ definitd cu formula:

m n 8 fl
a2 f (u)( Z (ZZ o 8xk vk> e
i=1 \j=1 k=1 7

u,v € R, ¢, =(0,...,0,1,0,...,0), i = 1,m.
d>f este un sistem ordonat de m forme biliniare in variabilele uy, g, . .., Up, V1, Vo, . . ., Uy
Teorema 55.1. Derivata (diferentiala) Fréchet de ordinul al doilea are proprietatea:

lim |Hda+uf( v) = daf(v) = dg f(u)(v)[| = 0, veER"

u=0 [|u|
Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. O

Polinomul d,, f se poate aproxima cu polinomul d, f + d2 f(u).

Teorema 55.2. [de intervertire a ordinii de derivare; Schwarz.] Dacd functia f
este diferentiabila de doud ori in a, atunci au loc urmdtoarele eqgalitdti:

2f P e

= =1 k=1n
0@-8@ “ (%ckaxj “ g 1

Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. 0
Exemplu 55.3. In cazul functiei f(z,y,z) = (zy + 22z + yz, xyz) verificati egalitatile:

*’f  0*f *’f  O*f *f f
0xdy  Oydx 0xdz  020x dydz 020y

Teorema 55.3. [Criteriu de diferentiabilitate de ordinul al doilea.] Daca
2 f.

deriwatele partiale de ordinul al doilea existd pe o vecindtate deschisd a punctului

O fi
Oz ;j0xy,

a st dacd acestea sunt functii continue in a, atunci f este diferentiabila de doud ori in a.

Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. O

akfl f
O, - Oy,
diferentiabile in a € A, atunci zicem ca f este diferentiabila de k ori in a si derivata
Fréchet de ordinul k a lui f in a este prin definitie functia d*f : R" x --- x R* — R™,

CCITRATED 9190 5 S S U I R

i=1 \j1=1j2=1 Jr=1

Definitia 55.5. Dacd derivatele partiale de ordinul k — 1: © — sunt

Teorema 55.4. Derwata Fréchet de ordinul k are urmatoarea proprietate:

o OHukHH P F W) (@) =BT () () - (P —dE f () (u?) - (uF)] =0
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Demonstratie. Demonstratia este tehnica i este omisa. O]

Teorema 55.5. [de permutare a ordinii de derivare] Dacd functia [ este
diferentiabila de k-ori in a, atunci au loc urmdatoarele eqgalitdti:

0" f; " f;

(a) = (a)
0,015, - - - Oxj, 0%o(j;)0To(jy) * - - OTo(jy)

Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. O

Teorema 55.6. [Criteriu de diferentiabilitate de ordin £.] Daca functia f
are derivate partiale de ordinul k intr-o vecindtate a punctului a si acestea sunt functii
continue in a, atunci f este diferentiabila de k-ori in a.

Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. O]

56 Teoremele lui Taylor.

Teorema 56.1. [formula lui Taylor cu rest integral] Daca functia f : A C R™ — RP
are derivate partiale de ordinul m + 1 continue pe mulfimea deschisa A (A = A ) si
segmentul inchis [z, x + h] este inclus in A, atunci:

m

1 1, 1 ——
Fleth) = f)+ def(h) + o FONH) +o e TR () +
1 mil
s [ o a

Demonstratie. Functia g(t) = f(x 4 th) pentru t € [0, 1] verifica relatiile:

k

dk P NE— -
I— gy =di f(h)---(h) k=T,m+1

Atk
Pe de alta parte ea verifica si relatiile:
d 1—t (1—t)m

Doy + ) o S gy = T g

o) = 900) + G300+ + =g (O] = = [ (1= g )

De aici rezulta egalitatea:

1 1 5 I .o
Jlah) = f@)+ 5daf () + @ F0)E) + -+ f () - () +

1 1 P
+ m/0(1—t)m~d;;ft;f(h)---(h) dt
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Teorema 56.2. [formula lui Taylor cu restul lui Lagrange] Dacd funclia este
diferentiabild de m + 1 ori pe multimea deschisd A: f: A CR"™ — RP i |[d"T f]| < M
pe segmentul [x,z + h] C A atunci are loc inegalitatea:

0~ 1)~ s — Ly <
’ e ml' = m+ D)
Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. O
Teorema 56.3. [formula lui Taylor cu restul 0 (||2||™).]  Dacd functia f este

diferentiabila de (m — 1) ori pe multimea deschisa A, este diferentiabild de m-ori in
x € A gi segmentul [z, x + h] este inclus in A, atunci are loc inegalitatea:

m

1 1 " —— m
1f (@ +h) = f2) = ydef(h) = = —5dg f (R) - (R) | = O([|R]™)
Demonstratie. Prin inductie dupa m. O]

57 Teoreme de clasificare a extremelor locale.

Teorema 57.1. Dacd functia f : A C R® — R are derivate partiale continue de ordinul
al doilea pe multimea deschisd A si d,f =0 in punctul a € A, atunci:

v

i) dacd f are in a un minim local, atunci d2f(h)(h) >0
0

i) dacd f are in a un mazim local, atunci d2 f(h)(h)

IN

Demonstratie. Consideram formula lui Taylor:
1 1
Flath) = f(a) + 1daf (h) + 2 FR)(R) + O(])
si o scriem sub forma:

fla+h) = fla) = %dif(h)(h) +O([Ih]1%)

i) dacé a este un punct de minim local pentru f, atunci exista r > 0 cu proprietatea:

1
Irl < b= fla+h) = f(a) = 5def (R)(R) + O(IIF*) = 0
pentru b € R"(h # 0) si t € R' cu proprietatea [t]| < ||TT|| avem

L2 f(th)(th) + O(|th][?) > 0

21
1 O([[h]*)
l5def (R)(B) + [IA]]* - W] >0
O([lzhl*)
daf (h)(h) + [ R]* . 20

De aici rezulta inegalitatea d2 f(h)(h) > 0.
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ii) Cea de-a doua afirmatie se demonstreaza analog,.

]

Teorema 57.2. [conditie suficienta de extrem local] Presupunem cd functia
f:ACR"®— R are derivate partiale continue de ordinul al doilea pe multimea deschisd
A sid,f =0 intr-un punct a € A.

2
i) Dacd d2f(h)(h) >0, Vh € R™ gi det(aaaf (a)) # 0, atunci f are in a un minim
;0T

local;

2
i) Daca d>f(h)(h) <0, Yh € R" gi det(ajé]; (a)) # 0, atunci f are in a un mazim
el

local.

Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. U
Exemplu 57.1. Determinati si clasificati punctele stationare ale functiei:
fla,y) =a* —y* = 2(2* — y?)
Exemplu 57.2. Determinati valorile lui k& pentru care functia
f(z,y) = k(e —1)sinz — cosx cos 2y + 1
are minim local in O = (0, 0).

Exemplu 57.3. Determinati i gasiti natura punctelor stationare ale functiilor urmatoare:

a) flx,y) =2® +y* + 2z + 4y + 10;
b) fz,y) =2’ +y° + 3uy;

c) f(z,y) =sin®x-cosy+sin’y-cosx, 0 <z <m 0<y<m.

58 Extreme conditionate.

Fie functia f : A C R® — R!, definitd pe multimea deschisa A si I' C A multimea::
I'={zeAl|g(z)=0 i=1p}

unde g; sunt functii g;: A = R, p<n .
Presupunem ca f si g;, i = 1, p, (p < n) au derivate partiale continue pe A.

Definitia 58.1. Dacd restrictia f/,I" are extrem local intr-un punct a € I', zicem cd acest
extrem este un extrem conditionat (legat) (de ecuatiile g;(x) =0 i=1,p).
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Teorema 58.1. Daca diferentialele d,g1,- -+ ,dag, : R™ — R' sunt liniar independente

st [ are in punctul a un extrem legat, atunci existd p constante \i,--- ,\, cu urmatoarea
proprietate:
p
daf = Z )\idagz
i=1

sau echivalent

Demonstratie. Demonstratia este tehnica si este omisa. O

Exemplu 58.1. Determinati extremele legate in urméatoarele cazuri:

a) f(z,y) =2° g(x,y) =2 +6xy +y*> —1
b) f(z,y) =2y, g(x,y) =22+ 3y — 1

o) flz,y,2) =2+ 9y + 2% glz,y,2) =x+y+2z—1

59 Integrala Riemann-Darboux dubla pe un interval
bidimensional.

Integrala Riemann-Darboux pe un segment [a,b] prezentata pentru functii reale de o
variabila reala poate fi generalizata cu usurinta la integrala Riemann-Darboux dubla pe
un interval bidimensional pentru functii reale de doua variabile reale.

Definitia 59.1. Se numeste interval bidimensional real o multime A C R? care are
proprietatea:

A = [a,b] X [c,d]
unde [a,b] si [c,d] sunt segmente pe aza reald.

Definitia 59.2. O partitie P a intervalului bidimensional A este o mulfime finitd de
intervale bidimensionale A1 =1,2,...,m;j =1,2,...,n, de forma:

Aij = [902‘—1,%] X [yj—hyﬂ

unde:
a=20<T1<..<Tp=b s c=y<py<..<y,=d

Fie f o functie f : A — R marginita pe A gi m, M astfel incat:
m< flz,y) <M VY(z,y) €A
Functia f este marginitd pe fiecare subinterval A;; si notam cu:
my; = inf{f(z,y)|(z,y) € Ay}
M;; = sup{f(z,y)|(z,y) € Ay}
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Definitia 59.3. Suma superioard Darbouz corespunzatoare partitier P este prin definitie

numdarul:
m n

Up(P) = > Mij(x; — xi1)(y; — yj-1)

i=1 j=1

Definitia 59.4. Suma inferioara Darboux corespunzdtoare partitier P este prin definitie
numdrul:

Ly(P) = muj(w: — xi1)(y; — y-1)

i=1 j=1

Propozitia 59.1. Oricare ar fi partitia P a intervalului bidimensional A au loc
urmdtoarele inegalitdfi:

m(b—a)(d—c) < Ly(P) <Up(P) < M(b—a)(d—rc)

Demonstratie. analoaga cu cea din cazul unidimensional. O
Remarca 59.1. Propozitia 59.1 arata ca multimile

L; = {L;(P)|P partitie a intervalului A}

Uy = {U¢(P)|P partitie a intervalului A}

sunt marginite.
Fie Ly = sup Ly si Uy = inf Uy.
Propozitia 59.2. Are loc inegalitatea:

,CfSUf

Demonstratie. asemanatoare cu cea din cazul unidimensional. O

Definitia 59.5. O functie marginita f : A — R este integrabila Riemann-Darboux pe A
dacd Ly = Uys. Aceastd valoare comund se noteazd cu:

[ 1w dedy =z, -1,
A

si se numeste integrala dubla Riemann-Darbouz a functiei f pe intervalul A.

Teorema 59.1. Dacd functiile marginite f,g : A — R sunt integrabile Riemann-
Darboux pe A atunci toate integralele care apar in relatiile urmdtoare existd si relatiile
sunt adevarate:

(1) //(af+ﬁg)d:cdy:a//fdxderﬁ//gda:dy
2) //fdxdy://fdxder//fdxdy

pentru orice descompunere A = A1 U Aq, Ay, Ay intervale cu Aol N AOQ =
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(3) daca f(x,y) < g(z,y),V(z,y) € A atunci //f(x,y) dedy < // g(x,y)dx dy
A A

W[ reasag) < [[ 1)l dvy
A A

Demonstratie. analoaga cu cea din cazul unidimensional. O]

Remarca 59.2. Daca f : A — R este marginita si integrabila pe A atunci f este
integrabila pe orice subinterval A’ C A. Mai mult, daca A = A UA,U...UA,, unde A,
sunt intervale cu proprietatea A7 N A$ = (), Vi # j atunci:

//f(x,y>d:cdy=fj//f(w)dmdy

Teorema 59.2. Daca f : A — R este o functie continud pe A atunci | este integrabila
Riemann-Darboux pe A.

Demonstratie. analoaga cu cea din cazul unidimensional. O]

Definitia 59.6. O functie f : A — R se zice continud pe portiuni dacd existd o partifie
P ={Ay,.., Ay} aintervalului A si functiile continue f; : A; — R,i = 1,2,...,n astfel
incat f<x7y> = fo,y),V(ﬂ?,y) € Az

Teorema 59.3. O functie continud pe portiuni este integrabila Riemann-Darboux si are
loc egalitatea:

//f(x,y)dxdyzZ//fi(x,y)dxdy

A =1A

Demonstratie. analoaga cu cea din cazul unidimensional. O

Teorema 59.4 (Teorema de medie in cazul bidimensional). Dacd functiile f,g : A — R
sunt continue si g(x,y) > 0 oricare ar fi (x,y) € A atunci existd (§,m) € A astfel incadt:

//f(m,y)-g(x,y)daﬁdny(E,n)-//g(fﬂ,y)d:vdy

Demonstratie. analoaga cu cea din cazul unidimensional. O]

Consecinta 59.1. Daca f este continud pe A atunci existd (§,n) € A astfel incat:

/ / f(x,y) dedy = £(€,m)(b— a)(d — )
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60 Calculul integralei Riemann-Darboux duble pe un
interval bidimensional.

Dorim sa aratam ca in anumite conditii calculul integralei duble pe un interval bidimen-
sional se reduce la calcularea succesiva a integralelor unor functii de o singura variabila.
Fie A = [a,b] X [c,d] un interval bidimensional si f: A — R.

Teorema 60.1. Dacd functia [ este integrabila pe A i daca pentru orice x € [a,b]
(x - fixat) functia f.(y) = f(x,y) este integrabild pe [c,d], adicd:

1) = [ £y = [ 1.dy

existd, atunci integrala succesiva:

exista de asemenea st are loc egalitatea:

{/f(ac,y)d:cdy:a/<c/f<x7y>dy>dx

Demonstratie. Se considera partitiile:

Po={a=z0<21<..<xp =0} alui [a,b]

si
P ={c=yw<y<..<y,=d}alui [cd]
Multimea de intervale bidimensionale P = {A;;}, unde A;; = [z;_1, 7] X [yj—1,y;],7 =
1,2,...,m;j =1,2,...,n, este o partitie a lui A.
Notam:

mi; = inf{ f(z,y)|(x,y) € Aij}

M;; = sup{ f(z,y)[(z,y) € Ay}
Pentru (z,y) € A;; avem my; < f(z,y) < Myj,i=1,2,...,m;5=1,2,...,n.
Rezulta:

Y5
mig - (Y —yi-1) < | fl@y)dy < Mij - (y; = yj-1)
Yj-1

i=1,2,...,m;j=1,2,...,n,x € [x; 1,7
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Deducem de aici inegalitatile:

miy -y —y) < it / fly)dyle € [rimr, ]} <

Yj—

< /fx y dy<sup{/ffvy dy|z € [zi, 2]} <
Yi-
< Mij (Y5 = Y1)
i inmultind cu (z; — x;_1) obtinem:
uj
mij - (Y5 — yi) (@i —wi1) < (@ — xi0) 'ifl}f{ / f(z,y) dylz € [x;q, 2]} <

Yj—1

VAN

(xi—xi_l)/f(x,y)dyg

Yj—1

< (21— 1) - sup / f(y) dylz € (i, 2]} <

Mij - (y5 — yj—1) (@i — ziq).

IN

Prin insumare dupa i, j rezulta:

L(P) < Lio(P) £ 3 3 (o = i) [ (o9 dy < Vs (P) < Uy(P)

=1 =1
! J Yj—1

Intrucat:

sup L¢(P) = inf Uf(P) = / f(z,y)dzdy

d
/fxydy

>

rezultd ca:

sup L) (Py) = inf Uy

\@

si obtinem egalitatea:

//f(x,y)dxdyz/b /dfx y)dy)d

]

Remarca 60.1. Schimband rolul lui « cu rolul lui y obtinem urmatoarea afirmatie:
Daca f este integrabila Riemann-Darboux pe A si daca pentru orice y fixat functia
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d b
fy(x) = f(z,y) este integrabila pe [a,b] atunci integrala succesiva /(/ f(z,y)dx) dy

exista si are loc egalitatea:

//f(x,wdxdy:/d</bf<x,y>dx>dy

Teorema 60.2. Dacd f: A — R este continud atunci functia:
)= [ s dude
[a,2] X [c,y]

definita pentru (z,y) € A este de clasi C* pe A.
2

In plus, derivata partiala de ordinul al doilea existd si are loc egalitatea:

x0y

PPE
oxdy

flzy)  V(z,y) €A

Demonstratie. Functia F(z,y) se reprezinta sub forma:

F(x,y):]/yf(u,v)dudv:](if(u,v)dv)du:/y(]f(u,v)du)dv

Teorema 60.3. Dacd existd o functie ® : A — R astfel incat:

e
oxdy

f(z,y)

atunci are loc egalitatea:

// f(z,y)dxdy = ®(a,c) — ®(b,c) + ®(b,d) — ®(a,d)
A

Demonstratie. Se considera partitiile:
P.={a=zy<a1 <..<xp=>0}alu [a,b

si
P={c=yp <y <..<y,=d}alui [cd]

§1 apoi parti’gia P = {Aij}a Aij = [Z(Iz',l,l’@'] X [yjfl,yj],i = 1,2, ,m,] = 1,2, e, n.
Pentru evaluarea expresiei:

E = ®(z;,y;) — (i, yj-1) — P(xim1,y5) + P(xim1,y5-1)
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se aplica de doua ori Teorema de medie si se obtine:
0?P
E= m(&j,nij)(% — i) (Y5 — Y1) = S (& mi) (@0 — 2im1) (Y5 — yj-1)

unde ;1 < &; < ;51 y;-1 < nij <y
De aici rezulta:

Z Z f(fij,mj)(l’i — -Tzél)(yj - yj—l) = ®(a,c) — (b, c) + (b, d) — ®(a,d)

i=1 j=1

si egalitatea:

//ﬂ%wmﬂy:m@@_¢m@+¢&@—¢@@

61 Integrala Riemann-Darboux dubla pe o multime
masurabila Jordan.

Vom prezenta o cale de extindere a conceptului de integrala Riemann-Darboux dubla
pe multimi care nu sunt neaparat intervale bidimensionale. Intrucat acest concept (deja
creionat in cazul intervalelor bidimensionale) utilizeaza aria dreptunghiului (intervalului
bidimensional) va trebui sd ludm in considerare submultimi ale lui R? care au arie si
partitii ale caror elemente au arie. Vom identifica o clasa de submultimi ale lui R? care
au aceasta proprietate si le vom numi multimi masurabile Jordan.

Consideram multimea intervalelor unidimensionale marginite deschise (forma (a,b)),
inchise (forma [a,b]), deschise la stanga si inchise la dreapta (forma (a,b]), inchise la
stanga si deschise la dreapta (forma [a,0)). Produsul cartezian A = I' x I? a doud
intervale I', 1% de acest fel va fi numit interval bidimensional sau dreptunghi. Astfel,
multimile Ay = (a,b) X [¢,d], Ay = [a,b) X (¢,d], As = (a,b) X (¢,d), Ay = [a,b) X [¢,d)
etc sunt dreptunghiuri in R?. Aria dreptunghiului A = I' x I? este prin definitie
AriaA=lungimeal’- lungimeal?, AriaA; = (b—a) - (d — ¢); AriaAy = (b—a) - (d — ¢).
Consideram multimea C a reuniunilor finite de intervale bidimensionale A:

c={C|C= U A;, A; — interval bidimensional }

=1

Propozitia 61.1. Multimea C are urmdtoarele proprietati:

CL) 01,02 ceC=CLUCCy GC,’
b) 01,02 GC:>01\02 GC,'
c) V¥V C € C existd un numdr finit de intervale bidimensionale Ay, ..., A, astfel ca

C=JAisiAinA; =0.Vi#j.

=1
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Demonstratie.  a) Este evidentd;

b) Se reduce la a arata ca diferenta a doud intervale bidimensionale este o reuniune
finita de intervale bidimensionale.

c) este tehnica gi este omisa.

Definitia 61.1. Pentru C' € C definim aria cu formula:

n

aria(C) = Zam’a(Ai) = Z(bz —a;) - (d; — ;)

=1

undeC:UAi siANA; =0,Vi#j

i=1

Aceasta definitie a ariei nu depinde de reprezentarea lui C' sub forma de reuniune finita
de intervale bidimensionale disjuncte.

Propozitia 61.2. Aria definita in acest fel pentru orice C € C are urmdtoarele pro-
prietagi:

1) aria(C) > 0 pentru orice C € C;

2) dacd C1,Cy € C i C1 N Cy =0 atunci aria(Cy U Cy) = aria(Cy) + aria(Csy)

Demonstratie. Imediata O

Definitia 61.2. Pentru o multime mdrginita A C R? definim aria interioard aria;(A) si
aria exterioard aria.(A) astfel:

aria;(A) = gtellz{am'a(C) | C C A} si aria.(A) = grelfc{aria(C) | C D A}.

Definitia 61.3. O multime mdrginita A C R? este masurabild Jordan dacd:
aria;(A) = ariac(A)

Definitia 61.4. Dacd multimea mdrginita A C R? este mdsurabild Jordan atunci aria
multimii A, aria(A), este prin definitie numdrul:

aria(A) = aria;(A) = aria.(A)

Propozitia 61.3. Fie A C R? o multime madrginita. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) A este masurabila Jordan.
2) ¥ e >0 exista C1, C? € C astfel incit C* C A C C? gi

aria(C?) — aria(C) < e.
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3) existda doud siruri (C}), (C%), C}, C2 € C astfel incit C} C A C C? gi

lim aria(C}) = lim aria(C?)

n—o0 n—oo

4) aria(Fr A) =0
5) Y e >0 exista A., B. masurabile Jordan astfel incat A. C A C B. si

aria(B:) — aria(A:) < e

6) exista doud siruri (Ay,), (Bn) de multimi mdsurabile Jordan astfel incat A, C A C

B, st
lim aria(A,) = lim aria(B,)
n—oo n—oo
Demonstratie. Aceste echivalente au demonstratie tehnica. O]

Propozitia 61.4. Dacd multimile Ay si Ay sunt mdsurabile Jordan, atunci multimile
AU Ay, Ar\ As si Ay N Ay sunt masurabile Jordan si daca Ay N Ay = 0, atunci:

aria(Ay U Ay) = aria(Ay) + aria(Ay)
Demonstratie. Este demonstratie tehnica. O]

Fie A C R? o multime méarginitd, masurabild Jordan.

Definitia 61.5. O partitie P a multimii A este o mulfime finita de submulfimi A;,
1=1,2,...,n a mulfimii A care satisface urmdtoarele conditii:

1) A=) A
=1

2) fiecare multime A; este mdsurabila Jordan;

3) daca i # j atunci A;NA; =0 .

Norma partitiei P este numarul v(P) = max{dy,...,d,}, unde d; = sup ||z — y|.
TYEA;

Fie f : A — R o functie marginita si m, M astfel incat:
m< f(z,y) <M V(zy)eA
Functia f este marginita pe fiecare multime A; € P si fie

m; = inf{f(z,y) | (v,y) € Ai}, M; =sup{f(z,y) | (z,y) € Ai}

139



Definitia 61.6. Suma superioarda Darboux a functiei f corespunzdtoare partitiei P este:
Us(P) = 2": M; - aria(A;)
i=1
Suma inferioard Darboux a functiei f corespunzatoare partitiei P este:
Li(P)= i m; - aria(A;)
i=1
Definitia 61.7. Suma Riemann a functiei f corespunzdtoare partitier P este numdrul:
o (P) =" f(Ens) - aria(A,).
i=1

Remarca 61.1. Suma Riemann o;(P) depinde si de alegerea punctelor (&;,n,) € A;.
Indiferent insa de alegerea acestor puncte avem:

m - aria(A) < Lg(P) < op(P) < Uy (P) < M - aria(A)

Rezulta din aceste inegalitati ca multimile:
Ly ={Ls(P) | P este partitie a lui A}
Up = {Us(P) | P este partitie a lui A}

sunt marginite.
Fie L; = sup Ly si Uy = inf Uy.

Propozitia 61.5. Are loc inegalitatea:
Ef < Uf
Demonstratie. Fie P o partitie a lui A i P’ partitia P = P U {4/, A/'}, unde

A/ UA/” = A; pentru un anumit 4 fixat, A;/, A;” sunt masurabile Jordan si A, N A;”" = 0.
Vom arata ca au loc urmatoarele inegalitati:

Ly(P) < Lg(P') st Up(P) = Up(P")
Consideram in acest scop numerele:

M;" = sup{f(z,y) | (v,y) € A'} M =sup{f(v,y) | (x,y) € A/}

si remarcam ca M, < M;, M;"" < M;. Rezulta:

i—1
Ug(P) = Z M; - aria(A;) + M, - aria(A)) + M;" - aria(A") + Z M; - aria(A;)
j=1 '

IN

i—1
Z M; - aria(A;) + M; - aria(A;') + M; - aria(A;"") + Z M; - aria(A;)
j=1

— ZMj -aria(A;) = Ug(P)
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Asemanator se arata ca are loc:

Ly(P) < Ly (P')
Rezulta pe aceasta baza ca daca P” = PU{A,", ..., A;,,)”}, atunci:
Ly(P) < Lg(P") si Usp(P") < Us(P)
Daca P; si P, sunt doua partitii ale lui A:
Pl :{Al,AQ,...7Am} §1 P2 = {Bl,BQ,...,Bn}
atunci consideram partitia:
sz{AZﬂB]|z:1,m, ]:1,_71}

Rezulta
Li(Py) < Ly(P3) < Up(P3) < Up(P)

Cu alte cuvinte, suma inferioara corespunzatoare unei partitii a lui A nu poate depasi
suma superioara corespunzatoare la orice partitie a lui A. Orice suma inferioara este
margine inferioara pentru multimea sumelor superioare.

Astfel, L;(P) < Uy pentru orice partitie P. De aici rezulta:

EfSUf
]

Definitia 61.8. Functia mdrginita f : A — R este integrabild Riemann-Darbouz pe A
daca
Ly =Uy

Aceastd valoare comund se numeste integrala Riemann-Darbouz dubld a lui f i se noteazd
cu

[ rewdriy =2, -,

A

Teorema 61.1. Functia f : A — R este integrabila Riemann-Darbouxr pe A dacd i
numai dacd pentru orice € > 0 exista o partitie P astfel incat sa avem:

Up(P) — Ly(P) < e

Demonstratie. Rezulta imediat in baza Propozitiei 61.5 O

Teorema 61.2. Functia f : A — R este integrabila Riemann-Darbouzr pe A daca i
numai dacd existd un numdr I cu proprietatea cd pentru orice € > 0 existd 6 = §(e) > 0
atfel incat pentru orice partitie P cu v(P) < § rezultd cd suma Riemann o;(P) are
proprietatea:

o (P)— 1| <e

Demonstratie. Afirmatia rezulta in baza teoremei precedente si a inegalitatii

Ly(P) < 04(P) < Ug(P)
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Remarca 61.2. Functia constanta f(x,y) = 1 este integrabilda Riemann-Darboux pe o
multime masurabila Jordan A gi are loc:

/ / dz dy = aria(A)

Teorema 61.3. Daca functitle f si g sunt integrabile Riemann-Darboux pe multimea
masurabilda Jordan A, atunci toate integralele care apar in relatiile de mai jos existd si
relatiile sunt adevarate:

W ([ s+s9=a[[1+5][[s
A A A
(Q)K/fZZl/f—l—Zz f,unde Ay UAy =A si A;NAy =10

(3) daca f(x,y) < g(z,y) ,Y) € A atunci

/ flz,y d:):dy<//g(x,y)dxdy
W[ redsag) < [[ 1)l dvdy
A A

Demonstratie. Analoaga cu cea facuta pentru integrale pe interval bidimensional. O

Remarca 61.3. Daca f este integrabila Riemann-Darboux pe A si multimea A; C A
este masurabila Jordan, atunci f este integrabila Riemann-Darboux pe Aj.

Mai mult, daca A = U Aisi AinA;j =0 Vi#j, atunci:

-4

Teorema 61.4. Dacd f : A — R este continud si A este masurabild Jordan atunci f este
integrabila Riemann-Darboux pe A.

Demonstratie. Analoaga cu cea facuta pentru intervale bidimensionale. O

Definitia 61.9. O functie f : A — R se zice continud pe portiuni dacd existd o partitie
P={A, Ay, ..., Ay} alui A si functiile continue f; : A; — R i =1,2,....,n, astfel incdt:

f(xay) = fz(w7y) ‘v’(x,y) S A’Ziz

Teorema 61.5. O functie f : A — R continud pe portiuni este integrabild Riemann-
Darboux pe multimea masurabila Jordan A si are loc egalitatea:

s
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Demonstratie. Analoagéa cu cea pentru integrala pe intervale bidimensionale. O

Teorema 61.6. Dacd f: A — R este integrabila Riemann-Darbouz pe A, atunci:

m - aria(A) < / / < M- aria(A)

m=inf{f(z,y) | (x,y) € A} M =sup{f(z,y) | (z,y) € A}

unde:

Demonstratie. Imediata. O

Remarca 61.4. Teorema de medie enuntata pentru integrala dubla pe un interval bidi-
mensional nu mai este adevarata.

De exemplu, fie A = [0,1] x [0,1] U [2,4] x [2,4] si functia f(x,y) = 1 pentru
(xz,y) € 10,1] x [0,1] si f(z,y) = 2 pentru (x,y) € [2,4] x [2,4]. Avem:

//fxyd:cdy— /] f+4// F=148=09

0,1x[0,1]  [2
iar aria(A) =144 = 5.
Egalitatea / f=f(&n)-aria(A) ar insemna

imposibil.

62 Calculul integralei Riemann-Darboux duble pe o
multime masurabila Jordan.

Dorim sa aratam ca in anumite conditii calculul integralei duble pe o multime masurabila
Jordan se reduce la calcularea sucesiva a integralelor unor functii de o singura variabila.

Fie A o multime masurabila Jordan cu proprietatea urmatoare: exista g, h : [a,b] — R
functii continue astfel incat g(x) < h(x) Vaz € [a,b] si

A={(z,y) |z €la,b] si g(z) <y<h(z)}

Teorema 62.1. Daca functia f : A — R este integrabila Riemann-Darbouz pe A si daca
pentru orice x € [a,b], x - fixat, funclia f.(y) = f(z,y) este integrabila Riemann-Darbouz
pe [g(x), h(z)], adicd ezista

(z) h(z)

I(z) = / dy—/fxy

g(E
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atunci integrala succesiva:

exista de asemenea st are loc egalitatea:

f(z,y)dedy = b(h(mfxy )dy)d
A a g(x)

Demonstratie. Putem demonstra aceasta afirmatie reducand-o la cazul intervalelor bidi-
mensionale pentru care am vazut ca ea este adevarata. lata cum procedam:
Consideram

=inf{g(x) | x € [a,b]} si M =sup{h(z) |z € [a,b]}

si intervalul bidimensional [a,b] x [m, M| = A.
Pe acest interval A consideram functia F': A — R definita astfel:

_J flzyy), dacd (z,y) € A
Flz,y) = { 0, daca (z,y)e A\A

Functia F' este integrabila Riemann-Darboux pe A gi avem:

Jlr=]fr )]

A\A

In continuare pentru functia F' aplicam teorema de integrare succesiva stabilita in cazul
intervalelor bidimensionale gi gasim:

//F(x,y)dxdy _

S
3_7\ S\E

( F(x,y)dy)dx

b g(x) h(z) M
= //ny dy+/F(x,y)dy+/F(m,y)dy)dx
m g(x) h(z)
h(z)
= /( f(z,y)dy) dx
a g(x)
Rezulta in acest fel egalitatea:
b h(z)
[ swwaray= [ ([t
A a g(z)
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Remarca 62.1. Fie A o multime masurabila Jordan cu urmatoarea proprietate: exista
g,h :[c,d] — R functii continue astfel incat g(y) < h(y) Yy € [c,d] si

A={(v,y) |y €le,d si gly) <z <h(y)}

Daca o functie f : A — R este integrabila Riemann-Darboux pe A si are proprietatea cé
pentru orice y € [c,d], y - fixat, functia f,(z) = f(x,y) este integrabila Riemann-Darboux

pe [g(y), h(y)], adica exista
/fy dx—/ﬂ, ) ds

atunci integrala succesiva:

d d h(y)
/f(y)dyz/(/f(%y)dx)dy
¢ c gy

exista de asemenea gi are loc egalitatea:
d hy)

//fxydxdy—//fxydx

Remarca 62.2. Fie A o multime masurabila Jordan cu urmatoarele proprietati:

- exista g, h : [a,b] — R functii continue astfel incat g(z) < h(z) Vz € [a,b] s
A={(z,y) |z ela,b] st g(r) <y <h(z)}
- exista [,k : [¢,d] — R functii continue astfel incat I(y) < k(y) Yy € [¢,d] si

A={(z,y) |y €le,d si Uy) <z <k(y)}

Oricare ar fi functia f : A — R integrabila Riemann-Darboux pe A cu proprietatea ca
pentru orice x € [a, b], x - fixat, functia f,(y) = f(z,y) este integrabila Riemann-Darboux
pe [g(x), h(x)] si pentru orice y € [c,d], y - fixat, functia f,(x) = f(z,y) este integrabila
Riemann-Darboux pe [I(y), k(y)], integralele succesive

b h(x)

//fxydydx //fxydx

a g(x) ¢ IUy)
exista gi au loc egalitatile:

b h(x)

[ swwardy= [ ([ 1 ana /d</f<x,y>dx>dy
A c

a g(z)
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Teorema 62.2 (Calculul ariei lui g(A)). Fie A C R? o multime deschisd mdsurabild
Jordan si g : A — g(A) = B C R? o functie bijectivd g de clasd C' si cu inversa de clasd
Ct. Multimea deschisi B este mdasurabild Jordan si are loc egalitatea:

//‘ (g" gy
CLT‘Z(I

Demonstratie. Notam cu ¢, g¥ componentele scalare ale difeomorfismului g, g(z,y) =
(9"(z,v), g%(x,y)) si consideram determinantul matricii Jacobi a difeomorfismului g, adica
determinantul:

dx dy

D(g",9¥) or Oy
Dlry) ~ | o0 0w
Oy

Daca Py = {Aq, ..., A, } este o partitie a lui A, atunci Pg = {By, ..., B,}, B; = g(4;), este
o partitie a multimii B = g(A). In plus, pentru orice € > 0 exista o partitie P4 (suficient
de find) astfel incat sa avem:

Z aria(B;) — Z

i=1

D(g”, g")

< £
D(z,y)

(51', 771')

aria(A;)

unde (&, ;) € A;. Rezulta de aici egalitatea din enunt,.
O

Teorema 62.3 (Schimbarea de variabila). Fie A C R? o multime deschisd mdsurabild
Jordan si g : A — g(A) = B C R? o functie bijectivi g de clasd C' si cu inversa de clasd
C'. Daca functia f : B — R este integrabild Riemann-Darbouz pe B, atunci functia
(fog)- D(gm’gy)| : A — R este integrabila Riemann-Darboux pe A si are loc egalitatea:

D(z,y)
D(g", g")
f(X,Y)dX dYy = //f (z,y),9"(z,y ' dz dy
/ / 9@ ) D(z,y)
Demonstratie. Asemanatoare cu cea a Teoremei 62.2. O]

63 Integrala Riemann-Darboux pe o multime
n-dimensionala masurabila Jordan.

Vom prezenta o cale de extindere a conceptului de integrala pe o multime bidimensionala
masurabila Jordan pe multimi n-dimensionale. Intrucat in dimensiunea doi conceptul de
integrala Riemann-Darboux utilizeaza conceptul de arie va trebui sa luam in consider-
are submultimi ale lui R™ care au "volum” si partitii ale caror elemente au "volum”. La
inceput vom identifica o clasa de asemenea multimi si le vom numi multimi n-dimensionale
masurabile Jordan.
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Consideram multimea intervalelor unidimensionale méarginite deschise (forma (a,b)),
inchise (forma [a,b]), deschise la stanga si inchise la dreapta (forma (a,b]), inchise la
stanga si deschise la dreapta (forma [a,b)). Produsul cartezian A = I' x [? x ... x [" a
n intervale I', I%, ..., I"™ de acest fel va fi numit interval n dimensional sau paralelipiped.
Astfel multimile Ay = (a1, b1) X (ag,by) X ... X (an, by), Ao = (aq,b1) X [az, ba] X ... X [an, by,)
etc. sunt paralelipipezi in R"™. Volumul paralelipipedului A = I'' x I? x ... x I" este prin
definitie vol(A) = lung(I')-lung(I?) .. .-lung(I™), vol(Ay) = (by—ay)-(by—as)-...-(bp,—ay),
UOl(AQ) = (b1 — al) . (bg — (12) et (bn — an).

Notam cu C multimea reuniunilor finite de intervale n-dimensionale A:

c={C|C= U A;, A; — interval n dimensional}
i=1
Propozitia 63.1. Multimea C are urmdtoarele proprietati:

(1,) 01,02 ceC=CiLUCCy GC,’
b) Cl,Cg GC:>C1\CQ EC,’
c)V C € C exista un numdr finit de intervale n-dimensionale Ay, ..., A, astfel ca

C=JAisi AinA; =0,Vi#j.

i=1

Demonstratie.  a) Este evidenta.

b) Revine la a arata ca diferenta a doua intervale n-dimensionale este o reuniune finita
de intervale n-dimensionale.

c) este tehnica si este omisa.

Definitia 63.1. Pentru C' € C definim volumul cu formula

vol(C') = Z vol(A;)

undeC:UAi si A;NA; =0 pentru i # j.

i=1

Acest concept de volum nu depinde de reprezentarea lui C' sub forma de reuniune finita
de intervale n-dimensionale disjuncte.

Propozitia 63.2. Volumul definit in acest fel pentru orice C € C are urmdatoarele
proprietdti:

1) vol(C) >0 VC e C;
2) dacd Cy,Cy € C 5i C1 N Cy =0 atunci
vol(Cy U Cy) = vol(Cy) + vol(Cs)
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Demonstratie. Imediata. O

Definitia 63.2. Pentru o multime marginita A C R™ definim volumul interior vol;(A) si
volumul exterior vol.(A) astfel

vol;(A) = CeiugCA vol(C) vol,(A) = CecinéDA vol (C')

Definitia 63.3. O multime marginita A C R"™ este mdsurabilda Jordan dacd
vol;(A) = vol.(A)

Definitia 63.4. Dacd multimea mdrginita A C R"™ este masurabila Jordan, atunci
"volumul” mulfimii A, vol(A) este ,prin definitie, numdrul

vol(A) = vol;(A) = vol.(A)

Propozitia 63.3. Fie A C R"™ o multime mdrginita. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) A este masurabila Jordan.
2) Ve >0 exista C, C? € C astfel incit C C AC C? gi

vol(C?) — vol(C) < e.

3) existd doud siruri (C}), (CE), CF, C? € C astfel incit Cf C A C C} si

klim vol (C}) = klim vol (C3)

4) vol(Fr A) =0
5) ¥ e >0 exista Ac, B mdsurabile Jordan astfel incit A. C A C B. si
vol(B:) —vol(A.) < e
6) exista doud siruri (Ax), (By) de multimi mdsurabile Jordan astfel incat A C A C

Bk §i
lim vol(Ay) = lim vol(By)

k—o00 k—o00

Propozitia 63.4. Dacd multimile Ay, Ay C R"™ sunt masurabile Jordan, atunci mulfimile
A1 U Ay, Ar\ Ag, Ay N Ay sunt masurabile Jordan gi, daca Ay N Ay = 0, atunci:

vol(A; U Ag) = vol(Ay) + vol(As)
Fie A C R" o multime marginita si masurabila Jordan.

Definitia 63.5. O partitie P a multimit A este o multime finita de submultimi A;,
1=1,2,...,m ale multimii A care satisfac urmadatoarele condifii:

i=1
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2) fiecare multime A; este mdasurabila Jordan;

3) dacd i # j atunci A; N A; = 0.

Norma partitiei P este numarul v(P) = max{d,ds, ...,d,} unde d; = sup |z —y|.
T,YyEA;

Fie f : A — R o functie marginita si
m=inf{f(z) |z € A} M =sup{f(z) |z e A}
Functia f este marginita pe fiecare multime A; € P si fie:
m; = inf{f(z) |z € A;} M; =sup{f(z) |z € A;}

Definitia 63.6. Suma superioara Darboux a functiei f corespunzatoare partifier P este:
Us(P) = zm: M; - vol(A;)
i=1
Suma inferioard Darboux a functiei f corespunzatoare partitiei P este:
L;(P) = imi -vol(4A;)
i=1

Definitia 63.7. Suma Riemann a functiei f corespunzdtoare partitier P este numdrul:

m

o1 (P) =" f(&) - vol(A;)

i=1
unde &; € A;.

Remarca 63.1. Suma Riemann o(P) depinde si de alegerea punctelor §; € A;. Indiferent
insa de alegerea acestor puncte avem:

m - vol(A) < Ly(P) < op(P) <Us(P) < M -vol(A)

Rezulta din aceste inegalitati ca multimile:
Ly ={Ls(P) | P este partitie a lui A}

Ur = {U;(P) | P este partitie a lui A}

sunt marginite.
Fie Ef = sup Lf §1 Z/lf = inf Uf.

Propozitia 63.5. Are loc inegalitatea:

Ly < Uy
Demonstratie. Analoaga cu cea facuta in dimensiunea doi. O]
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Definitia 63.8. Functia mdrginita f : A — R este integrabild Riemann-Darbour pe A
daca

Ly=Uy

Aceastd valoare comund se numeste integrala Riemann-Darboux n-dimensionald a lui f

pe A si se noteazd cu
/ /f Ty ooy Tn) ATq ... ATy, = L = Uy

n O’I"’L

Teorema 63.1. Functia f : A — R este integrabila Riemann-Darbouxr pe A dacd i
numai dacd pentru orice € > 0 exista o partitie P astfel incat sa avem:

Up(P) = Ly(P) <e

Demonstratie. Rezulta imediat in baza Propozitiei 63.5. O]

Teorema 63.2. Functia f : A — R este integrabila Riemann-Darbouxr pe A dacd i
numai dacd exista un numdr I cu proprietatea cd pentru orice € > 0 existd 6 = 6(g) > 0
astfel incat pentru orice partitie P si cu v(P) < 0 suma Riemann o(P) verifica:

|op(P) 1| <e

Demonstratie. Afirmatia rezulta in baza teoremeii precedente si a inegalitatii
Ly(P) < 04(P) < Us(P)
O

Remarca 63.2. Functia constanta f(zy,...,x,,) = 1 este integrabila Riemann-Darboux
pe o multime méasurabila Jordan A si are loc:

u dr... i, = v0l(A)

nOrl

Teorema 63.3. Daca functiile f si g sunt integrabile Riemann-Darboux pe multimea
masurabilda Jordan A, atunci toate integralele care apar in relatiile de mai jos existd si
relatitle sunt adevdrate:

o o fersseeffrosf
(Q)L%lf/_;‘;_//ij/_g_/,f’ unde Ay UAy = A st AyNAy =1

(3) daca f < g pe A atunci
/.../fg/.../g
A A
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(4)\/%;_//f<\/;;’_//f

Demonstratie. Analoagé cu cea facuta pentru integrale duble. O]

Remarca 63.3. Daca [ este integrabilda Riemann-Darboux pe A si multimea A; C A
este masurabila Jordan, atunci f este integrabild Riemann-Darboux pe Aj;.

Mai mult, daca A = U A;si AinA;j =0 Vi#j, atunci:

A A;

Teorema 63.4. Daci f : A — R este continud gi A este masurabild Jordan, atunci f
este integrabila Riemann-Darboux pe A.

Demonstratie. Analoaga cu cea facuta pentru integrale duble. O

Definitia 63.9. O functie f : A — R se zice continud pe portiuni dacd existd o partifie
P = {A,As, .., An} a lui A gi functile continue f; © A; — R i = 1,2,...,m, astfel
incat: )

fae, o xm) = filzr, o, ) V(21,0 x) € A

Teorema 63.5. O functie f : A — R continud pe portiuni este integrabild Riemann-
Darboux pe multimea masurabila Jordan A si are loc egalitatea:

Demonstratie. Analoagé cu cea pentru integrala pentru integrale duble. O

Teorema 63.6. Dacd f: A — R este integrabila Riemann-Darbouz pe A, atunci:

m-uoz(A)<uf<M-UOZ(A)

unde:
m = inf{f(z1,....,xm) | (x1,...,2,) € A} M =sup{f(z1,....,xm) | (1,...,2) € A}

Demonstratie. Imediata. O
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64 Calculul integralei Riemann-Darboux pe o multime
n-dimensionala masurabila Jordan.

Dorim sa aratam ca in anumite conditii calculul integralei Riemann-Darboux pe o multime
n-dimensionala masurabila Jordan se reduce la calcularea succesiva a unor integrale
Riemann-Darboux pentru functii de o singura variabila.

Consideram la inceput cazul in care multimea A este un interval n-dimensional de forma:

A= [al,bl] X [G,Q,bz] X ... X [&n,bn]

Teorema 64.1. Daca functia f : A — R este integrabila Riemann-Darbouz pe A si dacd
pentru orice x1 € [a1,by], funclia f,, defintda prin f, (xo,...,x,) = f(x1,22,...,2,) este
integrabila Riemann-Darboux pe Ay = |ag, by] X ... X [ayn,by,], adicd integrala

b2 b'n
I(x1) = / . -/fxl(xg, oy ) dy .. dTy, = /.../f(xl,xg, ey Tp) dzy ... dxy,
A as an
existd, atunci integrala iterata
bl b2 n
/ r1)dry = / / / (x1, %9, ..., ) dzsy ... dxy) dy
a1 as
exista de asemenea st are loc egalitatea:
b1 by bn
/"'/f(l’l,l‘g,...,l'n) d:vl...dzn:// /f T1, Ty ey L) dTo ... dzy) day
A a1 az

Demonstratie. Este similara cu cea facuta pentru integrale duble.

]

Remarca 64.1. Aceasta teorema reduce calculul integralei / e / f(x1, 29, ..., xy) dxy ... dz)y

la calculul succesiv a n integrale Riemann-Darboux pentru functii de o singura variabila:

b1 b2 n bl b2
// /f X1, X9, .oy Tp) dxy dTg ... dT) = / / /f L1, X9, ey Tpy) dy) ATy 1) ... day
a1 a2 ayp a2

Remarca 64.2. Teorema 64.1 este adevarata si in cazul unor multimi n-dimensionale A
mai complicate, ca si in cazul bidimensional.

Fie A C R™ o multime masurabila Jordan cu proprietatea ca are loc egalitatea:

A= |J {=}x,

z1€[a,b1]

unde Q,, C R"! este o multime masurabila Jordan pentru orice x; € [ay, by].
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Teorema 64.2. Daca functia f : A — R este integrabild Riemann-Darbour pe A si
dacd pentru orice x1 € lay,bi], functia fr, : Q.. — R definta prin f, (xe,...,x,) =
f(xy, 29, ..., x,) este integrabila Riemann-Darbouz pe €, , adicd integrala

I(:El):/---/f(:vl,xg,...,xn)da:Q...dxn
Qz,

existd, atunci integrala iterata

b1 bl
/I(xl)dxl :/(/---/f(xl,xg,...,xn)d:tQ...d:Un)dazl
al ay Qxl

existd de asemenea si are loc egalitatea:

b1
/--~/f(x1,x2,...,xn)dx1...dxn:/(/~~/f(xl,xg,...,xn)de...da:n)dxl
A ai Qxl

Demonstratie. Este similara cu cea facuta pentru integrale duble.
m

Teorema 64.3. Fie A C R" o multime deschisd, masurabila Jordan gi g : A — g(A) =
B C R™ o functie bijectivd de clasd C* definitd pe A avand inversa de clasd C*. Multimea
B este masurabila Jordan si are loc egalitatea:

vol(B / /| (91,1 9n) ]dxl...dxn
.Tl,...,

Demonstratie. Este similara cu cea din cazul bidimensional.

]

Teorema 64.4 (Schimbarea de variabila). Fie A o multime deschisa, masurabild Jordan
sig: A — g(A) = B C R" o bijectie de clasa C' definitd pe A cu inversa de clasd
C'. Dacd functia f : B — R este integrabild Riemann-Darboux pe B, atunci functia

fog- )% : A — R este integrabila Riemann-Darboux pe A si are loc egalitatea:
L1y eeey Ty
D(g17 . 7gn)
o Yn) dyy ... dy, = y ey @ dxy ...dz,
/ /f yl? 7y Y1 ... ay / /f x1 )) ‘D(Il,...,l’n) T T
Demonstratie. Este similara cu cea din cazul bidimensional. O

65 Curbe simple si curbe simple inchise.

Integralele curbilinii pot fi definite asemanator cu integralele definite. Pentru a face acest
lucru este insa nevoie sa introducem conceptul de curba si cel de lungime a unui arc de
curba. Vom prezenta aceste concepte intr-un cadru particular care poate fi extins intr-un
mod natural la unul mai general.
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Definitia 65.1. Curba simpld (arc simplu) este o mulfime de puncte C C R?® cu
proprietatea ca existda un segment [a,b] C R si o functie ¢ : [a,b] — C' care are urmdatoarele
proprietdti:

a) ¢ este bijectivd,
b) ¢ este de clasa C' g1 @'(t) # 0, Vt € [a,b] .
Punctele A = ¢(a) si B = ¢(b) de pe curbd se numesc extremitati sau capete, iar ¢ se

numeste reprezentarea parametricda a curbei simple C'. Vectorul !(t) este tangent la curbd
in punctul o(t).

Figura 65.1:

Definitia 65.2. Curba simpld inchisda este o multime de puncte C C R® cu proprietatea
ca ezistda un segment [a,b] C R i o functie ¢ : [a,b] — C' care are urmdatoarele proprietati:

a) ¢ este bijectiva de la [a,b) la C si p(a) = p(b) ;

b) ¢ este de clasa C' si @' (t) # 0, Vt € [a,b] .

3

Figura 65.2:

Functia ¢ se numeste reprezentarea parametrica a curbei inchise C'. Vectorul ¢/(t) este
tangent la curba in punctul ¢(t).
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Exemplu 65.1. Dacd 2° = (29,29, 29) si h = (hy, ha, h3) sunt doud puncte din R?, atunci
segmentul [2°, 2° + h] care uneste punctele 2°,2° + h este o curbd simpld C. In acest caz,
segmentul [a,b] este [0, 1], iar functia ¢ : [0,1] — C este:

o(t) = (2§ + thy, 25 + thy, 2§ + ths)
Exemplu 65.2. Cercul C definit prin:
C ={(z1,22,23) € R® | 2] + 23 = 1,23 = 0}

este o curbd simpld inchisd. In acest caz, segmentul [a,b] este [0,27], iar functia
¢ :10,27] — C este:
@(t) = (cost,sint,0)

Remarca 65.1. Orice curba simpla sau curba simpla inchisa are o infinitate de
reprezentari parametrice.

Remarca 65.2. Punctele A, B, numite extremitatile curbei simple, nu depind de
reprezentarea parametrica a curbei. Prin aceasta intelegem ca daca ¢ : [¢,d] — C este o
alta reprezentare parametrica a curbei simple C', atunci multimea de puncte {¢(c), ¥ (d)}
coincide cu multimea {¢(a), ¢(b)} = {A, B}. Acest fapt poate fi demonstrat prin reducere
la absurd. Presupunand, de exemplu, ca ¢(c) ¢ {A, B}, se poate arata cé exista 7 € ¢, d]
astfel incat ¢'(m) = 0.

Astfel, oricare ar fi reprezentarea parametrica a segmentului [2°, 2° + h] ce leagd punctele
A =25 B =2"+ h, capetele sunt punctele A si B: de exemplu: (1) = 2° + (2 — 7)h,
7€ [1,2], ¥(1) =2+ h = B; ¥(2) =2° = A.

Folosind o reprezentare parametrica, putem defini lungimea curbei simple si a curbei
simple inchise.

Definitia 65.3. Lungimea curbei simple (a curbei simple inchise) este, prin definitie,
numdrul [, definit prin:

1= [l = [aw+a0+ o

.. d%’ .
unde p(t) = (1(t), wa(t), ws(t)) si pi(t) = ﬁ(t)’ 1=1,2,3.
Remarca 65.3. Aceasta definitie este independenta de reprezentarea parametrica a
curbei C. Altfel spus, daca ¢ : [¢,d] — C este o a doua reprezentare parametrica a
curbei C', atunci numarul
d
[

[

Egalitatea rezulta din teorema de schimbare de variabila pentru functii de o singura varia-
bila, care se poate aplica tinand seama de faptul ca ¢'(t) # 0 si ¢’'(7) # 0 pentru orice ¢
$i pentru orice 7.

este egal cu numarul
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Exemplu 65.3. Lungimea segmentului [z°, 2° + h] este

1
z:/ww+@+@ﬁ:mu
0

iar lungimea cercului C' = {(z1,x9,23) € R® | 23 + 23 = 1,23 = 0} este
27
[ = / Vsin?t + cos? t dt = 2x
0

Exemplu 65.4 (Ilustreaza independenta lungimii de reprezentarea parametrica). Pentru
cercul C = {(z1, 79, 13) € R® | 22 + 23 = 1,23 = 0} alegem ¢ : [0,71] — C definitd astfel

@(t) = (cos 2t,sin 2t,0)

Utilizand aceasta reprezentare obtinem.:

s

| = /2\/sin2 2t + cos? 2t dt = 2w

0

aceeasti valoare ca §i cea obtinuta in cazul reprezentdarii
©(t) = (cost,sint,0) t €10,2n]

Remarca 65.4. Conditia ¢/(t) # 0,Vt € [a, b] asigura faptul ca o curba simpla are doar
doua capete, acestea nedepinzand de reprezentarea parametrica. Altfel spus, exista doua
puncte A, B € C astfel incat oricare ar fi reprezentarea parametrica ¢ : [c,d] — C a lui
C avem: {u(c),w(d)} = {4, B},

In cazul ¥(c) = A si ¥(d) = B dacd T parcurge segmentul [c,d| de la ¢ la d, atunci ()
parcurge curba C de la A la B.

In cazul ¥(c) = B si ¥(d) = A dacd T parcurge segmentul [c,d] de la ¢ la d, atunci ¢(7)
parcurge curba C de la B la A.

Cele doud sensuri de parcurs pe C, de la A la B sau de la B la A se numesc orientdri
pe curba stmpla si din cele ardtate pand acum rezultd ca pe o curbd simpld existd doud
orietari si oricare ar fi reprezentarea parametricd sensul de parcurs dat de ¢ este una din
cele doud orientari. Altfel spus multimea reprezentarilor parametrice ale curbei simple
se descompune in doud clase (submultimi) disjuncte. Pentru toate reprezentarile dintr-o
clasa avem un sens de parcurs (o orientare) pentru toate reprezentarile de cealaltd clasa
avem sensul de parcurs opus (cealaltd orientare).

Consideram o curba simpla C' avand reprezentarea ¢ : [a,b] — C a lui C pentru care
sensul de parcurs este de la A la B (p(a) = A, ¢(b) = B).

Daca in formula lungimii curbei

- / I (7] dr
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B'= i)
A=)

Figura 65.3:

inlocuim limita superioara b cu ¢ obtinem o functie care depinde de ¢, s4(t), data de
t
salt) = [ Il dr
a

Valoarea s4(t) reprezinta lungimea arcului de curba AA” C C, unde A" = ¢(t) ( AA/ este
doar o parte a curbei C).

Functia s este definitd pe intervalul inchis [a,b] si este o bijectie de la [a,b] la [0,1],
sa(a) = 0si sa(b) = 1. Mai mult, s, si s3;" sunt functii de clasa C! .

Functia 3:11 poate fi folosita pentru a construi o reprezentare parametrica remarcabila a
curbei simple: anume T4 : [0,1] — C, T4 = po s, In aceasta reprezentare parametrica
alui C, s € [0,1] este parametrul si £4(0) = A, T4(l) = B, iar daca s parcurge [0,[] de
la 0 la I, atunci z4(s) parcurge C' de la A la B. Reprezentarea T4 este canonica in cazul
orientarii de la A la B. Parametrul s este lungimea arcului de curba Az 4(s). Nu mai
exista o alta reprezentare parametrica cu aceste proprietati.

Daca pentru aceeasi curba simpla C' cu capetele A, B se considera o reprezentare
¥ : [¢,d] — C pentru care sensul de parcurs este de la B la A (¢(c) = B si (d) = A) si
daca in formula lungimii curbei

1= [l ar

inlocuim limita superioara d cu ¢, obtinem o functie care depinde de ¢, sg(t), data de
t
snlt) = [ /)] dr
C

Valoarea sg(t) reprezinta de data aceasta lungimea arcului de curba BB’ C C, unde
B’ = ().

Functia sp : [¢,d] — [0,1] este bijectiva, sp(c) = 0, sp(d) = [ si sp, s5* sunt functii de
clasi C!. Reprezentarea parametrica Tz = 1) o 31_31 a curbei simple C are proprietatea
7p(0) = B, Tp(l) = A si daca s parcurge [0,1] de la 0 la I, atunci Tp(s) parcurge C' de
la B la A. Reprezentarea Tp este canonicd in cazul orientarii de la B la A, parametrul s
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fiind in acest caz lungimea arcului BZg(s) (este unica reprezentare parametrica cu aceste
proprietati).

Exemplu 65.5. In cazul segmentului [2°, 20 + h] ce leaga punctele A = 20 si B = 2%+ h,
daca se considera reprezentarea parametrica p(t) = z°+th, t € [0, 1], atunci sensul de par-
curs este de la A la B, iar daca se considera reprezentarea parametrica (1) = 2°+(2—7)h,
7 € [1,2], atunci sensul de parcurs este de la B = 2% + h la A = 2°.

Cu reprezentarea ¢, lungimea arcului de curba AA’ este data de

t
salt) :/,/h% Rt h2dr = t-||h|
0

cu s4(0) = 0si sa(1) = ||A||.
Functia s;' : [0,]|h]|] — [0,1] este datd de s;'(s) = Thy» 1ar reprezentarea canonica
Ta:[0,]|h]] — C este

1

—— . 5-h.
|7l

Ta(s) = (posy')(s) =a"+

Cu reprezentarea 1, lungimea arcului de curba BB’ este data de

slt) = / /()| dr = / SR m3 e h2dr=(t—1)- 0]
1 1

cu sp(l) =045l sp(2) = ||h].
Functia s3' : [0, ||R]|] — [1,2] este data de sz'(s) = 1 + Th]> 1ar Teprezentarea canonica
Tp : [0, [|h|]] = C este

S

Ta(s) = (Wosp')(s) =a"+ 2= 1—

yoh=2"+(1—-—=)-h

Reprezentarea T4(s) = z° + m -5+ h este canonica in cazul orientarii de la A la B, iar

reprezentarea Tp(s) = 2° + (1 — ﬁ) - h este canonica in cazul orientarii de la B la A. In
ambele reprezentari, parametrul s parcurge segmentul [0, [].

La o curba simpla inchisa C' nu mai avem doua capete A si B, ca sa putem vorbi de
parcurgerea curbei de la A la B sau de la B la A. Cu toate acestea, si in cazul unei
curbe simple inchise, putem introduce doua orientari care corespund la doua sensuri de
parcurgere a curbei. Calea este urmatoarea:

Pentru curba simpla inchisa C' consideram o reprezentare parametrica ¢ : [a,b] — C si
punctul A = p(a) de pe C.

Deoarece ¢'(t) # 0 daca t creste de la a la b atunci ¢(t) descrie curba parcurgand-o
intr-un sens. Aceasta migcare a lui ¢(t) este o orientare pe curba. Migcarea opusa pe C
este orientarea opusa. Daca 1 : [¢,d] — C' este o reprezentare parametrica oarecare a lui
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C' atunci daca t cregte de la ¢ la d migcarea lui ¢(t) se face conform uneia din cele doua

d t
orientari: daca p (pov™(1)) = gl 0 atunci ¢(t) si ¥(7) se migca in acelagi sens
T T

d dt
daca t creste de la a la b si 7 creste de la ¢ la d; daca e ((p o 1/1_1(7)) =7 < 0 atunci
T T

©(t) si ¥(7) se migca in sensuri opuse cand t creste de la a la b i 7 cregte de la ¢ la d.

Si in cazul curbei simple inchise C' putem considera functia s4 : [a,b] — [0,!] definita
prin:

salt) = [ Nlr) | dr

s4(t) este lungimea arcului Ap(t) descris de ¢(7) cand 7 creste de la a la t.

Pt

Figura 65.4:

Functia s4 : [a,b] — [0,1] e o bijectie si poate fi folosita pentru a defini o noua reprezentare
alui C: T:[0,]] = C,Z4 = posy. In aceasta reprezentare a lui C, s € [0,1] este
parametrul §i T4(0) = T4(l) = A, iar dacd s creste de la 0 la [ atunci T4(s) se misca
pe C i descrie curba C' miscandu-se in acelagi sens ca ¢(t). aceasta reprezentare este
canonicad modulo punctul A (unica modulo A). Functia 74 : [0,1] — C definita prin
%A(s) — T4(I — 5) este reprezentarea parametrica canonici care corespunde orientarii
opuse.

De exemplu in cazul cercului:

C = {($1,l’2,l’3>|{[’% —I—x% =1, z3 =0}

pentru reprezentarea parametrica ¢(t) = (cost,sint,0) cu t € [0,2x] avem: ¢(0) =
¢

(1,0,0) = A, salt) = / dr =t; Ta(s) = (coss, sins, 0), s € [0,7]; £4(0) = (1, 0, 0) =
0

A; Ta(s) se misca pe cerc ca in figura 65.4, iar %A(s) = (cos(2m — s), sin(2m — s), 0) si se
misca pe cerc ca in figura 65.5:

Figura 65.5:
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Rezulta ca o curba simpla si o curba simpla inchisa poate fi reprezentata parametric astfel:
x(s) = (21(s), w2(s), w3(s)), 0<s <1

unde [ este lungimea curbei si s € [0, (] este lungimea arcului de curba x(0)z(s) C C.
Pentru o curba simpla C' exista doua reprezentari de acest fel ce corespund la cele doua
orientari ale lui C'. Pentru o curba simpla inchisa C' daca se fixeaza un punct A pe C'
atunci avem de asemenea doud reprezentari corespunzatoare la cele doua orientari ale
curbei.

66 Integrala curbilinie de speta intai.

Fie C' o curba simpla si x(s) = (x1(s), z2(s), z3(s)) una din reprezentarile parametrice ale
ei in functie de arcul s € [0,1]. Exista doar doua reprezentari de acest fel care corespund
la cele doua orientari ale lui C'. Pentru a face o alegere sa presupunem ca reprezentarea
considerata Z(s) este cea corespunzatoare parcurgerii lui C' de la A la B.

Fie acum f o functie reala de trei variabile, f : Q C R3 — R, definitd pe multimea deschisa,
Q) care include curba simpla, f continud in punctele curbei, adica f(z1(s),z2(s), z3(s))
este continua.

Consideram o partitie P = {A = Qo, @1, ...,Qm = B} a curbei C (A si B sunt capetele
lui C)

Figura 66.1:

si valorile corespunzatoare ale lungimilor arcelor determinate de punctele partitiei: s; =
lungimea arcului AQ);:
O0=s50<5851 <8< ...<8, =1

Alegem un punct oarecare pe fiecare portiune de curba:

Rl intre QCH Qh R2 intre le QQa sy Rm intre Qm—lv Qm
R; = (21(8)), x2(s}), x3(s))); si € [si_1,8], i=1,dots,m

si consideram suma

Ly = Z F(Ri) - (si = si) = Z F@1(8)), 2a(8}), w5(s])) - (85 — 8i-1)



Aceasta suma I,,, depinde de partitia considerata si de alegerea punctelor R;. Daca insa
norma partitiei
AP =max{s;, —s;_1 | i =1,2,...,m}

tinde la zero, atunci indiferent de alegerea punctelor intermediare R;, suma [, tinde la
un numar real I care se numeste integrala curbilinie de speta intai a lui f pe curba C' si

se noteaza cu
/ fds
C

Acest fapt este imediat daca observam ca functia s — f(x1(s), z2(s), x3(s)) este continua
si suma [, este suma Riemann a acestei functii continue.
Din aceasta observatie rezulta si egalitatea:

/fds:/lf(xl(s)a@(s)»x:’)(s))ds

De aici rezulta in continuare ca daca ¢ : [a,b] — C este o reprezentare parametrica
oarecare a curbei C, atunci are loc egalitatea:

b
/ fds = / F(®) - |90 dt
C a

De aici rezulta si independenta de orientare a integralei curbilinii de speta intai.

Prin urmare, integrala curbilinie este egala cu o integrala Riemann obignuita intr-o singura
dimensiune si are proprietati similare cu aceasta.

Propozitia 66.1. Au loc urmatoarele egalitati:

a) C/k-fds:k-c/fds
b) C/(f—l—g)ds:c/fds—kc/gds
c) C/fds=/fds+/fds

Cy Cy

unde curba C' este reuniunea arcelor disjuncte C,Cy.

Toate aceste integrale sunt independente de orientarea curbei C.
Integralele curbilinii de speta intai pe curbe simple inchise se definesc in mod analog.
Pentru integrale curbilinii pe curbe inchise C' se foloseste adesea si simbolul

z{fds

Pentru a calcula integrala curbilinie de speta intai a unei functii f pe o curba simpla sau
pe o curba simpla inchisa C' se alege o reprezentare parametrica a curbei.
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- Daca aceasta reprezentare este una canonica (in functie de elementul de arc s)
Z(s) = (z1(s), x2(s), z3(s)) 0<s<lI

atunci avem:
!

[ s = [ i) aals). ) ds

C 0

- Daca reprezentarea este data de functia ¢ : [a,b] — C, atunci:

/fds—/f )l ()] dt

Remarca 66.1. Integralele curbilinii ale functiilor care sunt date numeric sau care conduc
la integrale definite complicate se calculeaza numeric.

67 Integrala curbilinie de speta a doua.

In diferite domenii ale fizicii (mecanica, electricitate etc.) si ale chimiei, se considera
integrale curbilinii de speta intai pe curbe orientate din functii care depind de curba de
orientarea acesteia si sunt de forma:

dz, dxsy dxg
fro—=— " 99— , h:
ds ds ds
dl’l dwg dﬂfg
unde —, —=, —= sunt derivatele functiilor care apar in reprezentarea parametrica in

ds ' ds ' ds
functie de lungimea arcului s.

2(s) = (21(s), 22(s), w3(s))

a curbei orientate.
Aceste integrale curbilinii se numesc integrale curbilinii de speta a doua $i se noteaza

astfel: ;
/ fﬂ ds = / fda,
C

S
C C
/h%ds-/hdxg
C C

In termenii reprezentarii parametrice considerate aceste integrale de speta a doua sunt
egale cu urmatoarele integrale Riemann:

l

/fdml /f:c1 oa(s), 235 @d —/f;c1 2a(s), 23(5)) - cos a(s)ds

(& 0
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l

[ oo = / 9(a1(5).2a(5), 2a(s)) 25 = [ glas(5),a(s). () - com 3(s) s
e

/h x1(s), xo(s), x3(s ))d—ds = /h(afl(s),:cg(s),:cg(s)) - cosy(s)ds

unde a(s), B(s), v(s) sunt unghiurile tangentei la curba cu axele de coordonate Oz, Ox,,

OZL‘g.

In termenii unei reprezentari parametrice oarecare ¢ : [a,b] — C' care corespunde aceleasi
orientari a curbei aceste integrale de speta a doua sunt egale cu urmatoarele integrale
Riemann:

C a
dzsy : £t) d
fot= o) o
hdl’3 _ h . gb3(t) d
s = [0 S

Toate aceste integrale depind de orientarea curbei C'. Daca orientarea curbei se schimba
valoarea integralei schimba semnul.
Pentru suma celor trei integrale de speta a doua adesea se foloseste notatia simplificata:

?{fdxl +gdxry + hdxs

si aceasta in termeni de integrala Riemann este

/ 2(8),x3(8)) - cosa(s) + g(x1(s), x2(s), x3(s)) - cos B(s) + h(x1(s), z2(s), x3(s)) - cosy(s)] ds

68 Transformarea integralelor duble in integrale cur-
bilinii.

Integrala dubla pe un domeniu plan poate fi transformata in integrald curbilinie pe
frontiera domeniului si reciproc. Aceasta transformare are atat importanta teoretica cat
si importanta practica si se bazeaza pe teorema urmatoare.

Teorema 68.1 (Teorema lui Green in plan). Fie D un domeniu mdrginit in R? a cdrui
frontiera 0D este o reuniune finitd de curbe simple inchise. Fie f,qg: Q — R functii de
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clasa C', definite pe un domeniu Q care contine D, D C Q. In aceste ipoteze, are loc
egalitatea:

0 0
//(a—i—a—“;;)dmdy:ffdx—i—gdy:j{(f-cosa+g-cosﬁ)ds.
D C c

unde C' este frontiera domeniului D si pe fiecare componentd a lui C' (care, prin ipotezd,
este o curba simpld inchisd) orientarea este aleasd astfel incat domeniul D este in stanga
atunci cand parcurgem aceastd componentd in sensul orientdrii alese.

Y
e
,f'/ @ i
e Cs /,f' = C1 uc 5
s -
.,
0

Demonstratie. Facem demonstratia teoremei in cazul particular in care domeniul D poate
fi reprezentat sub forma:

D={(z,y) |z €la,b si yeulx)v(x)}
i
D={(z,y)lyeled s zelpy).qy)}
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In acest caz, avem:

//g—gdxdy - j[7)g—£dy]dx:/b[f(x,v(:c))—f(%uw))]drc

D a u(x) a
- —/bf(a:u(x))dx—/af(x,v(x) /f:cydy—/fwy
_ f f(o,y) ds

deoarece y = u(z), © = x este reprezentarea parametrica a curbei orientate C* i y = v(z),
x = x este reprezentarea parametrica a curbei orientate C**.

In cazul in care domeniul D nu are proprietatea mentionata la inceputul demonstratiei,
dar poate fi descompus intr-o reuniune de subdomenii cu proprietatea mentionata, se
aplica egalitatea stabilita pe subdomenii si apoi se aduna aceste egalitatii. Membrul
drept al egalitatii obtinute in acest fel contine integrala curbilinie pe C' si integrale pe
curbe introduse pentru a partitiona D in subdomenii. Fiecare din aceste integrale din
urma apare de doua ori: o data intr-un sens de parcurs gi o data in sensul opus. Prin
urmare, aceste integrale curbilinii se reduc si ramane integrala curbilinie pe C'. O]

Acum prezentam o a doua teorema a lui Green, care se refera la transformarea integralei
duble a Laplacianului unei functii in integrala curbilinie a derivatei normale a functiei.

Fie w(z,y) o functie de clasd C? intr-un domeniu €.

Definitia 68.1. Laplacianul functiei w este, prin definitie, functia Aw : Q0 — R, definita
astfel:
Pw  *w
A = — 4+ —
w(@,y) = 55+ oy

Sa presupunem acum ca 2 contine un domeniu D de tipul celui considerat in teorema lui
Green.

Teorema 68.2. Are loc urmatoarea egalitate:

//Awd:cdy = f—ds—j{(g—z-m%—g—i-ng) ds

D
= ]{ Ow - COS & +8_w cos o | ds
N 8$1 ! a$2 2
c

Demonstratie. In egalitatile de mai sus, expresiile

ow ow ow

w
— N1+ =—— N9 = ——-COSQ] + —— - COS Yy
8$1 8x2

8$1 8$2
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sunt diferite exprimari ale derivatei normale.

. L ow ow . 3 .
Pentru demonstratie, consideram f = e g= e si remarcam egalitatea
Yy x
0 0
Aw=20_9f
or 0Oy

Aplicam teorema lui Green si obtinem:

ow ow ow dr Ow dy
//Awdxdy = __dx+_$dy_f{_8_y'£+%'£] ds
D

unde:
J ow Ow . . dy dx
radw= | —, — i n=|-—,——
g ox’ Jy 3 ds’ ds
Vectorul 7 este versorul normalei exterioare la C. Aceasta pentru ca vectorul 7 =

dr d
_35’ & este versorul tangentei la C' si 7-m = 0.
ds’ ds

w
. Am obtinut astfel egalitatea:

on

//Awdxdy: a—lfds
on
D C

Produsul scalar grad w - n este derivata normala

]

Fiev =v(x,y) = (f(x,y), g(z,y)) o functie vectoriala de doua variabile reale z, y, definita
pe un domeniu Q C R? de clasa C*.

Definitia 68.2. Divergenta lui v este, prin definitie, functia reald div v : Q — R, definita
astfel:

0 0

of 9
or Oy

Teorema 68.3. Dacd €2 contine un domeniu D de tipul celui considerat in teorema lui
Green, atunci are loc egalitatea:

//div@dzdy:fﬁ-ﬁds
D C

unde T este versorul normalei exterioare la C'.

divv =

Demonstratie. Aplicand Teorema 68.1, obtinem:

//div@dwdy = // g%—@ dxdy:%—gdx—i-fdy
oxr 0Oy
D D c
= ]{@-ﬁds

c
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69 Suprafete simple.

Pentru a prezenta integralele de suprafata este nevoie sa prezentam in prealabil cateva
elemente de baza privind suprafetele.

Definitia 69.1. O multime S C R?® se numeste suprafatd simpld dacd existd o multime
mdrginita D C R? deschisd si simplu conexd si o functie ¢ : D — S cu urmdtoarele
proprietdti:

a) ¢ este bijectivd,

b) ¢ este de clasd C* si vectorul

0_4,0X8_<,0_N _(8@2'6(,03_8903.8(,02 61,03.8901_64,01.8(,03 (:)cpl_&pQ_&pg‘&pl)
ou " dv % ‘Ou Ov Ou O Ou O Ou Ov’ Ou Ov Ou Ov

este nenul pentru orice (u,v) € D.

dp 0
Functia ¢ se numeste reprezentare parametrica a suprafetei simple S. Vectorii 8_90’ 8_90
u v
sunt tangenti la S in punctul o(u,v).
_ o N,
Vectorul N, este vector normal la suprafatda si vectorul m, = . se numeste versorul
%)

vectorulur normal N .

Exemplu 69.1. Multimea S = {(x1,22,1) € R* | 0 < 27 <1, 0 < 2o < 1} este o
suprafatd simpld. O multime marginitd D C R? deschisa si simplu conexd si o functie
¢ : D — § care are proprietatile a) si b) sunt:

D={(u,v) eR*|0<u<1,0<v<1} si ¢(u,v)=(u,v,1)

Vectorul Ng, = (0,0,1) este normal la suprafata simpla S si versorul vectorului normal
N, este i, = (0,0, 1).

Exemplu 69.2. Multimea S = {(z1,22,23) € R® |2? + 23 =1, 2, >0, 20 >0, 0<
13 < 1} este o suprafatd simpld. O mul{ime marginita D C R? deschisa si simplu conexa
si o functie ¢ : D — S care are proprietatile a) si b) sunt:

D={(u,v) ER*|0<u< g, 0<wv<l1} s ¢(u,v)= (cosu,sinu,v)

Vectorul N, = (cosu,sinu,0) este normal la suprafata simpla S si versorul vectorului
normal N, este n, = (cosu,sinu, 0).

Exemplu 69.3. Multimea S = {(z1,22,23) € R® | 2f+ 23 +23 =1, 21 >0, x5 >
0, w3 > 0} este o suprafatd simpla. O multime marginitd D C R? deschisa si simplu
conexa si o functie ¢ : D — S care are proprietatile a) si b) sunt:

D:{(u,v)E]R2\0<u<g,O<v<g} si o(u,v) = (cos-sinwv,sinu - sin v, cosv).

Vectorul N, = —sinv - (cosu - sinwv, sinu - sinv, cosv) este normal la suprafata simpla S
si versorul vectorului normal N, este T, = —(cosu - sinv, sinu - sin v, cos v).
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Remarca 69.1. O suprafata simpla S are o infinitate de reprezentari parametrice.

e Directia vectorului normal N nu depinde de reprezentarea parametrica, dar sensul
vectorului normal N depinde de reprezentarea parametrica a suprafetei S. Daca in
locul reprezentarii parametrice T = ¢(u, v), cu (u,v) € D se considera reprezentarea
parametrica T = 1(u/,v"), unde T = ¢ (u',v") = o(—u',v") cu (v/;0v") € D" obtinut
din D prin transformarea T : D — D’ definita prin T'(u,v) = (—u,v), atunci sensul
vectorului normal NW construit cu reprezentarea parametrica ¢ este contrar sensului
vectorului normal Nw construit cu reprezentarea parametrica .

e In general, daca T = o(u,v) cu (u,v) € D i T = h(u',v') cu (v/,v') € D’ sunt doua
reprezentari parametrice ale suprafetei S, atunci:

- dacé Jacobianul transformérii T =yt op, T : D — D', T(u,v) = (u/,v') este
pozitiv, atunci vectorii normalei N, si N, au acelasi sens;

- daca Jacobianul transformérii T =y ' op, T : D — D', T'(u,v) = (u/,v') este
negativ, atunci vectorii normalei N, si IV, sunt de sens contrar.

Remarca 69.2. Fie o suprafata simpla S data prin reprezentarea parametrica
o :DCR— S 2= ¢(uuv). O curba simpld C situata pe S (C C S) poate fi
obtinuta din curba simpla C’ = ¢~ 1(C), " C D. O reprezentare parametrica u = g(t),
v = h(t) cut € [a,b] §i (u,v) € D a curbei C’, genereaza reprezentarea parametrica
T =¢(g(t),h(t)) a curbei C.

Exemplu 69.4. In cazul suprafeter simple
S={(z1,29,1) ER*|0<z;<1,0< 29 <1}

reprezentatd parametric prin p(u,v) = (u,v, 1), unde (u,v) € (0,1)x(0,1) = D, multimea

1 2
C—{(I1,$2,$3)€R3|I1—9€27 r3=1, 11 € {575]}

este o curba simpla situata pe suprafata S. Aceastd curbd simplda se obtine din curba
simpla C' = ¢~ Y(C) C D avind reprezentarea parametrici: u =t, v =t, t € [%, %}
Reprezentarea parametrica a curbei C' obtinutd pe aceastd cale este T(t) = (t,t,1).
Exemplu 69.5. In cazul suprafetei simple

S={(zy,m9,23) ER® |23+ 23=1,2,>0, 25>0,0<w3<1}

reprezentata parametric prin ¢(u,v) = (cosu,sinu,v), unde (u,v) € D = {(u,v) €
R*|0<u<Z,0<wv< 1}, multimea

1 1
C:{(l’l,$27$3)€R3|x%+x§:1,1'3:5,5 < 92 ) 9 x 92

este o curba simpla situata pe suprafata S. Aceasta curba simpla se obtine din

curba simpld €' = ¢ 1(C) C D avand reprezentarea parametricd: u = t, v = 3
T 27 . . . .
t € {g, ?} Reprezentarea parametrica a curbei C' obtinuta pe aceasta cale este

_ o1
z(t) = <cost,smt, 5)
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Remarca 69.3. Din formula de reprezentare parametrica T = ¢(u(t), v(t)) a lui C' C S,
rezulta ca tangenta la curba C' este data de:

@_(8@1 du 0py dv Ops du  Opy dv Opsz du Ops dv)

ou dt+8v dt’ Ou dt Ov dt’ Ou dt ov  dt

dt
Vectorii: u u
8_@ _ Op1 Dpy Ops i 3_80 _ 1 Dy Ops
ou ou’ Ou’ Ou ov ov’ ov’ v
dz d d
sunt vectori tangenti la suprafata S, ei sunt liniar independent;i si @ _ 8@ s + 8_g0 v

dt — Ou dt  Ov dt

In cazul din Exemplul 69.4, tangenta la curba este vectorul @ (1,1,0) iar vectorii

dt
dp 0 0 0
tangenti la suprafata a—:j 8_f sunt vectorii a—z = (1,0,0), 8_i :_(0, 1,0).
In cazul din Exemplul 69.5, tangenta la curba este vectorul d—f = (—sint,cost,0) iar
dp Op 0 0
vectorii tangenti la suprafata —— 5 % sunt vectorii 8—3 = (—sinwu, cosu,0), a—f = (0,0,1).

Vectorul normal la suprafata N considerat in Definitia 69.1 este de fapt produsul vectorial

al vectorilor tangenti a(p si —90 adica:

ov

— 0 0

N — 90 oy
8u v

si este perpendicular pe toti vectorii din planul tangent in punctul 7 = ¢ (u, v) la suprafata

S.

Daca suprafata S este data prin reprezentarea parametrica T = (u,v) cu (u,v) € D si
curba C situata pe S (C' C S) este data prin reprezentarea parametrica T = p(u(t), v(t)),
t € [a,b], atunci lungimea [ a curbei C' este data de formula:

l:/\/E-u2+2F-u-1‘)+G-i)2dt

1n care.: 890 9 a(p agp
Ezh%W®wW) F=5#mem aU((t)v(t))
G = ‘gf( (1), v(t)) “:% @:2—:

Expresia E - w2 4+ 2F - - v + G - ¥? de sub radical se numeste prima formd fundamentald
a suprafeter S. Importanta ei rezida in faptul ca permite calcularea lungimii curbelor
situate pe S si a unghiului dintre doua curbe situate pe S.

Am vazut deja cum se calculeaza lungimea curbei C situata pe S. Pentru a vedea cum se
calculeaza unghiul dintre doua curbe situate pe S (curbe care se intersecteaza) consideram
curbele (' si O situate pe S date prin reprezentarile parametrice:

Ci: T=o(g(t),ht) Co: T=qppt),q))

S
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cut € [a,b] i presupunem céa aceste curbe se intersecteaza intr-un punct P € S,

P =p(g(to), h(to)) = ©(p(to), q(to)). o
Vectorul tangent in P la curba C} este T} si vectorul tangent in P la curba C5 este Tb:

—  O0p1 . Oy Oy Ops : Ops Op3

_ . . / 2 .0 —_— . IR —_— ]
Tl_(au 9+ ov b, ou 9+ ov b, ou 9+ ov h)
= Opy . Opy . Ops . Opa . Ops . Ops .
TQi(au P o Loy P o Loy P ov 9)

Unghiul In punctul de intersectie P dintre (1 si Cy este, prin definitie, unghiul v dintre
Ty §i Ty in P si astfel: o
T, - Ty

OSY = ——————
[T ]| - [[72]]

Intrucat: o . )
hTh=E-g-p+F(@G-qg+h-p)+G-h-g

1Tl = VE-§2+2F §-h+G- 2
1Tl = VE -2 +2F -p- 4+ G- ¢

obtinem ca unghiul dintre cele doua curbe se exprima in termeni de F, F', G si derivatele
functiilor care reprezinta curbele.

Vom arata in continuare cum se calculeaza aria unei portiuni de pe suprafata S.

Aria A a unei portiuni S’ de pe suprafata simpla S, reprezentatd parametric prin
T = ¢(u,v) cu (u,v) € D, este data de:

A://\/EG—FQdudv
R

unde R este partea din D ce corespunde portiunii A.
Formula aceasta a ariei provine din egalitatea:

AA=VEG—-F?-Au-Av
in care AA reprezinta aria unui paralelogram avand laturile

oz . 0T
%-Au si %-AU

Aceasta din urma egalitate provine din definitia produsului vectorial:

T 0T

AA:|%-AUX%-AU|:|&U 0

—x—x|-Au-Av:\/EG—F2-Au-AU
ou  Ov

Aria portiunii S’ se obtine impartind S” in parti mici Si,Ss, ..., S, §i aproximand aria
fiecarei parti Sy prin aria paralelogramului din planul tangent la S intr-un punct din S, si
facand suma ariilor aproximative. Aceasta se face pentrun = 1,2, ... astfel ca dimensiunile
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celui mai mare Sy, sa tinda la zero atunci cand n — oco. Limita acestor sume este integrala.

In diverse aplicatii apar integrale de suprafata pentru care conceptul de orientare a
suprafetei este esential.

In cazul unei suprafete simple S pentru versorul normal 7 exista doua sensuri posibile si la
fiecare din aceste sensuri asociem o orientare a suprafetei, aga cum am facut la orientarea
curbelor cu ajutorul sensului de parcurs.

Multimea reprezentarilor parametrice ale suprafetei simple se descompune in doué clase
(submultimi) disjuncte. Pentru toate reprezentarile dintr-o clasa avem una din cele doua
sensuri ale normalei (o orientare) pentru toate reprezentarile din cealaltd clasa avem ori-
entarea opusa a normalei (cealalta orientare).

Daca frontiera lui S este o curba simpla inchisa C', atunci putem asocia celor doua
orientari posibile ale suprafetei simple S cate o orientare a lui C', aga cum este reprezentat
pe figura urmatoare:

Regula este urmatoarea: privind din varful versorului normalei, sensul de parcurs pe
curba este contrar acelor de ceasornic.

Folosind acest concept putem extinde conceptul de orientare la suprafete care pot fi des-
compuse in suprafete simple (sunt suprafete simple pe portiuni).

O suprafata S care se descompune in suprafete simple este orientabila daca putem ori-
enta fiecare parte simpla astfel incat de-a lungul curbelor C*, care sunt frontiere comune
a doua parti Sp, 5o, directia pozitiva pe C* relativ la S; sa fie contrara directiei pozitive
pe C* relativ la 9s.
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Exemplu 69.6. Suprafata unui paralelipiped este o suprafatd netedd pe portiuni,
orientabila.

Definitia 69.2. O suprafata S este orientabila daca pentru orice Py € S $i orice curba
simpla inchisa C' C S care trece prin Py sensul normalei nu se inverseazda atunci cand
aceasta se deplaseazd pe C' de la Py si revine in Fy.

Remarca 69.4. O suprafata simpla S este intotdeauna orientabila. Exista insa suprafete
care nu sunt orientabile, cum este banda lui Mdobius.

70 Integrale de suprafata de speta intai.

Fie S o suprafata simpla de arie finitd data prin reprezentarea parametrica T = ¢(u,v)
cu (u,v) € Dsi f:Q CR3— R o functie continua cu proprietatea Q C S.

impér’gim suprafata S in n suprafete mai mici Sy, S, ..., S,, avand ariile Ay, Ao, ..., A,. In
fiecare parte Sy alegem un punct oarecare P si consideram suma:

Li=) f(P)- Ay
k=1

Definitia 70.1. Dacd n creste si Sy, 5o, ..., S, sunt astfel incat cel mai mare Sy tinde la
un punct pentru n — oo, atunci sirul de numere Iy, Is, ..., I, ... tinde la un numdr care
nu depinde de diviziune si de alegerea punctelor Py. Aceastd limitd se numeste integrala
de suprafata de speta intai a functiei f pe S si se noteazd cu

4/ o, 79, 25) dS

De fapt, sirul I, 15, ..., I, ... tinde la integrala dubla

// flo(u,V))WEG — F2 du dv

st valoarea acestei integrale duble este integrala de suprafatd de speta intar a lui f pe S':

//f(:pl,xz,xg)dsz//f(gp(u,v))mdudv
S D
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Valoarea integralei de suprafatd de speta intai nu depinde de reprezentarea parametrica
a suprafetei.

71 Integrale de suprafata de speta a doua.

Fie S o suprafata simpla avand reprezentarea parametrica T = p(u,v), (u,v) € D.
Orientam S cu versorul normalei 7, m = II_%H’ dat de aceasta reprezentare.

~ _ (Ops Ops Opy Ops3 Op1 Ops  Ops Op1 Opy Op1  dpr 8@2)

N:(ﬁu ov Ou Ov’ Ou v Ou O’ Ou O  Ou v (u,v) € D

Notam cu «q, as, az unghiurile dintre 7 si directiile pozitive ale axelor de coordonate
Ozxy1, Oxy, Ox3 i avem:
7 = (cos ay, €os ag, COS a3)

Fie acum functiile Wy = Wy (1, xe, x3), Wo = Wa(xq, 22, 23), W3 = W3(x1, 29, 23) definite
si continue in orice punct din S.

Definitia 71.1. Integralele de suprafata notate cu

/ W1 dIL‘Q d[L‘g / W2 dlL’3 d[El / W3 dl’l dl’g

s s S
definite prin:
//W1 dxy drs = //W1 -cosay dS
S S
/ WQ d!Eg dl’l = / W2 + COS Qvg dS
S s
//W:gdxldxgz//W:;'COSOégdS
S s

se numesc integrale de suprafatd de speta a doua.

Integralele de suprafata de speta a doua sunt integrale de suprafata de speta intai din
functii care depind de suprafata si de orientarea suprafetei.

Este clar ca valoarea unei asemenea integrale depinde de 7 (de reprezentarea parame-
tricd) care defineste o orientare a lui S. Trecerea la orientarea opusa corespunde inmultirii
cu —1 a integralei, deoarece componentele cos aq, cos as, cosag ale lui 7 se inmultesc cu
—1.

Suma celor trei integrale de suprafata de speta a doua poate fi scrisa intr-o forma simpla
alegand o notatie vectoriala:

W = (Wl(iUl,fBz;-fES), W2($1,$2,373),W3(5L’1,$2,$3))
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si obtinem:

/ Wi dxy das + Wy dxs daxy + Wedxy dry = / (W1 - cosay + Wy - cosag + Wi - cosag) dS

S
= / W -ndS
S

Fiecare integrala de suprafata de speta a doua se exprima ca o integrala dubla in termenii
reprezentarii parametrice:

D
// Wi dxs dxs = / Wi (p(u,v) (‘;027903) du dv
"D(u,v)

D
// Wy dzs dxy = / Wy (o(u,v) (903,<p1) du dv
“D(u,v)

D
// Wsdzy dre = / Ws(e(u,v) ((’01 #2) du dv
“D(u,v)

72 Proprietati ale integralelor de suprafata.

Integralele de suprafata de speta intai si cele de speta a doua sunt liniare si aditive.
Aceasta intrucat ele se reduc la integrale duble care au aceste proprietati.
Astfel avem:

a) //k-fds_k./ fds
b) //(f+g)d5=//fds+//gds
c) //de://de+/ fds

Pe langa aceste proprietati, integralele de suprafata au urmatoarele proprietati impor-
tante.

Fie A o multime marginita si inchisd in R? a cirei frontierd este o suprafata orientabild,
S, simpla pe portiuni.

Teorema 72.1 (teorema de divergenta a lui Gauss). Dacd functia vectoriald u este de
clasa C* pe un domeniu care contine multimea A, atunci are loc egalitatea:

///divﬂdxldxgdxg = //E-ﬁdS
A s

unde T este versorul normalei exterioare la S.
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Demonstratie. Demonstratia este tehnica. O]

Consecinta 72.1. Daca u = grad f, atunci:

J[f srav= ff s
[ s

Consecinta 72.2. Dacaw = f - gradg, atunci:

si pentru Af =0 avem:

divau = f-Ag+ grad f - grad g

99
on

// (f’Anggmdfﬂmdg)dV://f gids
A S

Aceasta egalitate poartda numele de prima formuld a lui Green.

u-n=f-(n-gradg) =

St

Schimband rolurile lur f st g $1 scazand se obtine egalitatea:

/A/ (f-Ag—gAf)dV:é/(f-g—;— s

care poartd denumirea de cea de a doua formula a lui Green.

Fie S o suprafata simpla orientata, a carei frontiera este o curba simpla inchisa C' orientata
conform regulii descrise dupa Remarca 69.4

Teorema 72.2 (Stokes). Dacd functia vectoriald v = v(x1, ,z2, x3) este de clasa C intr-
un domeniu care contine suprafata S, atunci:

//t 7S / Fds

ov Ovy Ov Ovs Qv ov -
unde: rotT = (7= — —=2, = — == 2 — 1) 7 este versorul normalei la S, iar

Oxy Oxg Oxs Oz Oxry O

este versorul tangentei la C'.

Demonstratie. Demonstratia este tehnica. O
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73 Derivarea integralelor cu parametru.

Exista situatii in care functia care se integreaza depinde nu numai de variabila de inte-
grare x, ci si de un parametru real ¢ (de exemplu, timpul). Mai mult, domeniul pe care se
calculeaza integrala depinde si el de timpul . In aceste cazuri valoarea integralei depinde
si ea de parametrul real t.

In aceasta sectiune vom prezenta conditii suficiente de derivabilitate in raport cu
parametrul ¢ a unei asemenea integrale.

Mai intai consideram cazul 1-dimensional:

Teorema 73.1. Dacd functiile ¢, : [c,d] — R sunt derivabile pe [c,d] (p(t) < (1),
Vt € [c,d]) si functia f(t, ) este continud in raport cu x pe intervalul [¢(t),1(t)] si este
de clasa C' in raport cu t, atunci functia I(t) este derivabild si avem:

¥(t) Y(t)

d 0
& [ sewde=v)- feuw) - e 0 seeo)+ [ Pt as
o(t) ®)
Demonstratie. Demonstratia este tehnica. O

Consecinta 73.1. Dacad functia f(t,z) este continud in raport cu x pe intervalul |a,b] si
este de clasa C* in raport cu t, atunci:

8
/f a{(t x)dx

Fie acum D C R? un domeniu si (a,b) C R un interval deschis. Considerdmm o functie
Z : (a,b) x D — R3 de clasa C" si o submultime marginita wy C D a carei frontiera Sy
este o suprafata simpla pe portiuni.
Pentru un ¢ arbitrar, dar fixat, notdm cu w(¢) multimea:
w(t) ={z(t,€) | € € wo}

D(xh T, x3>

D(glv 527 53)

si presupunemm ca jacobianul functiei 7; : wy — w(t) definitd prin

(&) = T(t, &) este nenul.

Consideram acum o functie F : (a,b) x R® — R de clasa C! si integrala:

/// (t,z) dzy dzo drs
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Teorema 73.2. Functia I(t) este de clasa C' i are loc egalitatea:
S(t)

0T

N si T este versorul normalei exterioare a lui S(t).

unde S(t) este frontiera lui w(t), v =

Demonstratie. Demonstratia este tehnica. O]
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