
CAPITOLUL 9 
CALCUL INTEGRAL 

 
 

9.1. INTEGRALE GENERALIZATE 
 

9.1.1.  INTEGRALE CU LIMITE INFINITE 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 

 
Definiţie. Fie Raf →∞),[:  o funcţie integrabilă pe orice interval 

compact acca >],,[ . Dacă ∫
∞→

c

ac
dxxf )(lim  există şi este finită, 

spunem că   ∫
∞

a
dxxf )(  este convergentă şi vom nota 

∫∫
∞→

∞
=

c

aca
dxxfdxxf )(lim)( . 

 
Criteriu de convergenţă. Fie 0)(,0,),[: >>→∞ xfaRaf , 

),[ ∞∈∀ ax . Dacă RLxfx
x

∈=⋅
∞→

)(lim α , atunci: 

1) pentru 1>α , rezultă că ∫
∞

a
dxxf )(  este convergentă. 

2) pentru 1≤α  şi 0≠L , rezultă că ∫
∞

a
dxxf )(  este divergentă. 



PROBLEME REZOLVATE  
 
    1.   Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor 
integrale şi în caz de convergenţă să se determine valoarea 
acestora: 

)a ∫
∞

− ∈=
a

kx RkdxeI ,1 ; )b dx
x

I ∫
∞− +

=
0

22
2

1 ;  

)c  dx
xx

I ∫
∞

∞− ++
=

126
1

23 ;  )d Rdx
x

I ∈= ∫
∞

αα ,1

1
4 ; 

)e ∫
∞−

=
0

5 cos xdxxI ; )f dx
xx

I ∫
∞

− ++
=

1
26 65

1 . 

 
Rezolvare: 
    )a   Vom aplica definiţia din breviarul teoretic. 

Funcţia kxexfRaf −=→∞ )(,),[:  este integrabilă pe orice 
interval compact acca >],,[ . Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

 ( ) kc
c

ka
kakc

c

c

a

kx
c

e
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eee
k

dxeL −

∞→

−
−−

∞→

−

∞→
−=−−== ∫ lim11limlim , 

pentru 0≠k . 

• Pentru 0>k  avem kakc

c
e

k
Le −−

∞→
=⇒=

10lim , prin urmare  

integrala este convergentă şi ka

a

kx e
k

dxe −
∞

− =∫
1   . 

• Pentru 0<k  avem ∞=⇒∞=−

∞→
Le kc

c
lim , deci integrala este  

divergentă. 

• pentru 0=k  avem ∫∫
∞∞

==
aa

dxdxeI 0
1 ; +∞==

∞→∞→ ∫
c

ac

c

a
c

xdx limlim ,  

rezultă că  integrala este divergentă. 



    )b  Aplicăm definiţia. Funcţia 
2

1)(,]0,(:
2 +

=→−∞
x

xfRf  

este integrabilă pe orice interval compact 0],0,[ >− cc . Vom studia 
limita: 

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

+
=

−∞→−∞→
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2
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2

2 =
++

−=⎟
⎠
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⎝
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∞→∞→ cc
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cc
, 

prin urmare integrala 2I  este convergentă şi 2ln
2
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2
=

+
∫
∞−

dx
x

. 

    )c  Funcţia 
126

1)(,: 2 ++
=→

xx
xfRRf  este integrabilă pe 

orice interval compact 0],,[ >− ccc . Vom studia limita: 

=
+

=
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=
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=
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−
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−
∞→ ∫∫ 3

3
3
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3223
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3
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3
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3
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⎠
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⎝
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⎠
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+
=

∞→

carctgcarctg
c

, rezultă 

că integrala 3I  este convergentă şi 
3126

1
23

π
=

++
= ∫

∞

∞−

dx
xx

I . 

    )d Funcţia αx
xfRf 1)(,),1[: =→∞  este integrabilă pe orice  

interval compact 1],,1[ >cc . Studiem existenţa şi valoarea limitei:  

∫∞→
=

c

c
dx

x
L

1

1lim α . Pentru 1≠α  avem: 

 



    α
α
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1
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1
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L
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c
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• Dacă ∞=⇒< L1α , rezultă că integrala este divergentă. 

• Dacă 
1

11
−

=⇒>
α

α L , deci integrala este convergentă. 

• Dacă ∞===⇒=
∞→∞→ ∫ cdx

x
L

c

c

c
lnlim1lim1

1

α , prin urmare  

integrala este divergentă. 
 

    )e  Aplicăm definiţia. Funcţia xxxfRf cos)(,]0,(: =→−∞  
este integrabilă pe orice interval compact 0],0,[ >− cc . Vom 
studia limita: 

=⎟⎟
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c
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c

c
c

ccccc
ccc ∞→∞→∞→

=⎟
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⎜
⎝
⎛ −+−=−+−= ; 

pentru −∞=⇒+=
∞→

)(lim2 2 nnn xfnx ππ ;  

pentru ∞=⇒−=
∞→

)(lim2 '
2

'
nnn xfnx ππ , prin urmare nu există 

∫
−

∞→

0

coslim
c

c
xdxx , deci integrala ∫

∞−

=
0

5 cos xdxxI  este divergentă. 



    )f  Funcţia 
65

1)(,),1[: 2 ++
=→∞−

xx
xfRf  este integrabilă 

pe orice interval compact 1],,1[ −>− cc . Studiem limita: 

=
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c
, prin urmare 

integrala 6I  este convergentă şi 2ln
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1
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    2.   Utilizând criteriul de convergenţă, să se studieze natura  
următoarelor integrale, iar în caz de convergenţă să se afle valoarea 
acestora: 

)a ∫
∞

+
=

0
6

2

1 1
dx

x
xI ; )b ∫

∞

− +
+

=
1

32 32
43 dx

xx
xI ; )c  ⎮⌡

⌠
∞

1

2 dx
x

arctgx . 

 
Rezolvare: 

    )a  Funcţia 6

2

1
)(,),0[:

x
xxfRf
+

=→∞ , are proprietatea că 

),0[,0)( ∞∈∀> xxf . Deoarece 1
1

lim 6

2

=
+∞→ x
xx

x

α , pentru 

14 >=α  rezultă, conform criteriului de convergenţă enunţat în 
breviarul teoretic, că integrala este convergentă. 
Valoarea integralei este:                                                                                                         

∫ ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+
=

∞→∞→∞→

c

c

c
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arctgcarctgxdx

x
xI

0

3

0

3
6

2
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3
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1
lim π . 



    )b  Funcţia 
3 32

43)(,),1[:
+

+
=→∞−

xx
xxfRf , are proprietatea 

că ),1[,0)( ∞−∈∀> xxf . Deoarece   
33 2
3

32
43lim =
+

+
⋅

∞→ xx
xx

x

α , 

pentru 1
3
1
<=α  rezultă, conform criteriului de convergenţă, că 

integrala este divergentă. 

    )c  Funcţia [ )
2)(,,1:

x
arctgxxfRf =→∞ , are proprietatea că  

[ )∞∈∀> ,1,0)( xxf . Deoarece 
22lim πα =⋅

∞→ x
arctgxx

x
   pentru 

12 >=α   rezultă, conform criteriului de convergenţă, că integrala 
este convergentă. Valoarea integralei este:                                                                                                         

( ) ( )∫ ∫ =⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
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⎛

+
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dxarctgx

x
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1
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+
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1
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c

c
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1
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1
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2
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2
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ππ

c
c

c
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3. Să se studieze natura integralei: Rmdx
xx

xI
m

∈
+−

= ∫
∞

,
1422

2 . 

 

Rezolvare: 

Funcţia 
142

)(,),2[: 2 +−
=→∞

xx
xxfRf

m

, are proprietatea că 

),2[,0)( ∞∈∀> xxf . 



Avem că  
2
1

142
lim 2 =

+−
⋅

∞→ xx
xx

m

x

α  dacă şi numai dacă 

mm −=⇔=+ 22 αα . Rezultă că: 

• Pentru 112 <⇔>−= mmα ,  integrala este convergentă. 

• Pentru 112 ≥⇔≤−= mmα ,  integrala este divergentă. 
 

4.   Să se determine valorile parametrului Rn∈  pentru care  

integrala dx
x

xI

n

∫
∞ −

+
=

0 11 35

1
2

825
 este convergentă. 

 
Rezolvare: 

 Funcţia 
11 35

1

825
)(,),0[:

2

+
=→∞

−

x

xxfRf
n

, are proprietatea că 

),0[,0)( ∞∈∀> xxf . 

1111 35

1
2

25
1

825
lim =

+
⋅

−

∞→ x

xx

n

x

α  dacă şi numai dacă 

211
46

11
351

2
nn

−=⇔=−+ αα .  

Ca urmare a aplicării criteriului de convergenţă, avem că integrala 

este convergentă dacă şi numai dacă 
11
701

211
46

<⇒>−= nnα . 

 



PROBLEME PROPUSE 
 
    Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor integrale şi 
în caz de convergenţă să se determine valoarea acestora (notată I ): 

    1.   Radxxe ax ∈∫
∞

− ,
0

  R: divergentă dacă 0≤a ; convergentă 

dacă 0>a  şi 2
1
aI = . 

    2.    ∫
∞

+−0
2 42

1
xx

       R: convergentă, 9
32π=I . 

    3.     ∫
∞

0

sin xdx               R: divergentă. 

    4.    dx
x∫

∞− +

0

2 4

1 ;        R: divergentă. 

    5.   dx
xx

x
∫
∞

++

+

3
2 34

12      R: divergentă. 

    6.  Zdx
x

∈∫
−

∞−
α

α
,11

      R: divergentă pentru 1≤α , convergentă 

pentru 1>α  şi ( )
α

α

−
− −

= 1
1 1

I . 

    7.   ∫
∞

∞−
dxx sin                 R: divergentă. 

    8.   0,
1

>∫
∞

−

adxxa x         R: convergentă pentru ( )1,0∈a  şi  

a
aaI 2ln

1ln −
⋅−= ; divergentă pentru 1≥a . 



    9.   ∫
∞

0

2cos xdx                 R: divergentă. 

   10. dx
x∫

−

∞− −

2

2 1

1               R: divergentă. 

   11. dx
xxe

∫
∞

3ln

1              R: convergentă şi 2=I . 

   12. dx
x
x

∫
∞

+
−

1
3 1

12                   R: convergentă şi 2ln
9

3
+=

πI . 

   13. dx
x

∫
∞

∞− +1
1

4
               R: convergentă şi 

2
2π

=I . 

   14. Radxxe ax ∈∫
∞

− ,cos
1

 R: divergentă dacă 0≤a ; convergentă 

dacă 0>a  şi 
12 +

=
a

aI . 

15. dx
x
arctgx
∫
∞

+1
2 1

                 R: convergentă şi 
32

3 2π
=I . 

16. Rdx
x

x
∈∫

∞

αα ,ln

1

          R: divergentă dacă 1≤α ; convergentă  

dacă 1>α şi 
( )21

1
−

=
α

I . 

 
Utilizând criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive, să se  
studieze natura integralelor următoare şi, dacă este posibil, să se 
determine valoarea lor. 

    17.  ⎮⌡
⌠
∞

1

dx
x

arctgx               R: divergentă. 



    18.  ∫
∞

− +

+

1
3 65

32 dx
xx

x         R: divergentă. 

    19.  ⎮⌡
⌠
∞

1
4 dx

x
arctgx                R: convergentă şi 2ln6

1
6
1

12 −+= πI . 

    20.  ⎮⌡
⌠

+−

∞

1
2 135

1 dx
xx

     R: convergentă şi 27
34π=I . 

    21.  ∫
∞

+

+

1 3 5

2

32

43 dx
xx

x          R: divergentă. 

    22.  dx
x∫

∞

−2
3 1
1                    R: convergentă şi 3ln6

1
18

3 −= πI . 

    23.  ∫
∞

− ++
+

1
2

5

42
53 dx

xx
x .        R:  convergentă. 

Să se studieze natura integralelor:  

    24.  Rmdx
xx

xm

∈
++∫

∞

,
422

2 . 

R:  convergentă dacă 1<m , divergentă dacă 1≥m . 

    25.  Rmdx
xx

x
m ∈

++∫
∞

,
130

2

. 

R:  divergentă dacă 3≤m , convergentă dacă 3>m . 



    26.  2,,
34)23(

12

1

7

≥∈
+−

−
∫
∞

mNmdx
xx

x
m

 

R:  convergentă dacă 7<m , divergentă dacă 7≥m . 
 
 
    Să se determine mulţimea valorilor parametrilor Rcba ∈,,   
pentru care următoarele integrale sunt convergente: 

    27.  ∫
∞ +

+
+

1
7

5 12

43
25 dx

x
x a

.         R: 2
29<a . 

    28.  ∫
∞

+0

3 5

19
2 dx

x
xx

b .                R: 3
11>b . 

    29.  ∫
∞ −

−
+

2
4

13

12
dx

x
xx c

.              R: ∅∈c . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 



9.1.2.  INTEGRALE DIN FUNCŢII NEMĂRGINITE 
 
 

 BREVIAR TEORETIC 
 
 
Definiţie. Fie Rbaf →],(:  o funcţie integrabilă pe orice interval 

compact ],(],[ babc ⊂  şi ∞=
→

)(lim xf
ax

. Dacă dxxf
b

a
∫
+>

→ εε
ε

)(lim

0
0

 

există şi este finită, vom spune că ∫
b

a
dxxf )(  este convergentă şi 

vom nota dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫
+>

→
=

εε
ε

)(lim)(

0
0

. 

 
Criteriu de convergenţă. Fie ],(,0)(,],(: baxxfRbaf ∈∀>→  
şi ∞=

→
)(lim xf

ax
. 

1) Dacă RAxfax

ax
ax

∈=⋅−

>
→

)()(lim β , pentru 1<β atunci ∫
b

a
dxxf )(  

este convergentă. 
2) Dacă *)()(lim RAxfax

ax
ax

∈=⋅−

>
→

β , pentru 1≥β atunci 

∫
b

a
dxxf )(  este divergentă. 

 



PROBLEME REZOLVATE 
 
 
    1.   Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor 
integrale şi în caz de convergenţă să se determine valoarea 
acestora:  

)a  ∫
− −

=
0

3
21

9

1 dx
x

I ;    )b  ∫
− +−

=
2

1
22 86

1 dx
xx

I ;  

)c  
( )

Rpdx
ax

I
b

a
p ∈

−
= ∫ ,1

3 ;  )d  ∫=
e

dx
xx

I
1

4 ln
1 ; 

 
Rezolvare: 

    )a  Fie 
29

1)(,]0,3(:
x

xfRf
−

=→− . Cum 

+∞=
−−>

−→ 2
3
3 9

1lim
xx

x
,  

rezultă că funcţia este nemărginită în unul din punctele domeniului 
de integrare. 
Avem că f este continuă, deci integrabilă pe orice interval compact 

]0,3(]0,[ −⊂c .  
Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

23
3arcsin0lim

3
arcsinlim

x-9
1lim

0
0

0

30
0

0

3
2

0
0

πε

ε
ε

εε
ε

εε
ε

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−==
>
→

+−>
→

+−>
→ ∫

xdx  , 

deci integrala este convergentă şi 
29

10

3
21

π
=

−
= ∫

−

dx
x

I . 

    )b  Fie 
86

1)(,)2,1[: 2 +−
=→−

xx
xfRf . Cum +∞=

<
→

)(lim
2
2

xf
x
x

, 

rezultă că funcţia este nemărginită în unul din punctele domeniului 
de integrare. 



Funcţia f este continuă, deci integrabilă pe orice interval compact 
)2,1[],1[ −⊂− c .  

Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
−−

=
+−

−

−>
→

−

−>
→

−

−>
→ ∫∫

ε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

ε
ε

2

10
0

2

1
2

0
0

2

1
2

0
0 2

4ln
2
1lim

1)3(
1lim

86
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x
xdx

x
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xx
 

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
=

>
→ 3

5ln2lnlim
2
1

0
0 ε

ε

ε
ε

, deci integrala este divergentă.  

    )c   Funcţia 
( )pax

xfRbaf
−

=→
1)(,],(:  este nemărginită şi 

integrabilă pe orice interval compact ],(],[ babc ⊂ . Studiem limita: 

( )
( ) =−

−
=

−
=

+
−

>
→+>

→
∫

b

a
p

b

a
p

ax
p

dx
ax

L
ε

ε
εεε

ε
1

0
0

0
0

lim
1

11lim  

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
= −

>
→

− ppab
p

1

0
0

1 lim
1

1 ε

ε
ε

, pentru 1≠p . 

• Dacă 1<p  avem ( )
p

abL
p

−
−

=
−

1

1

 , deci integrala este  

convergentă şi are valoarea: 
( )

( )
p

abdx
ax

I
pb

a
p −

−
=

−
=

−

∫ 1
1 1

3 . 

• pentru 1>p  avem ∞=L , deci integrala este divergentă. 
• pentru 1=p  avem  

( ) +∞=−−=−=
−

=
>
→+

>
→

+>
→ ∫ ε

ε
εε

ε
ε

εε
ε

lnlimlnlnlim1lim
0
0

0
0

0
0

abaxdx
ax

L
b

a

b

a

,  

prin urmare integrala este divergentă. 



    )d  Fie 
xx

xfRef
ln
1)(,],1(: =→ . Cum +∞=

>
→

)(lim

1
1

xf

x
x

, 

rezultă că funcţia este nemărginită în unul din punctele domeniului 
de integrare. 
Funcţia f este continuă, deci integrabilă pe orice interval compact 

],1(],[ eec ⊂ .  
Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

∞=+−==

>
→+

>
→+>

→
∫ ))1ln(ln(lim)ln(lnlim

ln
1lim

0
01

0
010

0
ε

ε
εε

ε
εεε

ε

ee
xdx

xx
, deci 

integrala este divergentă.  
 
    2.   Folosind criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive să se  
studieze natura următoaelor integrale şi, dacă este posibil, să se 
determine valoarea acestora: 

)a ∫
−

2

0
24

1 dx
x

 ; )b  ∫
+−

4

1
3 23

1 dx
xx

; 

)c  badx
xbax

b

a
<

−−
∫ ,

))((
1 . 

 
Rezolvare: 

    )a  Fie 
24

1)(,)2,0[:
x

xfRf
−

=→ . Avem:  

+∞=
−<

→ 2
2
2 4

1lim
xx

x
. Vom aplica criteriul de convergenţă enunţat în  

breviarul teoretic. Avem că )2,0[,0)( ∈∀> xxf  şi. 



( ) ( )
( ) ( ) 2

1

22

2lim
4

2lim
2
1

2
1

2
22

2
2

=
−+

−
=

−

−

<
→

<
→

xx

x
x

x

x
x

x
x

αα

 pentru 1
2
1
<=α , deci, 

conform criteriului de convergenţă, rezultă că integrala este 
convergentă. Valoarea integralei este: 

22
2arcsinlim

2
arcsinlim

4

1lim

0
0

2

0
0
0

2

0 2
0
0

πε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

ε
ε

=
−

==
−

=

>
→

−

>
→

−

>
→

∫
xdx

x
I . 

    )b  Fie 
23

1)(,]4,1(: 3 +−
=→

xx
xfRf .  

Avem +∞=
+−

=
+−

>
→

>
→ )2()1(

1lim
23

1lim 2
1
13

1
1 xxxx

x
x

x
x

. Avem că 

]4,1(,0)( ∈∀> xxf  şi. 

( ) 1
)2()1(

1lim
2

1
1

=
+−

−

>
→ xx

x

x
x

α
 pentru 12 >=α , deci, conform criteriului 

de convergenţă, rezultă că integrala este divergentă. 
 

    )c  Fie 
))((

1)(,),(:
xbax

xfRbaf
−−

=→ . Scriem  

21))((
1 IIdx

xbax

b

a
+=

−−
∫ , unde ∫

−−
=

c

a
dx

xbax
I

))((
1

1  şi  

∫
−−

=
b

c
dx

xbax
I

))((
1

2 ,  bca << . 

Avem că +∞=
−−

>
→ ))((

1lim
xbax

ax
ax

 şi ],(,0)( caxxf ∈∀> ; 



abxbax
ax

ax
ax −

=
−−

−

>
→

1
))((

1)(lim α  pentru 1
2
1
<=α , prin 

urmare integrala 1I  este convergentă. 

Avem că +∞=
−−

<
→ ))((

1lim
xbax

bx
bx

 şi ),[,0)( bcxxf ∈∀> ; 

abxbax
xb

bx
bx −

=
−−

−

<
→

1
))((

1)(lim α  pentru 1
2
1
<=α , deci 

integrala 2I  este convergentă. 
În concluzie, integrala 21 III +=  este convergentă. 
Pentru a calcula 1I  şi 2I , facem schimbarea de variabilă: 

tdttabdxtabax cossin)(2sin)( 2 −=⇒−+= ; 
Obţinem: 

∫
−

+>
→

=
−−

=+=
ε

εε
ε

b

a
dx

xbax
III

))((
1lim

0
0

21

=−⋅
⋅−

= ∫
−

−>
→

dtttab
ttab

ab

ab

cossin)(2
cossin)(

1lim
arccos

arcsin 222
0
0

ε

ε

ε
ε

 

π
ε

ε

ε

ε

ε
ε

ε
ε

=== −

−

−

− >
→

>
→

∫ ab

ab

ab

ab

tdt arccos
arcsin

0
0

arccos

arcsin0
0

2lim2lim . 

 
 
 
 
 



PROBLEME PROPUSE  
 
    Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor integrale şi 
în caz de convergenţă să se determine valoarea acestora (notată I ):  

    1.   ∫
− −

=
0

1 21
1

1 dx
x

I .                R:  convergentă şi 2
π=I . 

    2.   ∫
+−

=
3

1
22

158
1 dx
xx

I .          R:  divergentă. 

    3.   
( )

Rmdx
xb

I
b

a
m ∈

−
= ∫ ,1

3 .    R:  convergentă şi  

( )
m

abI
m

−
−

=
−

1

1
 dacă 1<m , divergentă dacă 1≥m . 

    4.   ∫=
e

dx
xx

I
1

34
ln
1 .                   R:  divergentă. 

 
    Folosind criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive să se  
studieze natura următoaelor integrale şi dacă este posibil să se 
determine valoarea acestora: 

    5.   ∫
−

4

0 216

1 dx
x

.                       R:  convergentă şi 2
π=I . 

    6.   ∫
− −−

1

2
3 23

1 dx
xx

.                R:  divergentă. 

    7.   badx
xbax

b

a
<

−−∫ ,
))((

1 .     R:  divergentă. 

    8.   ∫
−−

5

3 )5)(3(
1 dx

xx
.              R:  convergentă şi π=I . 

 



   Să se studieze natura integralelor: 

    9.   ⎮⌡
⌠
e

dx
xx

1

0
ln
1 .                 R:  divergentă. 

   10. ⎮
⌡

⌠

−

−

−

1

3
2 1

1 dx
x

.                R:  convergentă şi ( )223ln −−=I . 

  
    Utilizând criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive să se  
studieze natura integralelor, şi, în caz de convergenţă, să se 
determine valoarea lor: 

    11.  
( )∫
+

1

0 3
1 dx

xx
.              R:  convergentă şi 9

3π=I . 

    12.  ∫ −

3

0 )3(
1 dx

xx
.              R:  convergentă şi π=I . 

    13.  ∫
+−

3

2
2 23

1 dx
xx

.           R:  divergentă. 

    Să se precizeze mulţimea valorilor parametrilor reali pnm ,,  
pentru care următoarele integrale sunt convergente:   

    14. dx
x
x

n∫
+1

0
2

5 4 12 .                 R: 2
1<n . 

    15. 2,,
2

12

1 5

2
≥∈

−+

+
∫ mNmdx

xx

x
m

.   R: 2, ≥∈ mNm . 

 
 
 



9.1.3. INTEGRALE EULERIENE 
 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 

• Integrala gamma:    ( ) ∫
∞

−− >=Γ
0

1 0; adxexa xa . 

Proprietăţi:  
       1) ( ) 11 =Γ . 
       2) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,11 >∀−Γ−=Γ aaaa . 
       3) ( ) ( ) ( ) Nnnn ∈∀−=Γ ,!1 . 

       4) π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

2
1 . 

• Integrala beta:   ( ) ( )∫ >>−= −−
1

0

11 0,0;1, badxxxba baβ  

Proprietăţi: 
     1) ( ) ( ) 0,,,, >∀= baabba ββ  

     2) ( ) ( ) ( )
( ) 0,,, >∀
+Γ
ΓΓ

= ba
ba
babaβ . 

     2) ( )
( )∫

∞

+

−

+
=

0

1

1
, dx

x
xba ba

a
β . 

     3)  Dacă 1=+ ba , atunci ( )π
πβ
a

ba
sin

),( = . 

 
 
 
 
 



PROBLEME REZOLVATE 
 
 
    Să se calculeze următoarele integrale:  

    1.   ∫
+∞

−

−−+=
1

11 dxexI x . 

Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă dtdxtxtx =⇒−=⇒=+ 11 . 
Intervalul de integrare se modifică după cum rezultă din tabelul de 
mai jos: 
x  1−                  ∞  
t    0                  ∞  

Obţinem: dtetI t∫
∞

−=
0

2
1

. Prin identificare cu formula de definiţie a 

integralei gamma, rezultă 2
3

2
11 =⇒=− aa , prin urmare 

( ) ( ) π2
1

2
1

2
1

2
3 =Γ=Γ=I . 

 

2.  ∫
+∞

−=
0

25 dxexI x . 

Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă dtdxtxtx 2

1
2
12 =⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

Obţinem: ( )
8

15
2

!56
2
1

2
1

2
1

2 66
0

5
6

0

5
==Γ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∫

∞
−

∞
− dtetdtetI tt . 

 

    3.   ∫
+∞

∞−

−= dxexI x 26 . 



Rezolvare: 
Deoarece funcţia care trebuie integrată este pară, rezultă că 

∫
+∞

−=
0

6 2

2 dxexI x . 

Folosim schimbarea de variabilă: dttdxtxtx 2
1

2
1

2
12 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

π
8

15
2
1

2
1

2
3

2
5

2
72

00
2
13 2

5
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=== ∫∫

+∞
−

+∞
−− dtetdttetI tt . 

 

    4.   xdxxI 3
1

0
ln∫= . 

 
Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă: dtedxextx tt =⇒=⇒=ln  
x     0                 1 
t  ∞−                0  

∫∫
∞−∞−

==
0

3
0

3 2
3

2 dtetdteteI
tt t  

Facem transformarea: dydtytyt
3
2

3
2

2
3 −=⇒−=⇒−=  

t  ∞−               0  
y     ∞               0  

( ) ( ) ( )
27
324

81
16

81
160

0

3
3
23

3
2 −=Γ−=−=−−= ∫ ∫

∞

∞
−− dyeydyeyI yy . 

 



5. ∫
∞

−=
0

2

dxeI x  (integrala Euler-Poisson). 

  
Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă: dttdxtxtx 2

1
2
1

2
12 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

22
1

2
1

0
2
1

0
2
1 2

1
2
1 π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=== ∫∫

∞
−−

∞
−− dtetdtteI tt . 

  

    6.   1,ln

1
>∫

∞
adx

x
x

a . 

 
Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă: dtedxextx tt =⇒=⇒=ln . 
x  1                    ∞  
t  0                    ∞  

( )∫∫
∞

−−
∞

− ==
0

1

0
dtetdteetI tatat . 

Folosim schimbarea de 
variabilă: ( ) dydtytyta aa 1

1
1

11
−−

=⇒=⇒=− . 

t  0                    ∞  
y  0                    ∞  

( ) ( )
( )

( )222 1
1

1
1

01
1 2

−−

∞
−

−
=Γ== ∫ aa

y
a

dyeyI . 

 



    7.   Integrala dxeI xx∫
∞

−

+−−=
1

15,0 2

 are forma 
b

ake ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
π . Să se  

determine valorile parametrilor reali k , a  şi b . 
 
 
Rezolvare: 

Avem că: === ∫∫
∞

−

−
∞

−

+−− −+

11

1 2
1222

2
1

dxedxeI
xxxx  

∫∫
∞

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∞

−

+
++

−
==

1

2
1

1

2
3

2
12

2

2
3

2

dxeedxe
xxx

. Folosim schimbarea de variabilă: 

dtdxtxtx 212
2
1

=⇒−=⇒=
+ . 

x   1−              ∞  
t     0              ∞  
 

∫
∞

−=
0

2
2

2
3

dteeI t . Folosind faptul că 
20

2 π
=∫

∞
− dte t (integrala 

Euler-Poisson), obţinem că 
2
1

2
3

2
3

22
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==
ππ eeI  , prin urmare 

valorile căutate ale celor trei parametri sunt: 
2
1,

2
3,1 === bak . 

 
 
    Să se calculeze următoarele integrale: 
 

8. 
( )

∫
−

=
1

0 3 2 1 xx

dxI . 

 



Rezolvare: 

( )
( )∫∫ −− −=

−
=

1

0

1

0 3 2
3
1

3
2

1
1

dxxx
xx

dxI . Prin identificare cu formula 

de definiţie a integralei beta, obţinem:  

3
1

3
21 =⇒−=− aa ; 3

2
3
11 =⇒−=− bb , prin urmare, având în 

vedere definiţia şi proprietatea 3 pentru integrala beta, rezultă: 

( )
3

2
sin

,
3

3
2

3
1 ππβ

π
===I . 

 

    9. ( )∫ −=
1

0

38 1 dxxxI . 

 
Rezolvare: 
 Facem schimbarea de variabilă dttdxtxtx 3

2
3
1

3
13 −=⇒=⇒= . 

x  0                    1 
t  0                    1 

( ) ( ) ( )
12
1

)5(
)2()3(

3
12,311

1

0
3
1

1

0

2
3
1

3
1 3

2
3
8

=
Γ
ΓΓ

⋅==−=−= ∫ ∫− βdtttdttttI . 

 

    10.  ( ) dxxxI ∫ −=
1

0

5,123 1 . 

 
Rezolvare: 
Facem schimbarea de variabilă: dttdxtxtx 2

1
2
1

2
12 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  



Prin urmare, ( ) ( )∫ ∫ =−=−= −
1

0

1

0

5,12 2
1

2
3

6
1

3
1

1
2
11 dttttdxxxI  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−= ∫ −

2
5,

3
2

2
11

2
1 1

0

2
3

3
1

βdttt . 

 

    11.  Să se calculeze: a) 
( )∫

∞

+
=

0
61

dx
x

xI ; b) ∫
∞

+
=

0
61

dx
x

xI . 

Rezolvare: 
a) Prin identificare cu a doua formulă de definiţie a integralei beta 
(proprietatea 2), obţinem: 211 =⇒=− aa ; 46 =⇒=+ bba , 

prin urmare ( ) ( ) ( )
( ) 20

1
6

424,2 =
Γ

Γ⋅Γ
== βI . 

b) Facem schimbarea de variabilă dttdxtxtx 6
5

6
1

6
16 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

( )∫ ∫
∞ −

− =⋅==
+

=⋅
+

=
0 3

3
2

3
1

1

0
6
1

9
3

sin6
1,

6
1

16
1

16
1 3

2

6
56

1

ππβ πt
tdtt

t
tI . 

 

    12.  Integrala  ( ) ( )∫ −=
2

0

6,04,1 cossin
π

dxxxI  are forma ),( qpk β⋅ , 

unde 0,;,, >∈ qpRqpk . Să se afle valorile paramertilor qpk ,, . 
 
Rezolvare:  
Folosim schimbarea de variabilă: dtxdxxtx =⇒= cossin2sin2 . 
x  0                    2

π  

t  0                    1 
Transformăm funcţia care trebuie integrată astfel:  



== ∫ −2

0

6,14,0 cossin2)(cos)(sin
2
1

π

xdxxxxI  

∫ −=
2

0

8,022,02 cossin2)(cos)(sin
2
1

π

xdxxxx . Obţinem:  

( )2,0;2,1
2
1)1(

2
1 1

0

8,02,0 β=−= ∫ − dtttI , deci 2,0;2,1;
2
1

=== qpk . 

 

    13.  Să se calculeze integrala: 
( )( )

∫
− −+

=
3

4 6 534 xx

dxI . 

 
Rezolvare:  

Integrala se poate scrie: ( ) ( )∫
−

−− −+=
3

4

6
5

6
1

34 dxxxI . 

Încercăm să facem schimbarea de variabilă 
dtdxtxtx =⇒−=⇒=+ 44 . 

x  4−                 3  
t    0                  7  
Se observă că intervalul de integrare devine ( )7,0 , prin urmare, 
pentru a ajunge la intervalul ( )1,0 , vom folosi schimbarea de 

variabilă dtdxtxtx 747
7

4
=⇒−=⇒=

+ . 

x  4−                 3  
t    0                  1 

Obţinem: ( ) ( ) ( ) =−⋅⋅=−= ∫∫ −−−−−−
1

0

1

0

6
5

6
1

6
5

6
1

6
5

6
1

17777777 dtttdtttI  

( ) ( ) ππββ π 2
sin

,,
6

6
5

6
1

6
1

6
5 ==== . 



PROBLEME PROPUSE 
 
Să se calculeze valoarea următoarelor integrale: 

1. ∫
∞

−

0

36 dxex x     R: 243
80                 2. ∫

∞
−

0

7 2

dxex x    R: 3;    

3. ( ) dxxx∫ −
1

0

52  R: 2772
1                  4. ∫

+∞

∞−

− dxex x24
R: π

4
3     

5. ∫ −
1

0

2dxxx  R: 8
π

                     6. ∫
+∞

∞−

− dxe x 2

 R: π  

7. ( )∫
−

∞−

+−−
1

151 dxex x   R: π      8. ( ) dxxx∫
−

+
0

1

32 1   R: 60
1  

9. ∫
∞−

0
5 dxex x

 R: 120−                  10. ∫
∞−

+−0 2 23 dx
e

xx
x

  R: -1   

11. ( )∫ −
1

0

6314 1 dxxx  R: 6930
1

         12.
( )

∫
−

1

0 3 2 1

1 dx
xx

  R: 
3

32π  

13. dxxx∫ −
2

0

22 4  R: π                  14. 
( )∫

∞

+0
6

4

1
dx

x
x  R: 5

1    

15. ( ) dxxx∫ −
1

0

42  R: 630
1                   16. 

( )
∫

−

1

0 6 5 1

1 dx
xx

 R: π2  

 17. ( )∫
1

0

5ln dxxx  R: 
8

15
−          18. 0,

0

222 >−∫ adxxax
a

 R: 16
4aπ    

19. ∫
∞

+0
41

1 dx
x

R:
22

π
              20. ∫

−

∞−

++
2

25)2( dxex x  R: 120−  



21.
( )

∫
−

1

0 4 3 1

1 dx
xx

 R: 2π          22. ∫
∞

−

0

2

2

dxe
x

 R:
2
2π  

23. 0;
0

>∫
∞

− ndxe
nx  R: ( )

nn
11 Γ    

24. 0,;
0

>∫
∞

− nmdxex
nxm  R: ( )

n
m

n
11 +Γ  

25. ( )∫
∞

−−
2

272 dxex x R: !7     26. ∫
∞

−

0

dxe x  R:  2  

27. ∫
2/

0

53 cossin
π

dxxx  R: 12
1    28. ∫

+∞
−

0

7 5 7

dxex x  R: !117 ⋅   

29. dxxx∫
−

−
0

3

24 9  R: π32
729  

30. ∫
+∞

∞−

− dxe
x
2
2

 R: π2     31.
( )∫

∞

+0
32

10

21
dx

x

x  R: π2    

32. dx
x∫

1

0

1ln R: 2
π

  33.
( ) ( )

∫
− −+

1

3 6 5 13 xx

dx R: π2   

34. Nndxex xn ∈∫
∞

∞−

− ;
2

 R: 0 , dacă n  impar; ( ) ( ) π
22

!!1
2

1
n

nn −
=Γ + , 

dacă n  par 

 35. ( )∫
−

∞−

++
1

131 dxex x R: -3!    36.
( )( )∫

−−

3

1 13
dx

xx
dx  R:π  

37. ∫ −
e

dxxx
x1

43 )ln1(ln1 R: 
280
1   38. ∫

∞

+0
6

4

1
dx

x
x

 R: 3
π    



39. ∫ −
a

dxxax
0

224  R: 
32

6aπ    

40. ∫
+∞

−+−

1

422

dxe xx  R: 32e
π     41. ∫

∞ −

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

0

2
4

2
7

2
1 dxxx  R:

5
24  

42. dxxx∫ −
3

0

25 9  R: 35
5832  43. Nndxex

nxn ∈∫
∞

− ;
0

2  R: ( )
nn

n 1
3
1
Γ

+
   

44. ∫
∞

−

0

13 dxex x R: e6   

45. ( ) 0;ln
1

0

11 >∫
−

pdx
p

x  R: ( )pΓ  46. 
( )∫

∞

+0
23

4

21
dx

x

x  R:
27

23 3π  

47. ∫
∞

−

+−−

1

322

dxe xx R: 
2

4 πe      48. ( ) ( )∫
∞

−−−
1

151 dxex
nx  R:1   

49. Nndxex xn ∈∫
∞

− ;
0

2

 R:   50. ∫
∞

+0
8

3

1
dx

x
x

 R: 
8
π  

51. dxxx∫
−

−
0

4

26 16  R: π1280  

52. ( )∫ −
1

0

435 1 dxxx  R: 90
1  53. ∫

2/

0

24 cossin
π

dxxx R: π   

54. ( )∫
∞

+0
3 1

1 dx
xx

R: 
3

2π  55. ( )∫ −
1

0

438 1 dxxx   



56. ∫
∞

+0
61

1 dx
x

 R: 3
π    57. ( )∫

∞

+0
23 1

1 dx
xx

R: 
3
π   

58.
( )∫

∞

+0
24

2

1
dx

x

x R:
28

π     

59. Nnmdxxx nm ∈∫ −− ,;cossin
2/

0

1212
π

R:
( ) ( )
( )!12

!1!1
−+
−−

nm
nm

  

60. ∫
∞

∞−

++− dxe xx 12 2

R: 
2

8
9

πe    61. *
2

;1
2

1

Nn
n

x
n

∈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∫

∞

∞−

− +

  

62. ∫
∞

∞−

++− dxe xx 142 2

 R: 
2
23 πe  63. ∫

∞

+0
4

2

1
dx

x
x  R:

4
2π  

64. ∫
∞

−−
2

22 dxex x  R: 2
π       65. ∫

∞
−

1

13 dxex x  R:16  

66. ( )∫ −
1

0

523 1 dxxx  R: 84
1  

67. 
( )∫

∞

+0
32

4

21
dx

x

x R: 
128

23π  

68. Integrala dxeI xx∫
∞

−

+−−=
1

563 2

 are forma bake π , unde  

Rbak ∈,, . Să se afle valorile parametrilor bak ,, .  

 R: 2
1

6
3 ,8, === bak . 

69. Integrala ∫=
2/

0

42 cossin
π

dxxxI  are forma akπ  unde  



Rak ∈, . Să se determine valorile parametrilor k  şi a . 

 R: 1;32
1 == ak . 

70.  Integrala )(
0

45,2 3

badxexI x Γ== ∫
∞

− , unde 0;, >∈ bRba . Să 

se determine valorile parametrilor a  şi b . 

71.  Integrala ( )∫ =−=
1

0

8,436,3 ),(1 qpkdxxxJ β , unde 

0,;,, >∈ qpRqpk . Să se determine valorile parametrilor qpk ,, . 

72.  Să se calculeze  0,0,
)1(

)1()1(1

1
2

1212
>>

+

−+
= ∫
−

+

−−
nmdx

x
xxT nm

nm
. 

 



9.2.  INTEGRALE DUBLE 
 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
 
Fie 2RD ⊂  un domeniu mărginit şi RDf →:  o funcţie 
integrabilă pe D . Calculăm ( )∫∫=

D
dxdyyxfI , . 

Reguli de calcul 
 
1.  Dacă D  este dreptunghiul [ ] [ ]dcba ,, × , atunci: 

 ( ) ∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

d

c

b

aD

b

a

d

c
dydxyxfdxdyyxfdxdyyxf ),(),(,  

 
2. Presupunem că D  este un domeniu închis, simplu in raport cu  
axa Oy , adică ( ) ( ) ( ){ }xyxbxaRyxD βα ≤≤≤≤∈= ,/, 2 , iar   
funcţia ( )yxfy ,→  este integrabilă pe ( ) ( )[ ]xx βα , . Atunci: 

( ) ( )∫∫ ∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

D

b

a

x

x
dxdyyxfdxdyyxf

)(

)(
,,

β

α
. 

 
3. Presupunem că D  este un domeniu închis, simplu in raport cu  
axa Ox , adică ( ) ( ) ( ){ }yxybyaRyxD βα ≤≤≤≤∈= ,/, 2 , iar   
funcţia ( )yxfx ,→  este integrabilă pe ( ) ( )[ ]yy βα , . Atunci: 

( ) ( )∫∫ ∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

D

b

a

y

y
dydxyxfdxdyyxf

)(

)(
,,

β

α
. 

 



4. Schimbarea de variabilă în integrala dublă: trecerea de la  
coordonate carteziene la coordonate polare. 
 
     Considerăm transformarea: θρθρ sin,cos == yx , unde 

[ ]πθρ 2,0,0 ∈≥ . Rezultă că dacă ( )yx,  parcurge domeniul D , 

atunci ( )θρ ,  parcurge domeniul [ ] [ ]2121
* ,, θθ×= rrD , unde 

[ ] [ )∞⊂ ,0, 21 rr  şi [ ] [ ]πθθ 2,0, 21 ⊂ . În aceste condiţii, rezultă că: 
( )∫∫∫∫ =

*

sin,cos),(
DD

ddfdxdyyxf θρρθρθρ . 

 
Observaţie. Dacă D  este un domeniu închis şi mărginit, atunci aria 
suprafeţei D  este: ( ) ∫∫=

D
dxdyDAria . 

Formule ce vor fi utilizate: 
• ecuaţia  dreptei ce trece prin punctele ( )11, yxA , ( )22 , yxB   

este: 0
1
1
1

22

11 =
yx
yx
yx

. 

• ecuaţia cercului cu centrul ( )baA ,  şi raza r   este: 
( ) ( ) 222 rbyax =−+− . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



PROBLEME REZOLVATE 
 
 

    1.   Se consideră [ ] [ ]0,11,0 −×=D  şi ,: RRf →   

( ) 12, 32 +−= xyyxyxf . Să se calculeze ( )∫∫
D

dxdyyxf , . 
 

 
Rezolvare: 

( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= ∫∫ ∫

=

−=−
dxyxyyxdxdyxyyxI

y

y

1

0

0

1
4

4
122

1

0

0

1

32 12  

( ) .
24
191

8
1

3
1

83
1

1

0

231

0
4
12 =++−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−=++−= ∫ xxxdxxx  

 
    2.   Să se calculeze ( )∫∫ −=

D
dxdyyxI 2 , unde 

( ){ }132;10, 22 −+≤≤−≤≤∈= xxyxxRyxD . 
 
Rezolvare: 
Deoarece domeniul D  este simplu în raport cu axa Oy , obţinem: 

( )∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−+

−

1

0

13

2

2 .
2

dxdyyxI
xx

x
 Avem că: 

( )
2
32

2
113

2

2342
2

++−−=−∫
−+

−

xx

x
xxxxdyyx , prin urmare  

60
71

1

0

234
2
32

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= ∫ dxxxxxI . 

 
    



 3.   Să se calculeze ∫∫=
D

dxdyI , unde 

( ){ }2,2, 22 −−≥−≤∈= xxyxyRyxD . 
 

Rezolvare: 
Considerăm funcţiile RRff →:, 21 , 2)( 2

1 −−= xxxf , 
2)(2 −= xxf . Determinăm punctele de intersecţie ale graficelor 

celor două funcţii, rezolvând sistemul 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−−=

2
22

xy
xxy  şi găsim 

punctele ( )2,0 −A  şi ( )0,2B . Domeniul D  este dat de suprafaţa 
haşurată.  

 
Observăm că D  se mai poate exprima astfel:  

( ){ }22,20, 22 −≤≤−−≤≤∈= xyxxxRyxD , deci D  este 
simplu în raport cu axa Oy . Prin urmare, integrala devine: 

( ) 3
4

2

0

2
2

0

2
2

2

0

2

2
22

2

=−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫ ∫

−=
−−=

−

−−
dxxxdxydxdyI xy

xxy

x

xx
. 

0 

y=f1(x) 

y=f2(x) 

A(0, -2) 

B(2, 0)     x 

y 



  
   4. Să se calculeze ∫∫=

D
xdxdyI , unde D este domeniul din figură. 

 
Rezolvare:  

• Ecuaţia dreptei AC  este: 220
120
101
1

=+⇒= yx
yx

. 

• Ecuaţia cercului de centru ( )1,0  si rază 1 este: 
( ) ( ) 02110 2222 =−+⇔=−+− yyxyx . 
• Coordonatele punctului B  se determină rezolvând sistemul: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=+

5
2,

5
4

2,0

02

22
22 yx

yx

yyx

yx ; obţinem ( )2,0A  şi ( )
5
2

5
4 ,B . 

Considerăm domeniul simplu în raport cu axa Ox . Cu notaţiile din 
breviarul teoretic, punctul 2, avem: 

2,5
2 == ba ; ( ) ( ) ( )yyyxyx −=⇒−=⇒=+ 2222 2

1
2
1 α ; 

( ) 2222 2202 yyyyyxyyx −+=⇔−±=⇒=−+ β . Rezultă: 

(0, 0) C(1, 0) 

(0, 1) 

A(0, 2) 

D 

B 

x 

y 



( )
75
324125

2

2
2

8
1

2 222 2

5
2

5
2

2

2
2

5
2

2

2
2

=+−−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫∫∫ ∫

−−

−−

dyyydyxdyxdxI
yyyy

yy

. 

    5.   Să se calculeze ∫∫=
D

dxdyI , unde domeniul D este dat de 

suprafaţa haşurată. 

 
Rezolvare: 

Ecuaţia dreptei 1d  este: 10
121
110
1

+=⇒= xy
yx

. 

Ecuaţia dreptei 2d  este: xy
yx

−=⇒= 30
112
121
1

. 

Dorim să integrăm pe domenii simple în raport cu Oy . Vom descompune 
D în reuniune a două domenii 21 , DD  care au interioarele disjuncte: 

(1, 2) 

(2, 1) 

2 

1 

x 

y 

O 



 
Pentru 1D  avem 1)(,0)(;1;0 +==== xxxba βα  

∫∫ ∫ ∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==

+

D

x
xxdxxdxdydxdyI

1

0

1

0

1

0

2
1

0
1 2

3
2
1)1( .  

Pentru 2D  avem xxxba −==== 3)(,0)(;2,1 βα . 

2
33

2
3)3(

2

1

2

1

2

1

23

0
2 −=−=−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== ∫ ∫∫∫∫

− xdxxdxdydxdyI
x

D
. 

Rezultă că  321 =+= III . 
 
 

    6.   Să se calculeze ∫∫ +=
D

dxdyyxI 22 , unde 

( ){ }0;94, 222 ≥≤+≤∈= yyxRyxD . 
 
Rezolvare: 
 
Folosim trecerea la coordonatele polare: 

[ ) [ ]πθρ
θρ
θρ

2,0,,0,
sin
cos

∈∞∈
⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

  

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

⇒
⎩
⎨
⎧

≥
≤+≤

πθ
ρ

0
32

0
94 22

y
yx

 

O x 

y 

1 

(1, 2) 

D1 
D2

(1, 2) 

O 1 2 x 

y 



Vom avea: { }πθρθρ ≤≤≤≤∈= 0,32),( 2* RD  şi 
θρρ dddxdy ⋅= . 

πθθρρθρρ
ππ

3
1919

3
1

00

3

2

22
*

==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫∫ ∫∫∫ dddddI

D
. 

 
 
 
    7.   Să se calculeze aria discului de rază r , unde 0>r . 
 
Rezolvare: 
Avem de calculat aria domeniului ( ){ }2222 /, ryxRyxD ≤+∈= . 
Conform observaţiei din breviarul teoretic, aria domeniului D  este 
egală cu ∫∫

D
dxdy . 

Folosim trecerea la coordonatele polare : 

[ ) [ ]πθρ
θρ
θρ

2,0,,0,
sin
cos

∈∞∈
⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

   

( ) [ ] [ ]πθρ 2,0,,0, 222 ∈∈⇒≤+⇒∈ rryxDyx . Prin urmare, 

{ }πθρθρ 20,0),( 2* ≤≤≤≤∈= rRD  şi θρρ dddxdy ⋅= . Prin 
urmare,  

2
2

0

22

0 0 2*

rdrdddddxdy
r

DD
πθθρρθρρ

ππ
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫∫ ∫∫∫∫∫ . 

 

    8.   Să se calculeze ∫∫
+=

D

yx dxdyeI
22

 unde 

( ){ }yxyxRyxD ≤≤≤+≤∈= 0,41, 222 . 
 
 



Rezolvare: 
Folosim trecerea la coordonatele polare: 

[ ) [ ]πθρ
θρ
θρ

2,0;,0,
sin
cos

∈∞∈
⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

.   

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈∈⇒≤≤≤+≤⇒∈

2
,

4
,2,10,41, 22 ππθρyxyxDyx . 

Avem: ( ){ }
24

2* ,21, ππ θρθρ ≤≤≤≤∈= RD  şi  

θρρ dddxdy ⋅= . Rezultă: 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫ ∫∫∫

+ 2

4
*

2222 2

1

sincos
π

π

θρρθρρ ρθρθρ ddeddeI
D

( ) 2222
2

1

2

1 4
2 2

4

2

4

2

4

eedeeeeddee ⋅==+−−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫∫ ∫

πθθθρρ
π

π

π

π

π

π

ρρ . 

 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
    1.   Să se calculeze ( )∫∫ +−

D
dxdyxyyx 725 3  unde 

[ ] [ ]2,10,2 ×−=D .   R: 10− . 

    2.   Să se calculeze ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

D
dxdy

x
yx  unde 

( ){ }10,31, 2 −≤≤≤≤∈= xyxRyxD .  R: 3ln2
1

3
14 + . 

    3.   Să se calculeze ∫∫ ++D

dxdy
yx 1
1 , unde 

( ){ }0,0;3,1, 2 ≥≥≤+≤−∈= yxyxxyRyxD .  R: 2ln2 − . 



    4.   Să se calculeze ( )∫∫ −+
D

ydxdyxxy 32  

unde ( ){ }31;21, 222 +−≤≤+≤≤∈= xxyxxRyxD . R: 15
4 . 

    5.   Să se calculeze ∫∫
−

D
dxdy

x
y 4  unde 

( ){ }112,41, 22 +≤≤−≤≤∈= xyxxRyxD . R: 9
229 . 

    6.   Să se calculeze ∫∫
D

dxdy
x
y , unde 

( ){ }22 12,21, xyxxRyxD ≤≤−≤≤∈= . R: 2ln2
1

8
7 − . 

    7.   Să se calculeze ∫∫ +−

D

yx dxdye )( 22

 unde unde 

( ){ }0,0,16, 222 ≥≥≤+∈= yxyxRyxD .  R: ( )
4

1 16 π−− e . 
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