CAPITOLUL 9
CALCUL INTEGRAL

9.1. INTEGRALE GENERALIZATE

9.1.1. INTEGRALE CU LIMITE INFINITE

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Fie f :[a,0) & R o functie integrabila pe orice interval

C

compact [a,C], C>a. Dacd lim j f(x)dx exista si este finita,
C—0

a
o0

spunem ca f f (X)dx este convergenta si vom nota
a

0 c
[ f(x)dx = lim [ f(x)dx.
a C—)ooa

Criteriu de convergenta. Fie f :[a,0) > R,a>0, f(x)>0,

Vx e[a,0). Daci lim x% - f(x)=L e R, atunci:

X—>00
o0

1) pentru & >1, rezulta ca j f(x)dx este convergenta.
a

o0
2) pentru @ <1 i L#0, rezultd ca f f (x)dx este divergenta.
a



PROBLEME REZOLVATE

1. Folosind definitia, sa se studieze natura urmatoarelor
integrale si in caz de convergenta sa se determine valoarea
acestora:

© 0
a) 1, = [edxkeR;b) 1, = [ —ax;

wNVXE 42

c) I, = x; d)1,=|—dx, 2 eR;
} Jx2+6x+12 ! Ix“ ©

-0 1

0
T 1
e)l. = |xcosxdx; f)| =[———dx.
: -[ 6 Jx2+5x+6

—o0 -1

Rezolvare:
a) Vom aplica definitia din breviarul teoretic.

Functia f :[a,0) > R, f(X)= e~ este integrabila pe orice
interval compact [a,C], ¢ > a. Studiem existenta si valoarea limitei:

c —ka
L= tim [e®dx = lim — e —eka)= & Ly ok,
C—0 4 cowo K k Kcow
pentru K #0.

. 1 _ .
e Pentru k >0 avem lime™ =0= L :Ee @, prin urmare

C—w

. LT 1 _
integrala este convergenta si J.e dx = Ee ka
a

e Pentru k <0 avem lime™ = = L = oo, deci integrala este

C—

divergenta.

C—w C—Hx
a

0 0 Cc
e pentru kK =0 avem I, =J.e°dX=J.dX; lim dX=1imX|c =+,
a
a a

rezultd ca integrala este divergenta.



1

NXE+2

este integrabila pe orice interval compact [—C,0], ¢ > 0. Vom studia

b) Aplicam definitia. Functia f :(-%0,0] > R, f(X)=

limita:

0
L= lim | ———dx= lim ln(x+\/x2+2j
o o ,X2+2 c—o0

~ lim ln(—c+\/02 +2j=1n\/§— lim In—— 2 —Iny2 |
C—0 e /C2+2

prin urmare integrala |, este convergenta si I

0

=1nv2 -

—C

W =inf2.

c) Functia f:R—> R, f(X) = 2; este integrabila pe
X" +6X+12

orice interval compact [-C,C], C > 0. Vom studia limita:
L=tlim [ dx =lim I;d —lim——arctg X3 =
e d X2 H6X+12 oes (X+3)7+3 0 =3 NE)

! 11m(arctg c+3 —arctg ﬂj —L(£+£j =" rezultd
T Bee 3 V3 o) ABl2 2) 3

. : 1
cd integrala |, este convergentd si |, = J ﬂdx = %
I XT+6x+

d)Functia f :[l,o) > R, f(X)= La este integrabild pe orice
X

interval compact [1,C], ¢ > 1. Studiem existenta si valoarea limitei:
C
. 1
L =1lim|—dx. Pentru & #1 avem:

C—)oo] X



c 1 —a+l |C 1 1
L =lim | —dx =lim = - limc"™;
come X“ °—>°°—a+1|l a-1 a-1lwo=

e Dacd o <1= L =, rezulta ca integrala este divergenta.

1 .. <
e Dacaa>1=L= PRRE deci integrala este convergenta.
a f—

e Daci a=1=L=Ilim ldX=limlnC=oo,prinurmare

C— ] X C—0

integrala este divergenta.

e) Aplicam definitia. Functia f :(—,0] > R, f(X) = Xcos X
este integrabila pe orice interval compact [—C,0], ¢ > 0. Vom
studia limita:

C—® C—® C—

—C —C

0 0 0
L = lim j x cos xdx =lim [ x(sin x)'dx :lim(x sinx|_ - jsin xde -

= lim(~csinc+1—-cosc) = limc(—sinCJrl—%j =lim f(c);
C C

C— C— C—

pentru X, =2n7 +% = lim f(X,) = —o0;
n—oo

b
pentru X, =2Nn7 — = rl}g f(X,) =00, prin urmare nu exista

0 0
lim I Xcos Xdx , deci integrala | = IX cos Xdx este divergenta.
C—

—C —00



f) Functia f :[-1,0) >R, f(X)=—;
X" +5Xx+6
pe orice interval compact [—1,c], ¢ > —1. Studiem limita:
¢ 1 ¢ 1
L= lim fz—dx— lim —2dX=
C>® | X* +5X+6 ¢y (x+ 2 ) (;)

este integrabila

C
X+2

= lim In

= lim (ln ¢ +§ - ln%j =In2, prin urmare

X+3 1 GCox

integrala |, este convergentd si |, = 4dx In2.
Y x?+5%x+6

2. Utilizand criteriul de convergentd, sa se studieze natura

urmatoarelor integrale, iar in caz de convergenta sa se afle valoarea
acestora:

¢ 3x+4 [ arctgx
a)llzj1+ dx; b) I, j : )fx—zgdx.
1

«/2x+3

Rezolvare:

a) Functia f :[0,0) > R, f(x)= -, are proprietatea cd

2

f(x) >0, Vx €[0,0). Deoarece limx“
xom 14X
a =4 >1 rezulta, conform criteriului de convergenta enuntat in
breviarul teoretic, ca integrala este convergenta.
Valoarea integralei este:
X 1 c 1 V4
| =lim —dx =lim| — arctgx3| =lim—arctgc® =~
cow e 1+ x° con\ 3 0 6

C—® 3

- =1, pentru




3x+4
x32x+3°
ca f(x)>0, Vxe[-1,0). Deoarece limXx* xEd = 3

o e 2

1 5 e <«
pentru o = 3 <1 rezulta, conform criteriului de convergenta, ca

b) Functia f :[-1,0) > R, f(X)= are proprietatea

integrala este divergenta.

. arctgx .
) Functia f : [1,00) —>R, f(x)= 2g , are proprietatea ca
X
f(x)>0,Vxe [1 oo) Deoarece lim x“ - arcgx _ » pentru
X—0 X2 2

a =2>1 rezulta, conform criteriului de convergenta, ca integrala
este convergentd. Valoarea integralei este:

I-hmjpujammxmu-hm[——amwﬂl+j ]
C— x(x? +1

C—)Ool
c c’
2xdx
=24 lim 1] =24+ Liim |
4 C—)oo2lx2i)(2+1' 4 2 C—oo (t+1)
1 § 1 1
=Z 4+ lim In ++In2=Z+21n2.
47 2 e o241 2 472
© Xm
3. Sa se studieze natura integralei: | = jz— dx, meR.
5 2X" —4x+1
Rezolvare:
. X" .
Functia f :[2,00) > R, f(X) = —————, are proprietatea ca
2X" —4x+1

f(X) >0, VX e[2,0).



m

U X 1 . C o
Avemcd limX® - —————=— dacd si numai daci
X0 2X° —4x+1

a+m=2< a=2-m.Rezulta ca:
e Pentru a=2-m>1< m<1, integrala este convergenta.

e Pentrua=2-m<1l< m21, integrala este divergenta.

4. Sa se determine valorile parametrului n € R pentru care
Ny

: * o x2
integrala | = j ——————X este convergenta.

05N2x35 48

Rezolvare:
21
Functia f :[0,00) > R, f(x) = X , are proprietatea ca
5'W2x3 +8
f(x)>0, Vxe[0,0).
L}

o w X2 1 .. . -

lim x* - = daca si numai daca

X—>00 sy 4 g 51\1/5

n . 35 46 n

+——l=—ca=—-—.
2 11 11 2
Ca urmare a aplicarii criteriului de convergenta, avem ca integrala

SR D 46 n 70
este convergentd dacd si numai daca o = 12 >l=>n<—.



PROBLEME PROPUSE

Folosind definitia, sa se studieze natura urmatoarelor integrale si
in caz de convergenta sa se determine valoarea acestora (notata | ):

o0
1. jxe_axdx, aeR R: divergentd daca a < 0; convergenta
0

daca a>0 si | =#.

o0
2. JZ; R: convergenta, | =#.
oX"—2x+4
3. Isin Xdx R: divergenta.
0
ol
4. J.—dx; R: divergenta.
SAlX + 4
T 2x+1 .
5. jz—dx R: divergenta.
3X°+4x+3

6. J —dx, e Z  R:divergenta pentru « <1, convergenta
(24

“w X
. 3 (_ )I—a
pentru @ >1si | = o
o0
7. szin dx R: divergenta.
—0o0

8. Ixaxdx, a>0 R: convergenti pentru a < (0,1) si
-1
lna-1 . <
l=-a: — divergenta pentru a > 1.
In“a



9. I cos” xdx R: divergenta.
=2 1
10. J.gdx R: divergenta.
1. [——dx R: convergentd si | =2.

12. | —dx R: convergenta si | = #+ In2.

| 2

13. [ ——dx R: convergentd si | ==

o0
14. je—ax cosxdx, ae R R: divergentd daca a <0 ; convergenta
1

daci a>0gsi | = -
a”+1
s arctgx L. 372
15. J‘z—dx R: convergenta si | = ——.
X +1 32
T lnx . . <
16. I—adx, aeR R: divergenta daca « <1; convergentd
1
daca o >1si | = L
(a-1)?

Utilizand criteriul de convergentd pentru functii pozitive, sa se
studieze natura integralelor urmatoare si, daca este posibil, sa se
determine valoarea lor.

0

17. j arctgx dx R: divergenta.
X

1



18. | ———dx R: divergents.

19. J arc;c‘gx dx R: convergentd si | = E + —— ln 2.
;X
20. Jldx R: convergenta i | = 47;;6 .
1 x> —5x+13
) 2
21. | X7 +4 dx R: divergenta.
1x32x° +3
22. J%ldx R: convergenta si | = i - —1n3
X —_
2
3
23. J.23X—+5dx. R: convergenta.
X" +2Xx+4

-1
Sa se studieze natura integralelor:
m

4. [ ———dx, meR.
S X7 +2X+4

R: convergenta daca m <1, divergentd dacd m>1.
2

25. J‘mx—dx, meR.
o X0 +3x+1

R: divergenta daca m <3, convergenta daca m > 3.



V2x -1
(Bx=2)V4x+3

R: convergentd daca m < 7, divergentd daca m> 7.

26. dx, me N, m>2

— 38

Sa se determine multimea valorilor parametrilor a,b,c € R
pentru care urmatoarele integrale sunt convergente:

o 5 2a+l

27 [P Ria<.
3%’ +4 2
03 5

28, [V gy R:b> 11,
09x" +1

29. j“x Riced.

Y2x -



9.1.2. INTEGRALE DIN FUNCTII NEMARGINITE

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Fie f :(a,b] > R o functie integrabila pe orice interval

b
compact [c,b] = (a,b] si lim|f(x)|=c0.Daca lim [ f(x)dx
x—a

£ ate
b
exista si este finitd, vom spune ca I f (X)dx este convergenta si
a
b b
vomnota | f(x)dx = lim [ f(x)dx.
a c2>Vate
>0

Criteriu de convergenta. Fie f :(a,b] > R, f(x) >0, Vx e (a,b]
si lim f(x)=o0.

X—a
b
1) Daca lim (x—a)” - f(x)= Ae R, pentru g <latunci [ f (x)dx
X—a a
X>a

este convergenta.
2) Daca lim (X — a)'B f(x)=Ae R*, pentru S > 1atunci
x—a

x>a

b

f f(x)dx este divergenta.
a



PROBLEME REZOLVATE

1. Folosind definitia, sa se studieze natura urmatoarelor
integrale si in caz de convergenta sa se determine valoarea
acestora:

¢ t
a) 1 :‘; [—9_X2 Xa ) 2 IX2—6X+8 X9

|
Lol dxper: d) 1= [
C) S_I(X—a)p Xape 5 ) 4_-!.m Xa

Rezolvare:

a) Fie f:(-3,0]> R, f(x)= . Cum

9—x*

1
lim = +00
SeR'CES'S ’
rezultd ca functia este nemarginita in unul din punctele domeniului
de integrare.
Avem ca f este continud, deci integrabila pe orice interval compact
[c,0] = (-3,0].
Studiem existenta si valoarea limitei:

0
. 1 . . X . . =3+ 7
lim J. - dx = limarcsin— = lim| 0 — arcsin =—,
SR NP | B i 3002
0
.. - . 1 V4
deci integrala este convergentd si |, = j dx ==

73\/9—X2 2'

b) Fie f :[-1,2) > R, f(X) = 2; Cum lim f (X) = +o0,
— +8 §:§2
rezultd ca functia este nemarginita in unul din punctele domeniului

de integrare.



Functia f este continua, deci integrabila pe orice interval compact
[-L,c]c[-L2).
Studiem existenta si valoarea limitei:

2-¢ 2-¢ 2-¢
. 1 . 1 . [1. |x-4
lim | —————dx=1Ilim | ————dx=1im| —In ‘ =
e20 7 X" —6X+8 6207 (x=3)" -1 o0\2 |x=2])]
1. 2+¢ 5 . . .
= 11m(1n —In J = o0, deci integrala este divergenta.
220 € 3
) 1 e
¢) Functia f :(a,b]—> R, f(X) =———— este nemarginita si

(x-a)?

integrabila pe orice interval compact [C,b] < (a,b]. Studiem limita:

S 1. Lolb
L= lim J de:1 hm(x_a) p
e—0 X —a —Pe>0 a+e
&>0 a+g( ) >0
— 1 | (b-a)"P —1im &P |- pentru p=1.
I-p 0

&>0

(b-a)"
1-p
b _ 1-p
convergenta si are valoarea: |, :J ! dx = (b-a) .
a (X - a)P I-p
pentru p >1 avem L =0, deci integrala este divergenta.

e pentru p=1 avem
b

e Dacd p<lavem L= , deci integrala este

. 1 . b .
L=lim | ——dx= 11m1n|X - a|| = ln(b - a)— limlng = +oo,
-0 X—a &0 ate >0
>0 ate &>0

&>0

prin urmare integrala este divergenta.



d) Fie f :(Le] >R, f(x)= .Cum lim f(x) =40,

Xln X X—1
x>1

rezultd ca functia este nemarginitd in unul din punctele domeniului
de integrare.
Functia f este continud, deci integrabila pe orice interval compact
[c,e] = (1,e].
Studiem existenta si valoarea limitei:

e

lim f ;dx = lim In(In X)|i3 =— lim In(In(1+ &)) = o0, deci
£—0,, . XInX >0 +e >0
>0 >0 >0

integrala este divergenta.

2. Folosind criteriul de convergenta pentru functii pozitive sa se
studieze natura urmétoaelor integrale si, daca este posibil, sa se
determine valoarea acestora:

Lo 4 1
a) | ———dx;b) | —dx;
'<[\/4—x2 {x3—3x+2
b
1
) j—dx, a<b.
a,/(x—a)(b—x)
Rezolvare:

a) Fie f:[0,2) >R, f(x)= ; Avem:

Va-x?

1
lim—— = +o0. Vom aplica criteriul de convergenta enuntat in
2 a2 P gem ’
X<2

breviarul teoretic. Avem ca f(X) >0, Vx €[0,2) si.



. (2-x 2—x)”
lim ( ) = hm ( ) .
DANA=xt D (2+x) (2-x)2
conform criteriului de convergenta, rezulta ca integrala este
convergentd. Valoarea integralei este:

:l pentru « :%<1, deci,

2—¢ 2-¢ _
| = lim I dx = lim arcsin5 = lim arcsin2 :Z_
=0 o Ja_x>2 =0 2o -0 2
&>0 &>0 >0
b) Fie f :(1,4] > R, f(x)=3;.
X> —3X+2
) 1 1 <
Avem lim 3 = lim =+00. Avem ca
X—=>1x” —3x+2 X—>1(x 1) (X+2)

x>1
f(x) >0, Vx e (1,4] si.

hm(x—l)“
X=>1(x - 1) (x+2)

x>1
de convergenta, rezulta ca integrala este divergenta.

=1 pentru a =2 >1, deci, conform criteriului

¢) Fie f:(a,b) > R, f(X) = ———— Scriem

J(x—a)b-x)

|1+|2,unde |1 ZJ

1
————————dx si
av(x=ayb-x)

b

,/(x a)(b X)
2_11/(x a)(b X)

Avem cd lim —:+oo si f(x)>0, Vxe(a,c];

x—a/(x—a)(b—x)

X>a

dx, a<c<b.



1 1 1
lim (x — a pentru ¢ =— <1, prin
x—a J(x—ayb-x) ~Jb-a 2
X>a

urmare integrala || este convergenta.

1
Avemcad lim ———————=+40w0 si f(X) >0, Vxe[c,b);
x—gb,/(x—a)(b—x) 9 [6:2)
X<
lim (b - x)“* ! __ 1 pentru a—l<1 deci
x—b Jx-a)b-x) +b-a 2

x<b

integrala |, este convergenta.

In concluzie, integrala | = 1} + |, este convergenti.
Pentru a calcula |, si |,, facem schimbarea de variabila:

X:a+(b—a)sin2t:> dx =2(b—a)sintcostdt;

Obtinem:
b-¢ 1
=1+l =1lim [ ————dx=
20, J(x—a)b—x)
>0
arccos4/35 1
= lim [ -2(b—a)sintcostdt =
g—)O arcsm\/: \/ (b—a)?sin’t-cos’t
arccos /5 y
=lim  [2dt = lim2f" VR =7
690 4rosin = €20 arcsin
&>0 e>0



PROBLEME PROPUSE

Folosind definitia, s se studieze natura urmatoarelor integrale si
in caz de convergenta s se determine valoarea acestora (notata | ):

0
1 .
L o= dx. R: convergentisi | =Z.
2 2
-1vV1-x
3
2. 1y =j2—dx. R: divergenta.
1 X°—=8x+15
b
3. I3=[———dx,meR. R: convergenta si
a(b — X)m
I-m
| = (b;a) daca m <1, divergentda daca m=>1.
-m
e
4. Iy=] dx. R: divergenta.
1 XIn~ X

Folosind criteriul de convergenta pentru functii pozitive sa se
studieze natura urmatoaelor integrale si daca este posibil sa se
determine valoarea acestora:

T

5. [———dx. R: convergentisi | =Z .
£V16—x2 ?

1

6. | %dx . R: divergenta.
2 X° =3x-2
b 1

7. [————dx, a<b. R: divergenta.
a(X—a)(b—x)

R: convergentidsi | =7 .

3 1
—_dX.
g,/(x—3)(5— X)



Sa se studieze natura integralelor:
1
e
9. J
X
0

-1
1
dx
_3\/x2 -1

! dx. R: divergenta.
In

R: convergentasi | = —1n(3 -2\2 )

Utilizand criteriul de convergentd pentru functii pozitive sa se
studieze natura integralelor, si, in caz de convergenta, sa se
determine valoarea lor:

1
11. j;dx. R: convergenta si | :ﬁTﬁ'

o (x+3Wx

3
1
12, | ———=dx R: convergentasi | = 7.
! JB=x)x
13. I%dx. R: divergenti.
7 X =3X+2

Sa se precizeze multimea valorilor parametrilor reali m, n, p
pentru care urmatoarele integrale sunt convergente:

14j 2X +1 R:n<l.

15. jx4+ldx meN,m>2. RimeN,m>2.

1\/x5+x 2



9.1.3. INTEGRALE EULERIENE

BREVIAR TEORETIC

[e 0]
Integrala gamma: I'(a)= [x*'e *dx; a>0.
0

Proprietati:

1 r(1)=1.
2)T(a)=(a-1)r(a-1), (V)a>1.
3) T(n)=(n-1),, (V)neN.

4) r(lj =z
2
1
Integrala beta: B(a,b)= [x¥1(1-x)Pdx; a>0,b>0
0
Proprietati:
1) Ala,b)= B(b,a), Va,b >0
I'(a)r(p)
2 b)= vab>0.
)ﬂ(aﬂ ) F(a-i-b b aa >
( ) ) Xa—l
2) Bla,b)= [——dx.
(J;(l+ X)a+b

3) Daca a+b =1, atunci f#(a,b)=— T
sin(az)




PROBLEME REZOLVATE

Sa se calculeze urmatoarele integrale:
+00

Lo1= [ /x+1e ™ dx.
-1

Rezolvare:

Folosim schimbarea de variabila x+1=t= x=t—-1= dx =dt.
Intervalul de integrare se modifica dupa cum rezulta din tabelul de
mai jos:

X -1 )

t 0 o0
0 1

Obtinem: | = f t e"tdt. Prin identificare cu formula de definitie a
0

integralei gamma, rezultd a—-1=—-=a= % , prin urmare

1=r(3)=1r{)=17.

1
2

2
~+00
2. 1= xe X dx.
0
Rezolvare:

Folosim schimbarea de variabild 2x =t = X = %t =dx = %dt .

X 0 0
t 0 0
Obtinem: | = I(L) e_tldt=L6jt5e_tdtzi6l“(6)=5—6'=§.
o\2 2 205 2 2 8
+00 )
3. 1= x% X dx.

—00



Rezolvare:
Deoarece functia care trebuie integrata este para, rezulta ca
+00 )
I =2 [ x% % dx.
0

Folosim schimbarea de variabild: x? =t = x =t* = dx = %t_édt .
X 0 0
t 0 0
~+00 +00
=2 [ e Lt hdt= | the dt :F(7) =5-3-1F(1):15\/;.
0 0 2) 222 \2 8

1
4. 1 =[/xIn® xdx.
0

Rezolvare:
Folosim schimbarea de variabila: Inx =t = x =e! = dx = eldt

X 0 1

t — 0 0

0 t O 3t
| = [ert’eldt= [tPe dt
—00 —00

Facem transformarea: % =—-y=>t= —% y=dt= —%dy

t — 0 0

= ?(‘%y)%_y(— %)dy = —ETy%‘ydy = —gm):—%



© 2
5. 1= [e " dx (integrala Euler-Poisson).
0

Rezolvare:
Folosim schimbarea de variabili: X2 =t = x =t* = dx = %t_%dt .

X 0 0

t 0 0

-

o0
6. jln—xdx,a>1.
a
1 X

Rezolvare:
Folosim schimbarea de variabili:Inx =t = x = e' = dx = e'dt .
X 1 0
t 0 0
o0 o0
| = [tetedt = [te (@ tqt
0 0

Folosim schimbarea de
variabild: (a — 1)t = y = t =L y—=adt =a—dy.

a-1
t 0 0

y 0 0

0

—_1 Yy — 1 __1
=y VY Ty




) ) b

7. Integrala | = Ie_O’SX ~“X*lgx are forma kea(—j . Sase
-1

determine valorile parametrilor reali k, a si b.

Rezolvare:
O D R
Avemcia: | = je_7X gy = je_ > dx=
-1 -1
X24+2X+1 3 (X;rlj
- fe 2 2dx g2 je V2 ) 4x . Folosim schimbarea de variabila:

-1

X+1—t:>x V2t —1= dx =+/2dt .
\/5

X -1 0

t 0 0

e =
= ?j \J2dt . Folosind faptul ca J.e’t dt = —(1ntegrala
0

1

Euler-Poisson), obtinem ca | = e*y2 % = eg(%j , prin urmare

3 1

valorile cautate ale celor trei parametri sunt: k =1, a = E, b= E .

Sa se calculeze urmétoarele integrale:

> :(I)3x2(1— X)



Rezolvare:
I dx

| _(j)%/xz(l X)

de definitie a 1ntegrale1 beta, obtinem:

jx 3 (l - X)_% dx . Prin identificare cu formula

a_1=_%:>a_3, b- 1——§:>b—§,pr1nurmare avand in

vedere definitia si proprietatea 3 pentru integrala beta, rezulta:
)2
I = ﬂ (3 ’3 - -

sin% V3
1
9.1 =jx8(1—x3}1x.
0
Rezolvare:

Facem schimbarea de variabild x> =t = X = ts =dx= %t_%dt .

X |0 1

t 1

0

1 1
L= Lot dt = L[t (-t = L _LIore 1
_3({ S(1-t)r ot 3(j)t (1-tht=553.2) 3 e 12

10. | :}%/Y(l—xz)"sdx
0

Rezolvare:

N\H
o
=

Facem schimbarea de variabili: x% =t = x =t g = dx =

N\»—

X 0 0

t 0 0




1 1 1 1 3 1
Prin urmare, | = [ x?(l - x2)1’5dx = % jt?(l —t)tdt=
0 0

1
:ljt‘%(l—t)%dt :lﬂ(z 5)
20

27372

o0 X o0
11. Sase calculeze: a) | = [-——<dx;b) I = |
0(1+X) 01+X

X dx.

6

Rezolvare:
a) Prin identificare cu a doua formula de definitie a integralei beta
(proprietatea 2), obtinem: a—1=1=a=2; a+b=6=b=4,

prin urmare | = 3(2,4) = —F(2F)(6F)(4) = 2LO .
b) Facem schimbarea de variabila X0 =t=x=t zdx—% ~dt.
X 0 00
t 0 00
0 % ] 14—3
L e L) L e
6,1+ 6 6,1+t 6 37376 sin% 9

12. Integrala | = [(sin x)1*(cos x)" %6 dx are forma k- B(p,q),
0
unde k, p,q € R; p,q > 0. Sa se afle valorile paramertilor k, p,q.

Rezolvare:
Folosim schimbarea de variabili: sin® X =t = 2sin X cos xdx = dt .
X 0 T
2
t 0 1

Transformam functia care trebuie integrata astfel:



(sin X) (cos X)_l’6 2sin X cos Xdx =

I\JI»—
O — oy

(sm X) (cos2 X)_O’8 2sin X cos Xdx . Obtinem:

NI»—
O oy

|=Ejt0’2(1—t)_0’8dt:%ﬂ(l,z; 0,2)» deci k—f, p=12 q=02.
0

< . 3 dx
13. Sa se calculeze integrala: | = j

“48(x+4)(3-x)

Rezolvare:

3 1 5
Integrala se poate scrie: | = j(x +4)7*(3-x) v dx.
—4
Incercam si facem schimbarea de variabild
X+4=t=>x=t-4=dx=dt.

X -4 3

t 0 7

Se observa ca intervalul de integrare devine (0,7), prin urmare,
pentru a ajunge la intervalul (O, 1) , vom folosi schimbarea de

=t=>x=T7t—-4=dx="7dt.

... X+4
variabila

X | -4 3
t 0 1
1 1 S 1 5 1 1 5
Obtinem: | = [(7t) <(7-7t) *7dt=7"<-7"* - 7[t *(1-t) *dt =
0 0
T
= Al b Al )- o



PROBLEME PROPUSE

Sa se calculeze valoarea urmatoarelor integrale:

© 6 _ax . 80 ToT X 2.
1. J'x e Xdx R: 243 2. JX e " dx R:3;
0 0
+00 )
1 4, —X
2 1 IX e dxp- 3
3. £(x—x )de R: 5775 4, J R: Z\/;z

1 00 2
5. [Vx—x?dx R:% 6. [ e X dx Rz
—00

0

-1 0
7. [JEx=1P edx R:z 8 [x*(1+x)dx R: "
o i

0
0 .2
9. [x e*dx R: —120 10. [ ¥ =23 F 24 Ri-l
—00 —© eX
1 1 1 273
11. jx14(1—x3)6dx R: %930 12-I;dx R: 73
3/,,2 3
0 03/ x=(1-x)
2 0 X4 1
13.jx2\/4—x2dx R: 14. J dx R: 3
0 ()(1+X)6
15.j(x—x2) dx R: -1 16. j—dx R:2x
0 030 0% (1-x)

p 4
7 Prlinxox R 13 18§t e as 0 RIS
0 0

19(]?;4dx RL\/* 20. }z(x+2)5ex+2dx R:=120
ol+X 242 e



nRiz2 22.fe 2dx R:YET

J(l) 0 2

1

2L

0

ojo X'dx:n>0 R: 11“()
i

24, [x™ “X'dx; m,n>0 R: F(m”)
0

25.[(x~2)7 > *dxR: 7! 26. [e " dx R: 2
2 0

/2 +00 3
27." [ "sin xcos® xax R 28, [ e ax R: 711
0 0

0
4 2 . 729
29. J'SX 9 — x“dx R.—32 T

3ojezdeJ_ﬁ 31; dx R:v27

01+ 2x2
32, I,/ln LaxR: 7” 33, I R:27z
(x+3) (1-x)
© 5 —1mMm
34. j'xne_X dx;neN R: 0, daca n impar; F(nTH):(n—l)\/;,
o 22
daca n par
35. X+13 XdeR -3 36. dx R: 7t
Joen fene W

37. J—ln x(1-Inx)*dx R 5= j

0



a 6
x4\/a2 —x2dx R: ”36‘_2

+00 s 0 2 -1
40. [ e ¥+ dx R: £’§ a1 x| ax R i
1 2e 0 2
2 5 2 5832 7 2n,—x" n+1
X"V —x"dx R:2322 43. [x“"e”" dx;ne N R: F

3
0 0 n

o0
44, jx3e1_xdx R: 6

0

1 _ A \
45, J'(ln%)p ldx; p>0 R;l"( )46 IX—dX R-”‘/E 32
0

o1+ 20 27
o0

o0 2 4 n
47. [e X P dxR: e;/; 48. [(x-1)°e "V ax R:1
-1 1
3

49jxexdxneNR 5oj de;E
0 01+X 8

0
51. [x6v16-x?dx R: 12807
—4

1 /2

52. jxs(l— )dx R: L 53 f sin? xcos2 XdXR: V7
0
o0

54, jﬁde =55 jx (1 X )Adx



o0
1 o 1
56. dx R: £ 57. dx R: =
(J)lJrX6 3 ({%&hﬂzi V3
) XZ
58. dx R: %
for
7/2 (m—1)(n—1)
59. [ sin®™xeos™" xdx mn e N RSy
0
0 5 2 0 2 -5
60. [e 2 +X*+lgxR: & T g1 [11+2] ineN”
o V2 I
62, [ 2 4rlg R: &2 7 63 [ dx R: i
—0 01+X4

o] 0
64. [x-2e**dx R: @ 65. [x’e! *dx R:16
1

66. }x3(1—x2)5dx R:é

4
67. [—dx R: 3132
acf s
o]
68. Integrala | = Ie O+ x are forma ke®7z® , unde

-1
k,a,b € R. Sa se afle valorile parametrilor k,a,b.
R: k=%,a=8,b=

/2
69. Integrala | = | sin
0

1
5

2 xcos* xdx are forma kz? unde



k,a € R. Sa se determine valorile parametrilor K si a.

R
R: k= 35> @ 1.
®© 3
70. Integrala | = IX2’56_4X dx =al'(b),unde a,be R;b>0.Sa
0
se determine valorile parametrilor a si b .

1
71. Integrala j - | x3’6(1— x3)4’8 dx = kB(p,q), unde
0

k,p,qeR; p,q>0.Sa se determine valorile parametrilor K, p,q.
1 1+ X)mel - X)anl

72. Sase calculeze T -
) (1+x2)m+n

dx,m>0,n>0-



9.2. INTEGRALE DUBLE

BREVIAR TEORETIC

Fie D = R? un domeniu marginitsi f: D — R o functie
integrabild pe D. Calculdm [ = f f f (x, y)dxdy.
D

Reguli de calcul

1. Dacid D este dreptunghiul [a,b]x[c,d], atunci:

b(d d(b
[/ e, p)dxdy = | [ [ f(x, y)dy}dx = | ( J f(x,y)dedy

D a\c c\a

2. Presupunem cd D este un domeniu Inchis, simplu in raport cu
axa Oy, adica D = {(x,y)eRz/ a<x<h alx)<y< ,B(x)}, iar
functia y — f(x, y) este integrabild pe [a(x), B(x)]. Atunci:

b| B(x)
1.1 e, y)dxdy = I[ jf(X,y)dy}x.

al a(x)

3. Presupunem cda D este un domeniu inchis, simplu in raport cu
axa Ox, adica D = {(x,y)eRz/ a<y<b,a(y)<x< ,B(y)}, iar
functia x — f(x,y) este integrabila pe [a(y), B(»)]. Atunci:

5[ A()
[/ (e, y)dndy = | [ If (x,y)dx]dy :

D al a(y)



4. Schimbarea de variabila in integrala dubla: trecerea de la
coordonate carteziene la coordonate polare.

Consideram transformarea: x = pcosé, y = psiné, unde
p20,0¢e0,27]. Rezulti ci daca (x, y) parcurge domeniul D,

atunci (p,8) parcurge domeniul D = [r1.7]x[0).6,], unde
[r1.,7y ] [0,0) si [6,,60,]< [0,27]. In aceste conditii, rezulti ca:

Hf(x,y)dxdy =”f(pcos€,psin0)p dpdf .
D D’

Observatie. Daca D este un domeniu inchis si marginit, atunci aria
suprafetei D este: Aria(D)= [[ dxdy .
D
Formule ce vor fi utilizate:
e ccuatia dreptei ce trece prin punctele A(xl, yl), B(xz, y2)

x y 1
este: x oy 1/=0-
X yp o1

e ccuatia cercului cu centrul A(a,b) siraza r este:
(x—a) +(y-b) =r*.



PROBLEME REZOLVATE

1. Se considerd D =[0,1]x[-1,0] si /:R— R,
flx,y)= 2x2y - xy3 +1. Sa se calculeze ”f(x,y)dxdy .

D
Rezolvare:
1(0 1 y=0
sz f(2x2y—xy3+l)dy dxzj{(xzyz—%xy‘“ry] }dxz
o\-1 0 y=-1
1
1 302
:j(—x2+lx+1)dx: ESNE S (N S L
0 4 308 38 24

2. Sase calculeze = H(xz — y Mxdy » unde
D

D={(x,y)eRz/Ostl;x—2£y£x2+3x—1}.

Rezolvare:
Deoarece domeniul D este simplu in raport cu axa Oy, obtinem:

1(x*+3x-1
I=] | (x2 —y)dy dx. Avem ci:

0 x—2

x> +3x-1 ) 1 4 3 ) 3
| (x —y)dy =—x" —x~ —2x" +x+ =, prin urmare
x=2 2 2

]=I lx4—x3—2x2+x+i i = 7L
0 2 2 60



3. Sase calculeze I = [[dxdy , unde
D

D= x,y)eRz/ny—2,ny2—x—2}.

Rezolvare:

Consideram functiile f1, f, :R—> R, fi(x)= x2—x-2,

f>(x) = x—2. Determindm punctele de intersectie ale graficelor

celor doua functii, rezolvand sistemul {y =x?—x-2 si gasim
y=x-2

punctele 4(0,—2) si B(2,0). Domeniul D este dat de suprafata

hasurata.

A(0, -2)

Observam ca D se mai poate exprima astfel:
D= {(x,y)eRz/ OSxSZ,xz —x—2£y£x—2}, deci D este
simplu in raport cu axa Oy . Prin urmare, integrala devine:

2 x-2 20 vla 2 5 )
I=] [ dy dx=£(y|y:xz_x_2)dx:({(2x—x )dx:?-

O\x*—x-2



4. Sa se calculeze | = j J xdxdy , unde D este domeniul din figura.

©, 1)

(0,0 P
Rezolvare:
x y 1
e Ecuatia dreptei AC este: || (o ||=0= 2xty=2-
0 21

=]

e Ecuatia cercului de centru (0,1) si razi 1 este:

(x—0)2 +(y—1)2 =l x? +y2 -2y=0.

e Coordonatele punctului B se determina rezolvand sistemul:
2x+y=2 ¥=0y=2 . . (4 2)

{ :{ Pt obtinem 4(0,2) si BlL. ).

2 2 —
+ — Z X = R =

Consideram domeniul simplu in raport cu axa Ox . Cu notatiile din
breviarul teoretic, punctul 2, avem:

a:%, b=2; 2x+y=2:x:%(2—y):>a(y)=%(2—y);

x2+y2_2y=0:>x=im©ﬁ(y)=+m.Rezulté:



2y-y*

2(2y-y° 2 2 ) 3
I=[  [xdcjdy =] = dy=—§f(5y2—12y+4)dy=§-

2-y

5. Sase calculeze I = _[_[ dxdy , unde domeniul D este dat de

D
suprafata hasurata.
A
Y (1,2)
2,1
| 20
0 2 x
Rezolvare:
x y 1
Ecuatia dreptei dj este: [0 | 1|=0= y=x+1-
2 1
x y 1
Ecuatia dreptei d, este: |1 2 1|=0= y=3-x-
2 11

Dorim sa integram pe domenii simple in raport cu Oy . Vom descompune

D in reuniune a doua domenii D,,D, care au interioarele disjuncte:



y (1,2) Y

D;

» »
» »
X

1 2

S
=
Q

Pentru D, avem a=0;b=1; a(x) =0, f(x) =x+1

1 x+1 1 1
L zjjdxdyzj[ Idy}dxzf(x+l)dx:(%x2 +xj ==

D oL 0 0 0
Pentru D, avem a =1, b=2; a(x) =0, f(x) =3-x.
2(3—x 2 x22 3
Iy = [[dxdy = [| [dy|dx=[@3-x)dx=3-"— =3-2.
D 11 0 1 2 2
1

Rezulticid [ =1 +1, =3.

6. Sase calculeze [ = ﬂ\/xz +y2dxdy, unde
D
D:{(x,y)eR2/4Sx2 +y2 S9;y20}.
Rezolvare:

Folosim trecerea la coordonatele polare:
x = pcosf
{ y = psiné
{4Sx2+y2 S93{2Sp£3
y=0 0<0<rm

, pel0,:0),00,27]



Vom avea: D = {(p,&) eR2/2S p<3,0< Hﬁﬂ'} si
dxdy = p-dpd0 .
19

(3 Vd
I= ”pzdpdezj(jpzdp]d9=1j19d9=—ﬂ.
D’ 0\2 30 3

7. Sa se calculeze aria discului de raza r, unde » > 0.

Rezolvare:

Avem de calculat aria domeniului D = {(x, y) eR?*/x%+ y2 <r? }

Conform observatiei din breviarul teoretic, aria domeniului D este
egald cu H dxdy .
D

Folosim trecerea la coordonatele polare :
{x = pcosf

o, pe[O,oo),He[O,27z]
y = psind

(x,y)e D= X2+ y2 <r?= pel0,r] 8 €[0,27]. Prin urmare,

D" = {(p,@)eRz/OSpSr, O£¢9§27r}§i dxdy = p-dpd@ . Prin
urmare,

2z (r r2 2z
[[dxdy = [[pdpdo = [|[pdp|d0 =" [d0=m*.
D D’ 01\0 2 0

8. Sase calculeze I = He”x“ry2 dxdy unde
D

D={<x,y)eR2/1£x2+y2£4,O£x£y}.



Rezolvare:
Folosim trecerea la coordonatele polare:

{xzpcos@

oL pelo,w)oelo2x].
y = psinf

(x,y)eD:lsx2+y2 <4,0<x<y=pell,2] 96[% %}

2 /4 T :
Avem: D" {(p, eR /1<p<2 Z Hsa}sl
dxdy = p-dpd@ . Rezulta:

= ” \/,o2 cos’ @+ p’ sin’ 6 HE P _
= |le pdpdl = j jpe dp |d6 =
_Z[[peplz—fepdpj jz'(2e —-e—e +e)dl9 e? ‘;:%-ez-

PROBLEME PROPUSE

1. Sise calculeze H(Sx3 ¥y —2xy + 7 Hxdy unde
D
D=[-2,0]x[1,2]. R: -10.

2. Sase calculeze J'J'(er dedy unde
D

Dz{(xy ERZ/ISXS3 OSny—l} R: 441 1n3

3. Sase calculeze ” dxdy ,unde

x+y+1

Dz{(x,y)eRz/y—xSI,x+yS3;xZO,yZO}. R: 2-In2.



4. Si se calculeze ” (2xy +x— 3)ydxdy

D
undeDz{(x,y)eR2/1£x£2;x2+13y£x2—x+3}.R: %
5. Sase calculeze |[ y—4 dxdy unde
D x
D:{(x,y)eRz/lsxs4,2x—1§y§x2+1}.R: %

6. Sase calculeze ” Y dxdy , unde
X
D

Dz{(x,y)eRz/ISxSZ, 2x—1£y£x2}.R: %—%mz.

7. Sise calculeze ” e ) dxdy unde unde
D

D={<X,y)€R2/X2+y2 S16,x20,y20}. R:
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